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Durch  ein  Versehen  des  Setzers  ist  <„.    «-,     ..  r.  '   JÄJ  vertauscht  worden. 

\Fig.  237  mit  Fig.  240/ 

Seite    29,  in  der  zehnten  Zeile  von  unten  muss  „n"  statt  „w^  gesetzt  werden. 

„       60,  in  Fig.  88  muss  nK3*  statt  „2TU  gesetzt  werden. 

„     130,  in  Gleichung  21)  muss  „Qzu  statt  „Qxu  gesetzt  werden. 

w      135,  in  Gleichung  4)  muss  „—  qdz  .  lzu  statt  »qdz  .lz  gesetzt  werden. 
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„     238,  in  Gleichung  1)  muss  „%u  statt  „T"  gesetzt  werden. 
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werden. 

„     324,  in  Gleichung  6)  muss  „tge?"  statt  „t?tgeju  gesetzt  werden. 

„     361,  in  Gleichung  4)  muss  npu  statt  „qu  gesetzt  werden. 
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Erster  Abschnitt 
Theorie  der  elastischen  Linie. 


§1. 

Zug-  und  Druck-Spannungen. 

JMach  dem  Elasticitätsgesetze  wächst  die  Verlängerung  einer 
prismatischen  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtung  gezogen 
wird,  proportional  der  verlängernden  Kraft  —  so  lange  die  Span- 
nung innerhalb  der  Elastizitätsgrenzen  bleibt.    Wenn  mit  -=  das 

Verlängerungs-Verhältniss  bezeichnet  wird,  welches  in  einer  am 
oberen  Endpunkte  aufgehängten  Stange  von  lo«m  Querschnitt  durch 
ein  unten  angehängtes  Gewicht  von  1  Kil.  hervorgebracht  wird, 
so  ist  das  Verlängerungs-Verhältniss,  welches  in  derselben  Stange 
bei  einer  Belastung  von  S  Kilogrammen  eintritt,  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

Um  das  Verlängerungs-Verhältniss  zu  berechnen,  welches 
einer  aus  demselben  Materiale  bestehenden  Stange  vom  beliebigen 
Querschnitte  F  durch  eine  beliebige  verlängernde  Kraft  K  ertheilt 
wird,  hat  man  nach  der  Gleichung: 

2)    S  =  § 

zunächst  die  Spannung  pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts  zu 
berechnen,  worauf  dann  wiederum  nach  Gleichung  1)  das  hervor- 
gebrachte Verlängerungs-Verhältniss  bestimmt  werden  kann. 

Die  Zahl  E  wird  der  Elasticitäts-Modulus  (oder  Elasticitäts- 
Coefficient)  des  betreffenden  Materials  genannt; 

Diejenige  Grösse,  bis  zu  welcher  die  Spannung  einer  Stange 
von  lümm  Querschnitt  höchstens  gesteigert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  sofortiges  Zerreissen  derselben  eintritt,  wird  der  Festigkeits- 
Coefficient  des  betreffenden  Materials  genannt. 
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Unter  Elasticitätsgrenze  versteht  man  diejenige  Grenze,  bis  zu 
welcher  die  Spannung  jener  Stange  von  lamm  Querschnitt  höchstens 
gesteigert  werden  darf,  wenn  nicht  eine  bleibende  Verlängerung  in 
derselben  hervorgebracht  werden  soll,  d.  h.  eine  Verlängerung, 
welche  nach  Beseitigung  der  verlängernden  Kraft  nicht  wieder 
verschwindet. 

Verkürzungen  können  als  negative  Verlängerungen,  und  Druck- 
Spannungen  als  negative  Zug-Spannungen  aufgefasst  werden.  Man 
kann  daher  die  obigen  Gleichungen  auch  benutzen  zur  Berechnung 
der  Verkürzung  einer  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtung  ge- 
'  drückt  wird.  Der  Elasticitäts-Modulus  hat  für  Druck -Spannungen 
stets  dieselbe  Grösse  wie  für  Zug -Spannungen.  Was  dagegen  die 
Ijrrösse  des  Festigkeits-Coefficienten  und  der  Spannung  an  der 
Elasticitätsgrenze  betrifft,  so  findet  bei  einigen  Körpern  ein  Unter- 
schied statt  zwischen  ihrer  Widerstandsfähigkeit  gegen  Druck- 
Spannungen  und  ihrer  Widerstandsfähigkeit  gegen  Zug-Spannungen, 
wie  aus  der  nachfolgenden  Tabelle  zu  ersehen,  in  welcher  die  für 
Druck- Spannungen  geltenden  Zahlen werthe  in  Klammern  einge-, 
schlössen  sind.  £*' 


Elasticitäts- 
Modulus. 


Spannung  an 
der  Elasticitäts- 
grenze. 


Festigkeits- 
Coefficient. 


Gusseisen  .  . 
Schmiedeisen 
Eisendraht.  . 

Stahl  

Gussstahl.  .  , 
Kupfer 
Kupferdraht  , 

Zink 

Zinn , 

Messing.  .  . 
Messingdraht 
Bronze  .  .  .  , 

Blei 

Aluminium  . 

Silber 

Gold 

Platin 

Glas 

Holz 

Hanfseil  .  . 
Lederriemen 
Stein  .... 
Ziegelstein  . 
Mörtel   .  .  . 
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Biegungs  -  Spannungen. 

Die  Spannungen,  welche  durch  rechtwinkelig  zur  Längen- 
richtung eines  Balkens  wirkende  Kräfte  im  Inneren  desselben 
hervorgebracht  werden,  sind  ungleichförmig  vertheilt,  sowohl  über 
die  Länge  des  Balkens,  als  auch  über  die  Fläche  eines  jeden 
Querschnitts,  und  das  Gesetz  dieser  Vertheilung  lässt  sich  auf 
folgende  Weise  ermitteln. 

Denkt  man  sich  das  eine  Ende  eines  prismatischen  Balkens 
in  horizontaler  Lage  eingespannt  und  das  andere  Ende  mit  einem 
Gewichte  K  belastet,  so  erkennt  man  zunächst,  dass  durch  diese 
Belastung  jedenfalls  eine  Biegung  des  Balkens  hervorgebracht  wird. 

Der  vorher  geradlinige  Balken 
Fi8- 1-  nimmt  eine  krummlinige  Form 

an,  und  die  convexe  Seite  der 
Krümmung  ist  nach  oben  ge- 
richtet (Fig.  1).  Betrachtet  man 
den  Balken  als  ein  Bündel  von 
parallel  neben  einander  liegen- 
den, in  unverschiebbarer  Lage 
an  einander  befestigten  Fasern, 
so  erkennt  man  ferner,  dass  beim  Eintreten  dieser  Biegung  noth- 
wendig  die  oben  liegenden  Fasern  sich  verlängern,  die  unten  liegen- 
den sich  verkürzen  müssen.  Zwischen  der  obersten  und  untersten 
Fasernschicht  muss  irgendwo  eine  mittlere  Fasernschicht  sich  be- 
finden, welche  weder  eine  Verlänge- 
rung noch  eine  Verkürzung  erleidet; 
diese  mittlere  Fasertischicht.  AB 
(Fig.  2)  wird  die  neutrale  Faser  ge- 
nannt. 

Die  Verlängerungen  der  oberen 
und  die  Verkürzungen  der  unteren 
Fasern  sind  um  so  grösser,  je 
weiter  die  Fasern  von  der  neutralen 
Faser  entfernt  liegen.  Man  darf 
annehmen,  dass  die  einzelnen  Querschnitts -Ebenen  des  Balkens, 
welche  vor  dem  Eintreten  der  Biegung  rechtwinkelig  zur  gerad- 
linigen Achse  des  Balkens  standen,  annäherungsweise  auch  nach 
eingetretener  Biegung  noch    ihre    ebene  Form    und   ihre   recht- 

1* 


Fig.  2. 
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winkelige  Lage  zu  der  nunmehr  gekrümmten  Achsenlinie  des 
Balkens  überall  beibehalten.  Die  beiden  unendlich  nahe  bei  ein- 
ander liegenden  Querschnitts- 
Ebenen  M  und  2V",  welche  vorher 
einander  parallel  waren,  nehmen 
beim  Eintreten  der  Biegung  die 
gegen  einander  convergirenden 
Lagen  CD  und  EF  an  (Fig.  3). 
Die  zwischen  diesen  beiden  Quer- 
schnitts-Ebenen liegenden  Fasern- 
abschnitte hatten  vor  dem  Ein- 
treten der  Biegung  sämmtlich  die 
gleiche  Länge  MN.  Die  Längen- 
änderungen, welche  diesen  Fasern- 
Abschnitten  durch  die  Biegung 
ertheilt  werden,  kann  man  finden, 
indem  man  jene  ursprüngliche 
Länge  MN  von  der  einen  Ebene 
EF  aus  auf  den  Fasernrichtungen 
abträgt,  oder  indem  man  durch  den  Punkt  M  eine  Ebene  GH 
legt,  welche  der  Ebene  EF  parallel  ist.  Die  zwischen  den  beiden 
Ebenen  CD  und  GH  liegenden  Theile  stellen  die  Längenände- 
rungen der  einzelnen  Fasern- Abschnitte  dar.    Nach  Fig.  3  ist: 

1)    *«=2L 

1}     GC       w 

Aus  der  obigen  Annahme  folgt  also,  dass  die  Längenänderun- 
gen der  beiden  Fasern- Abschnitte  LQ  und  EC  sich  verhalten,  wie 
ihre  Abstände  von  der  neutralen  Faser,  und  da  nach  dem  Elasti- 
citätsgesetze  die  Spannung  der  Längenänderung  proportional  ist, 

so  verhalten  sich  auch 
Fig.  4.  Fig.  5.  die  Spannungen  der  ein- 

zelnen Fasern  -  Ab- 
schnitte wie  ihre  Ab- 
stände von  der  neu- 
tralen Faser. 

Wenn  also  mit  8  die 
Spannung(proQuadrat- 
millimeter  des  Quer- 
schnitts) für  den  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen 
Fasernabschnitt  L  Q  bezeichnet  wird  (Fig.  4),  und  mit  S  die  Spannung 


±A 
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(pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts)  für  den  im  Abstände  w 
befindlichen  Fasernabschnitt  EC,  so  ist: 

'  2)    4  =  —    oder    s=S  — . 

Um  die  totale  Spannung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen, 
hat  man  die  pro  Quadratmillimeter  ihrer  Querschnittsfläche  ge- 
fundene Spannung  zu  multipliciren  mit  der  Anzahl  der  Quadrat- 
millimeter, welche  ihre  Querschnittsfläche  enthält.  Denkt  man 
sich  die  ganze  Querschnittsfläche  des  Balkens  zerlegt  in  unend- 
lich schmale  parallel  zur  neutralen  Fasernschicht  liegende  Streifen, 
und  sieht  man  den  Flächeninhalt/  des  in  der  Entfernung  u  von 
der  Neutralen  befindlichen  Streifens  als  Querschnitts-Fläche  jener 
im  Abstände  u  von  der  Neutralen  NN  liegenden  Fasernschicht 
an  (Fig.  5),  so  erhält  man  für  die  totale  Spannung  derselben  die 
Grösse: 

Diese  Spannung  ist  als  eine  Zug-Spannung  (positive  Spannung) 
anzusehen,  wenn  die  betreffende  Faser  oberhalb  der  Neutralen 
liegt,  cL  h.  wenn  u  positiv  ist;  als  eine  Druck -Spannung  (negative 
Spannung)  dagegen,  wenn  dieselbe  unterhalb  der  Neutralen  liegt, 
d.  h.  wenn  u  negativ  ist.  Der  obige  Ausdruck  kann  daher  (für 
positive  sowohl  als  für  negative  Werthe  von  u)  als  allgemein 
gültiger  Ausdruck  für  die  Spannung  irgend  eines  im  Abstände  u 
von  der  Neutralen  befindlichen  Fasernabschnitts  betrachtet  werden. 

Wenn  man  sich  durch  eine 
Fi«-  6-  an  der  Stelle  N  hindurchgelegte 

Querschnittsebene  den  Balken  in 
zwei  Theile  zerschnitten  denkt, 
und  untersucht,  welche  Kräfte 
zur  Wiederherstellung  des  Gleich- 
gewichtszustandes für  das  Stück 
BN  an  der  Schnittfläche  des- 
selben angebracht  werden  müss- 
ten,  so  findet  man:  dass  zunächst 
an  der  Schnittstelle  jeder  ein- 
>L    zelnen  Faser  eine  in  die  Längen- 
richtung derselben  fallende  Kraft 
anzubringen  ist  von  gleicher  Grösse  mit  der  Spannung,  welche 
vorher  in   der  Faser  an  dieser   Stelle  vorhanden  war  (Fig.  6). 
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Diese  Spannungswiderstände  der  einzelnen  Fasern  können,  wenn 
die  Biegung  —  wie  vorausgesetzt  werden  soll  —  eine  sehr  ge- 
ringe ist,  als  Horizontalkräfte  angesehen  werden.  Ausserdem  ist 
an  der  Schnittfläche  noch  eine  vertical  aufwärts  wirkende  Kraft 
V  anzubringen,  da  jene  Horizontalkräfte  für  sich  allein  nicht 
ausreichen  würden,  um  der  vertical  abwärts  wirkenden  Kraft  K 
das  Gleichgewicht  zu  halten.  Diese  Kraft  V  darf  —  bei  der 
vorausgesetzten  geringen  Abweichung  der  Schnittfläche  von  der 
Verticalebene  —  als  eine  längs  der  Trennungsfläche  aufwärts  wir- 
kende Widerstandskraft  angesehen  werden,  welche  einer  Ver- 
schiebung des  Stückes  BN  längs  jener  Fläche  entgegenwirkt,  und 
wird  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  genannt.  Da  die  Kräfte  V 
und  K  die  einzigen  Verticalkräfte  sind,  welche  auf  das  Stück  BN 
wirken,  so  ist  nach  den  allgemeinen  Gleichgewichts -Bedingungen: 
4)     V=K. 

In  der  Querschnittsfläche  ist  also  ausser  den  Spannungs- 
widerständen der  horizontalen  Fasern  noch  ein  Widerstand  gegen 
Abscheerung  thätig  von  gleicher  Grösse  mit  derjenigen  Kraft  (K\ 
welche  ohne  das  Vorhandensein  dieses  Widerstandes  eine  Ver- 
schiebung längs  der  Querschnittsfläche  hervorbringen  würde. 

Die  einzigen  Horizontalkräfte,  welche  auf  das  Stück  BN 
wirken,  sind  die  Spannungswiderstände  der  einzelnen  Fasern.' 
Oberhalb  der  Neutralen  wirken  diese  Kräfte  von  rechts  nach  links, 
unterhalb  derselben  von  links  nach  rechts.  Die  algebraische 
Summe  dieser  Horizontalkräfte  muss  gleich  Null  sein.  Nach 
Gleichung  3)  ist  also: 

1 

Wenn  man  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor  aller 

unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  fortlässt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 
6)  2(/w)  =  0. 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Momenten-Summe  sämmtlicher 
Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche  (Fig.  5)  in  Bezug  auf  den 
in  der  neutralen  Fasernschicht  liegenden  Horizontal  -  Durchmesser 
NN,  welcher  die  neutrale  Achse  genannt  wird,  gleich  Null  ist. 
Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte*)  kann  statt  dieser  Momenten- 

*)  „Analytische  Mechanik"  §  69. 


5)    2(£«/)  =  0. 
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Summe  auch  das  Product  aus  der  ganzen  Querschnittsfläche  in 
den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  jener  Achse  gesetzt  werden, 
und  da  dieses  Product  gleich  Null  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  der 
Schwerpunkt  der  Querschnittsfläche  in  der  neutralen  Achse  NN 
selbst  liegt.  Durch  Gleichung  7)  wird  also  die  Lage  der  neutralen 
Achse  bestimmt;  diese  Gleichung  drückt  aus:  dass  die  neutrale 
Fasernschicht  diejenige  ist,  welche  durch  die  Schwerpunkte  sämmt- 
licher  Querschnittsflächen  hindurchgeht. 

Die  allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingungen  erfordern  ausser- 
dem noch;  dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  das  Stück  BN  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Achse,  z.  B.  in  Bezug  auf  die  in  Fig.  6  recht- 
winkelig zur  Bildfläche  stehende  neutrale  Achse  N,  gleich  Null 
ist.  Es  muss  also  das  statische  Moment  der  Kraft  K,  welche 
für  sich  allein  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete  Drehung 
hervorbringen  würde,  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente 
aller  Spannungswiderstände  sein,  deren  jeder  für  sich  allein  eine 
von  rechts  nach  links  gerichtete  Drehung  um  die  Achse  hervor- 
bringen würde.  Das  statische  Moment  des  Spannungswiderstandes 
der  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  ist  gleich 
Suf 


w 


folglich  ist: 


7)    *(^..)-X.* 


oder  in  Worten  ausgedrückt:   das  Widerstandsmoment  der  Fasern- 
Spannungen  ist  gleich  dem  Momente  der  biegenden  Kraft. 

Die  Grösse  —  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  kann  auch  vor  das  Sum- 
mationszeichen  gesetzt  werden,  also  ist: 

8)    —l(fu2)  =  Kx. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  2  (fu2)  die  Summe  aller  Pro- 
ducte  aus  den  einzelnen  Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche 
in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  neutralen  Achse,  oder 
das  Trägheitsmoment  der  Querschnittsflache  in  Bezug  auf  den  hori- 
zontalen Schwerpunktsdurchmesser  derselben.  Wenn  man  dieses 
Trägheitsmoment  mit  X  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige  Gleichung 
die  einfachere  Form  an: 
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9)    —  X  =  Kx. 

Für  den  Fall,  in  welchem  statt  der  einen  Kraft  K  mehrere 
biegende  Verticalkräfte  JT,,  ÜT2,  ül3  auf  das  Stück  BN  wirken 
(Fig.  7),  würde  man  statt  Kx  die  Grösse: 

10)       SM  =  *,*,+*,*,  +  #3*3 

als   Summe    der    statischen 
Fig.  7.  Momente    aller   dieser  bie- 

genden Kräfte  in  Bezug  auf 
den    Punkt   N    zu    setzen 
haben.    Wenn  man  also  all- 
gemein mit  2R  die  Momenten- 
summe  aller  rechts  von  der 
Stelle  N  wirkenden  Vertical- 
kräfte in  Bezug  auf  die  neu- 
trale   Achse    dieses    Quer- 
schnitts oder  das  Biegungsmoment  an  dieser  Stelle  bezeichnet,  so 
kann  man  der  obigen  Gleichung  die  noch  einfachere  und  allge- 
meinere Form  geben: 

11)    — £  =  3fl. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S  die  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter des  Querschnitts)  für  die  im  Abstände  w  von  der 
Neutralen  befindliche  Faser,  also  —  wenn  man,  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll,  unter  w  die  Entfernung  der  am  weitesten  von 
der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser  versteht  —  zugleich  die 
stärkste  Spannung  (pro  D""11),  welche  in  der  ganzen  Querschnitts- 
fläche vorkommt    Die  obige  Gleichung  kann  daher  in  der  Form: 


Kx 


12)    S-. 


W, 


benutzt  werden,  um  die  Spannung  der  am  stärksten  gespannten 
Faser  zu  berechnen,  sobald  das  Trägheitsmoment: 

13)    S  =  Z(/«') 
für  die  betreffende  Querschnittsform  zuvor  bestimmt  wurde.*) 

Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral -Rechnung  würde 
man  dem  obigen  Ausdrucke  für  das  Trägheitsmoment  die  Form 
zu  geben  haben: 

*)  S.  „Analytische  Mechanik44  §  85  und  „Technische  Mechanik44  §  95  u.  §  118. 
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14)     %  =  I  dF 


-ß 


indem  man  mit  F  die  ganze  Querschnittsfläche  und  mit  dF  den 
unendlich  kleinen  Flächeninhalt  des  im  Abstände  u  von  der  neu- 
tralen Achse  parallel  zu  derselben  liegenden  Flächenstreifens  be- 
zeichnet. 

_     _  Für  den  in  Fig.  8  dargestellten  recht- 

eckigen Querschnitt  z.  B.  würde  man 
dF  =  bdu  zu  setzen  haben,  und  man 
erhält  durch  Ausführung  der  Integration 
:  u  für  das  Trägheitsmoment  der  rechteckigen 
u  Querschnittsfläche  von  der  Breite  b  und 
der  Höhe  h  die  Gleichung: 

15)    Z  =  ßdu.u2  =  b  fadu==*^. 

—  1/2Ä  —  I/2  & 

Nach  Gleichung  11)  würde  also  für  den  rechteckigen  Quer- 
schnitt die  grösste  Biegungs-Spannung  zu  berechnen  sein  aus  der 
Gleichung: 

16)    ^-  =  2». 

§3. 
Graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente. 

Bei  dem  prismatischen  Balken  hat  das  Trägheitsmoment  % 
für  alle  Querschnitte  dieselbe  Grösse;  ebenso  auch  der  Abstand 
w  der  am  stärksten  gespannten  Faser  von  der  Neutralen.  Nach 
Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  bei  dem  prisma- 
tischen Balken  die  grösste  Biegungs-Spannung  S  stets  proportional 
der  Grösse  des  Biegungsmoments  9ft.  Wenn  man  an  den  einzelnen 
Punkten  der  horizontalen  Achsenlinie  des  Balkens  Perpendikel 
errichtet,  deren  Längen  die  Grössen  der  Biegungsmomente  an 
diesen  Stellen  darstellen,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Ordi- 
naten  eine  Linie,  deren  Form  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach 
welchem  das  Biegungsmoment  5D?  mit  dem  Abstände  vom  End- 
punkte des  Balkens  sich  ändert;  und  dieselbe  Linie  kann  zugleich 
gelten  als  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  die 
grösste  Biegungs- Spannung  S  von  einem  Endpunkte  des  Balkens 
bis  zum  andern  sich  ändert. 
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Bei  dem  ursprünglich  angenommenen  Falle,  in  welchem  nur 
eine  biegende  Kraft  am  freien  Endpunkte  des  Balkens  voraus- 
gesetzt wurde,  führt  die  graphische  Darstellung  der  Biegungs- 
momente zu  der  geraden  Linie 
BPC  (Fig.  9);  denn  man  er- 
hält für  das  Verhältniss  der 
Biegungsmomente  an  den  bei- 
den Stellen  N  und  A  die 
Gleichung : 


0 


®*rM 


Fig.  0. 


»r 


'>;,-; 


B 


+K 


1}    2K,  —  Kl~   l" 


Fig.  10. 


Wenn  gleichzeitig  zwei  vertical  abwärts  gerichtete  biegende 
Kräfte  Kx  und  Kt  auf  den  Balken  wirken,  so  kann  man  die 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  in  der  Weise  aus- 
führen, dass  man  zunächst  für 
jede  der  beiden  Kräfte  einzeln 
genommen  die  graphische  Dar- 
stellung der  Biegragwnomente 
auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
vorigen  Falle  construirt,  und 
nachher  an  jedem  Punkte  der 
horizontalen  Achsenlinie  die 
beiden  Ordinaten  summjrt, 
welche  für  diese  Stelle  in 
jenen  beiden  Figuren  sich  er- 
geben hatten.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  aus  den  beiden 
Figuren  10  und  11  die  Figur  12, 
in  welcher  letzteren  z.  B.-die 
Ordinate  NP  =  3TO  zusam- 
mengesetzt ist  aus  den  beiden 
Stücken: 

2)  NQ  =  Wli=NL  = 
K,xv  (Fig.  10)  und 

3)  QP=m2  =  Nß  = 
K2x,  (Fig.  11). 

Wenn  die  Kraft  K2  vertical  aufwärts  wirkt  (statt  vertical  ab- 
wärts), so  ist  der  Beitrag,  welchen  dieselbe  zu  dem  Biegungsmomente 
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Fig.  13. 


3K  liefert,  eine  negative  Grösse.  Man  würde  dem  entsprechend  für 
diesen  Fall  die  Ordinaten,  welche  die  von  der  Kraft  K%  allein  hervorge- 
brachten Biegungsmomente  darstellen,  sämmtlich  von  der  Horizon- 
talen aus  nach  unten  hin  abzu- 
tragen und  nachher  bei  der  Zu- 
sammensetzung der  beiden  Or- 
dinaten |für  jede  einzelne  Stelle 
die  zweite  von  der  ersten  zu 
subtrahiren  haben  (Fig.  13).  Für 
das  Bieguilgsmoment  an  irgend 
einer  links  von  dem  Angriffs- 
punkte E  gelegenen  Stelle  N 
erhält  man  nach  Fig.  13  die 
Gleichung: 
4)  m  =  Elxl—K2x2.. 
In  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  beiden  Kräfte  Kv  K2  ein 
Kräftepaar  bilden,  wird  das  Biegungsmoment  9)i  an  allen  Stellen 
zwischen  Ä  und  jg  gleich  gross.  Denn  man  erhält  aus  der  obigen 
Gleichung^  indem  man  darin  Kx  =  K2  =  K  und  xl  —  x2  =  a 
setzt,  für  alle  Biegungsmomente  der  Strecke  AE  den  constanten 
Werth: 

5)    Wl  =  Ka, 
welcher    zugleich    das   Moment   jenes   Kräftepaares   bildet.      Die 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente   ergiebt  daher  für 

die   Strecke  AE   eine    hori- 


Pig.  14. 


zontale  Linie  (Fig.  14).  In- 
dem man  das  in  Bezug  auf 
Fig.  12  erklärte  Verfahren 
anwendet  auf  den  Fall,  in 
welchem  mehr  als  zwei  bie- 
gende Kräfte  vorhanden  sind, 
erkennt  man,  dass  die  gra- 
phische Darstellung  der  Bie- 
gungsmomente immer  zu  einer 
gebrochenen  Linie  führt,  und 
dass  die  Anzahl  der  geradlinigen  Stücke,  aus  welchen  diese  ge- 
Erochene  Linie  sich  zusammensetzt,  übereinstimmt  mit  der  Anzahl 
der  biegenden  Kräfte.  Wenn  also  diese  Anzahl  unendlich  gross  und 
zugleich  der  Abstand  zwischen  zwei  benachbarten  Kräften  unendlich 
klein«  wird,  so  geht  die  gebrochene  Linie  über  in  eine  krumme  Linie, 
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Fig.  15. 


Für  eine  stetig  und  gleichförmig  über  die  Länge  des  Balkens 
vertheilte  Belastung  von  der  Grösse  p  pro  Längeneinheit  nimmt 

daher  die  graphische  Dar- 
stellung die  in  Fig.  15  an- 
gegebene Form  an.  Das  Ver- 
hältniss  der  beiden  Biegungs- 
momente an  den  Stellen  N 
und  A  hat  die  Grösse: 


ttttTTTTTTj  ;  i*> 

i — jfr~~i j#  ~j 

L 


Die  krumme  Linie  B PC  ist 
daher  eine  Parabel,  deren 
Scheitelpunkt  mit  dem  Punkte 
B,  und  deren  Achse  mit  der 


durch  diesen  Punkt  gelegten  Verticalen  zusammenfällt. 

Denkt  man  sich  bei  dem  in  Fig.  16  dargestellten  Balken  AB, 
welcher  an  beiden  Endpunkten  unterstützt  und  an  irgend  einer 

Zwischenstelle  C  mit  einem 
Fig.  16.  Gewichte    Q   belastet   ist, 

JfcQfäfc)   den  Theil  u4C  in  eine  feste 
Wand   eingeschlossen,    so 


x&k) 


erkennt  man,  dass  für  den 
Theil  BC  die  graphische 
Darstellung  der  Biegungs- 
momente auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  9  auszuführen 
ist,   nur  mit  dem   Unter- 
schiede, dass  hier  die  Or- 
dinaten  sämmtlich  nach  unten  hin  von   der  Horizontalen  aus  ab- 
zutragen sind.     Für  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  C  erhält 
man  die  Gleichung: 

7)     2»,  =  CD  =  Kx  b  =  Ka, 
welche  nach  Substitution  des  für  K  (oder  K{)  aus  dem  Gesetze 
des  Hebels  sich  ergebenden  Werthes  die  Form  annimmt: 

Indem  man  auf  den  Fall,  in  welchem  der  Balken  mit  zwei 
oder  mehreren  Gewichten  belastet  istv  wiederum  das  in  Bezug 
auf  die  Figuren  10,  11,  12  erklärte  Verfahren  anwendet,   gelangt 
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man  zu  den  Figuren  17  und  18,   in  welcher  letzteren  eine  stetig 
über  die  ganze  Balkenlänge  vertheilte  Belastung  vorausgesetzt  ist. 

Wenn  zugleich  angenommen 
wird,  dass  diese  Belastung 
gleichförmig  über  die  Länge 
AB  vertheilt  ist  und  die  Grösse 
p  pro  Längeneinheit  hat,  so 
ergiebt  sich  für  das  Biegungs- 
moment an  der  im  Abstände  x 
von  der  Mitte  befindlichen  Stelle 
N  die  Gleichung: 

9)    W  =  NP=K(l-x)-  P^l~^\ 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  K  =  pl  die  Form  annimmt: 

Fig.  18. 

KrPl 


PIg.  17. 

i 

!l!!l!|IIll||P"ll'W!,W;TnT 

at 

<i 

10)  ro .Hf-I. 


J l 

Ä" 


X     X      ?-J 


B 


h£ 


Aus  dieser  Gleichung  erhält 
man  für  das  Biegungs- 
moment in  der  Mitte  des 
Balkens,  indem  man  x  =  0 
setzt,  den  Werth: 


?(U) 


11)    2». 


-El 


Für  das  Verhältniss  dieser  beiden  Biegungsmomente  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 

1  '   m0~     iPi2     ~     i2 

welche  zeigt,  dass  die  Curve  BPA  eine  Parabel  ist,  deren  Achse 
mit  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Balkens  gelegten  Verticalen 
zusammenfällt. 

§4. 
Allgemeine  Differenzial -Gleichung  der  elastischen  Linie. 

Die  krumme  Linie,  in  welche  bei  der  Biegung  des  Balkens 
die  vorher  geradlinige  Achse  desselben  übergeht,  wird  die  elastische 

Linie  genannt.  Das  unendlich  kleine  Bogenstück  MN  (Fig.  3) 
dieser  elastischen  Linie  kann  als  ein  Kreisbogen  angesehen  werden, 
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dessen  Mittelpunkt  0  mit  dem  Convergenzpunkte  der  beiden 
Normalen  CD  und  EF  zusammenfällt,  und  dessen  "Halbmesser 
OM  =  p  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  für 
diese  Stelle  bildet.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke 
CGM  und  MNO  in  Fig.  3  ergiebt  sich  die  Proportion: 


1)  CG   ^  MG 

MN  ~  ÖN  " 

Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  ist  das  Verlängerungs- 
Verhältniss  desjenigen  Fasernabschnitts,  dessen  Spannung  (pro 
Quadratmillimeter  des  Querschnitts)  mit  S  bezeichnet  wurde,  also 

O  

(nach  §  1,  Gleichung  1)  gleich  -=.    Wenn   man  ferner  MG  =  w 
und  ON  =  p  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  *«     oder     *  =  *. 

'     E        p  w        p 

Nach   Substitution   dieses  Werthes  nimmt  die  in  §  2  gefundene 
allgemeine  Gleichung  11)  die  Form  an: 

EX 

3)  —  =  2K. 

P 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Krümmungs- Halbmesser  p  dem 
Biegungsmomente  9R    umgekehrt  proportional   ist,   und   dass   an 
den  Stellen,  wo  3)1  =  0  ist,  der  Krümmungs -Halbmesser  p  =  oo 
wird. 

Wenn  mit  9  der  Winkel  bezeichnet  wird,  welchen  die 
elastische  Linie  an  der  Stelle  M ,  deren  Coordinaten  sc,  y  sind, 
mit  der  Horizontalen  einschliesst,  oder  der  Winkel,  welchen  die 
an  dieser  Stelle  errichtete  Normale  MO  mit  der  Verticalen  ein- 
schliesst (Fig.  19),  so  ist  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen 
die  in  den  benachbarten  Punkten  M  und  N  errichteten  beiden 
Normalen  mit  einander  einschliessen,  mit  dy  zu  bezeichnen;  man 
erhält  also  für  das  zu  diesem  Winkel  gehörige  Bogenelement  die 
Gleichung: 

4)  ÜfÄT=pd<p. 

Da  eine  sehr  geringe  Grösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt 
wird,  so  darf  für  den  Winkel  <p  als  einen  sehr  kleinen  Winkel 
die  Tangentenzahl   an   die  Stelle  der  Winkelzahl  gesetzt  werden; 

auch   darf  man   das  Bogenelement  MN  vertauschen  mit  dessen 
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Horizontal  -Projection  MQ  =.  dx. 
alsdann  die  Form  an: 

Fig.  19. 


Die  vorige   Gleichung  nimmt 

5)     dx  =  p  d(tg  <p). 
Für  die  Grösse  tg  cp  ergiebt 
sich     aus     dem    unendlich 
kleinen  rechtwinkeligen  Drei- 
eck MNQ  der  Ausdruck: 


6) 


fc'-Ä' 


folglich  ist  der  Krümmungs- 
Halbmesser  p.  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

T)    dx  =  9  d(&)   oder 

p         dx2 
Wenn  man  diesen  letztere^ 

Werth  für  —  in  Gleichung  3) 

r 

substituirt,    so   erhält  man 
die  folgende  allgemeine  Diffe- 
renzial-Gleichung  der  elastischen  Linie: 


8) 


«&-"■ 


Mit  Hülfe  dieser  allgemeinen  Gleichung  kann  man  die  Form 
der  elastischen  Linie  berechnen,  indem  man  zunächst  für  das 
Biegungsmoment  9K  als  Function  von  x  die  den  speciellen  Fällen 
entsprechenden  Ausdrücke  substituirt,  und  alsdann  durch  zwei- 
malige Integration  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  x 
darstellt. 

§5. 
Berechnung  der  Durchbiegungen. 

Für  den  in  Fig.  20  dargestellten  Fall  des  an  einem  Ende 
horizontal  eingemauerten  und  am  freien  Ende  B  mit  einem  Ge- 
wichte K  belasteten  Balken  hat  man: 

i)  <m  =  K(i  —  x) 
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zu  setzen,  und  indem  man  zugleich  die  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  gefundene  allgemeine  Gleichung  auf  beiden  Seiten 
mit  dx  multiplicirt,  erhält  man  die  Gleichung: 


2)    EZd{^)  =  K{l-x)dx. 


Fig.  20. 


P    Jb£- 


Wenn  man  alsdann  die 
erste  Integration  aus- 
fuhrt und  zugleich  be- 
rücksichtigt,   dass    für 

x  =  0  die  Grösse  -—■ 
___-.  dx 

=  tg  <p    ebenfalls    den 

Werth  Null  annimmt  (da 

an  der  Befestigungsstelle 

A  die   elastische   Linie 

horizontal  gerichtet  ist), 

so  gelangt  man  zu  der 

folgenden  Gleichung: 

welche  man  benutzen  kann,  um  für  jeden  Werth  von  x  den  zu- 
gehörigen Werth  der  Grösse  -~  =  tg  ©  zu  berechnen.    Für  x  =  / 

ax  J 

wird  -p-  =  tg  cd;   es  ergiebt  sich  also  für  diese  letztere  Grösse 

der  Werth: 

KP 


4)    tgo>  = 


2EZ 


Indem  man  die  Gleichung  3)  auf  beiden  Seiten  mit  dx  multi- 
plicirt und  hierauf  die  zweite  Integration  ausführt,  erhält  man  — 
in  gleichzeitiger  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die  Inte- 
gratiöns-Constante  wiederum  gleich  Null  zu  setzen  ist,  insofern 
für  x  =  0  auch  y=aO  wird  —  die  folgende  Gleichung: 

5)    EXy  =  K(±f-^y 

aus  welcher  man  für  jeden  gegebenen  Werth  von  x  den  zuge- 
hörigen Werth  der  Ordinate  y  berechnen  kann.  Für  x  =  l  wird 
y=f;  man  erhält  also  für  die  Senkung  des  Belastungspunktes  B 
den  Werth: 
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6)    /  = 


KP 
3EZ 


Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  durch  die  oben  für  tg  cu 
gefundene  dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


7) 


l    oder    /=-s-Ztg«), 


tg  o>        3 "    "        J        3 
welche  zeigt,  dass  die  Horizontale  des  Befestigungspunktes  A  von 
der  durch  den  Belastungspunkt  B  gelegten  Tangente  geschnitten 

wird  an  einer  Stelle,  welche  im  Abstände  -^  vom  Punkte  A  liegt. 

Die  Gleichung  7)  bietet  zugleich  ein  Mittel,  die  Durchbiegung  /  auf 
indirectem  Wege  zu  messen,  und  zwar  genauer  als  dies  durch  directe  Messung 
geschehen  kann.  Wenn  man  an  dem  freien  Endpunkte  B  einen  Spiegel  be- 
festigt, dessen  Ebene  rechtwinkelig  zu  der  Balken- Achse  gerichtet  ist,  und 
mittelst  eines  auf  diesen  Spiegel  gerichteten  Fernrohrs  das  Bild  eines  in  der 
Biegungsebene  aufgestellten  verticalen  Maassstabes  betrachtet*),  so  kann  man 
auf  diese  Weise  die  Grösse  des  Winkels  u>  mit  grosser  Genauigkeit  beobach- 
ten und  nach  Substitution  des  f (ir  tg  tu  gefundenen  Werthes  alsdann  aus 
Gleichung  7)  die  Grösse  der  Durchbiegung  berechnen. 

Wenn  der  Balken  an  der  Befestigungsstelle  A  nicht  in  hori- 
zontaler Lage,  sondern  in  einer  um  den  sehr  kleinen  Winkel  a 

nach  unten  hin  von  der 
Pig#  **"  Horizontalen      abwei- 

chenden Lage  einge- 
mauert wäre  (Fig.  21), 
so  würde  man  bei  Aus- 
führung der  ersten  In- 
tegration zu  berück- 
sichtigen haben,  dass 
die  Integration8  -  Con- 
staute  in  diesem  Falle 
nicht  gleich  Null,  son- 
dern gleich  E%  tg  a  ist, 

-— ^^  „**«*,**  „v  —  ^.     Statt  Gleichung  3)  würde 
dx 

man  also  für  diesen  Fall  die  folgende  Gleichung  erhalten: 
dy  _  ~/,  x2s 


insofern 


— äL  =  tg  a  wird  für  sc  =  0. 


8)    E% 


^-'('«-tH***' 


und  die   hiernach   auszuführende   zweite   Integration   ergiebt  die 
Gleichung: 


*)  Vergl.  Analytische  Mechanik  §  93. 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik. 


\ 
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9)  EZy  =  K(™  -  ^-)  +  KZ  tg  «  x. 

Aus   diesen   letzteren   beiden   Gleichungen   erhält   man   resp.   für 

tg  u>  und  /  die  Werthe : 

KP 

10)  tgcü  =  g-^-f  tga, 

Kl2 

Setzt  man  hierin  K  =  0,   so   wird  tg  u>  =  tg  a   und  /=  2  tg  a;    setzt 

KP 
man  ein  anderes  Mal  tg  a  —  0,  so  erhält  man  wie   oben  tgo>  =  .-,-,,,*.  und 

/  =  -     ^ .    Jede  der  beiden  Grössen  tg  u>  und  /  setzt  sich  also  zusammen 

aus  den  Beiträgen,  welche  die  beiden  zusammenwirkenden  Ursachen:  nämlich 

erstens  das  Vorhandensein  der 
Pig.  22.  biegenden  Kraft  Ä,  und  zwei- 

tens das  Vorhandensein  der 
schrägen  Einmauerung,  ein- 
zeln genommen  zu  diesen 
Grössen  liefern,  wie  Fig.  22 
beispielsweise  in  Bezug  auf 
die  Grösse /zeigt  Aus  diesem 
Grunde  darf  bei  den  nächst- 
folgenden Fällen  wiederum  die 
horizontale  Einmauerung  vor- 
ausgesetzt werden,  ohne  dass 
die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung dadurch  beeinträch- 
tigt würde,  insofern  man  den 
auf  solche  Weise  gefundenen  Gleichungen  durch  Hinzufugung  der  den  Winkel 
a  enthaltenden  Glieder  jederzeit  leicht  diejenigen  Formen  geben  kann,  in 
welchen  sie  für  den  Fall  der  schrägen  Einmauerung  Gültigkeit  haben. 

Wenn    es    statt   der 
*•**•  23-  einzelnen  KraftiT  ein  am 

freien  Ende  des  Balkens 
wirkendes  Kräftepaar 
vom  Momente  2W  =  Ka 
ist,  welches  die  Biegung 
desselben  hervorbringt, 
so  hat  —  wie  aus  Fig.  14 
zu  ersehen  —  das  Bie- 
gungsmoment in  allen 
Punkten  der  elastischen 
Linie  die  gleiche  Grösse.  Es  ist  daher  bei  dem  in  Fig.  23  darge- 
stellten Falle  das  Biegungsmoment  9Ä  als  eine  von  x  unabhängige 
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Constante  zu  behandeln,  deren  Grösse  in  dem  Momente  des  bie- 
genden Kräftepaares  selbst  gegeben  ist,  und  die  Anwendung  des 
oben  erklärten  Rechnungs- Verfahrens  führt  zu  den  folgenden 
Gleichungen : 

12)     EX  ~ß-  =  m  =  Const, 

14)     EZy  =  —^-, 

aus  welchen  man  nach  Substitution  des  Werthes  x  =  l  resp.  für 
die  Grössen  tg  u>  und/  die  folgenden  Werthe  erhält: 

ÜJ»2 


15)    tgco=M, 


16)    /  = 


2££ 


Nach  §  4  (Gleichung  3)  hat  der  Krümmungs-Halbmesser  der 
elastischen  Linie  in  diesem  Falle  die  überall  gleiche  Grösse: 

EX 


17)    p  = 


m 


Die  elastische  Linie  ist  also  ein  Kreisbogen ,  und  der  in 
Gleichung  15)  gefundene  Winkel  o>  bildet  zugleich  den  Centri- 
winkel  dieses  Kreisbogens. 

Für  den  in  Fig.  24 
dargestellten  Fall  einer 
gleichförmig  über  die 
Länge  des  Balkens  ver- 
teilten Belastung  von 
der  Grösse  p  pro  Längen- 
einheit hat  man: 


Fig.  24. 


*r%"" 


Fall  die  folgenden  Gleichungen: 


iq   «5-«^ 


zu  setzen,   und  es   er- 
geben   sich    für  diesen 


«9  ^-»(t-T  +  t)' 


X 
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(Px 


Ix3 


Ol\       E'<7*  (ix  to        i      x   \ 

21)    EZy^p^ r+24) 


22)     tg  m  = 


__£?! 


ß^S 


23)     /: 


§6. 
Zusammensetzung  der  Durchbiegungen. 

Wie  in  §  3  erklärt  wurde,  kann  man  die  Grösse  des  Biegungs- 
moments SD?  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  den  einzelnen 
(positiven  oder  negativen)  Beiträgen,  welche  die  einzelnen  biegenden 
Kräfte  zu  demselben  liefern.  Auf  gleiche  Weise  setzt  sich  auch 
die  Durchbiegung/  aus  den  Einzelwirkungen  dieser  Kräfte  zu- 
sammen, und  dasselbe  gilt  von  der  Grösse  tg  co,  als  der  Tangente 
des  Neigungswinkels  der  elastischen  Linie  am  freien  Endpunkte 
des  Balkens.  Man  kann  daher  die  Durchbiegung,  welche  mehrere 
gleichzeitig  vorhandene  Belastungen  am  freien  Endpunkte  des 
Balkens  hervorbringen,  in  der  Weise  berechnen,  dass  man  zu- 
nächst die  allgemeine  Gleichung  aufstellt  für  die  Durchbiegung, 
welche  ein  einzelnes  an  beliebiger  Stelle,  z.  B.  im  Abstände  a  von 
der  Befestigungsstelle,  angehängtes  Gewicht  Q  am  Endpunkte  des 
Balkens  hervorbringt,  und  nachher  die  mit  Hülfe  dieser  allge- 
meinen Gleichung  zu  bestimmenden  Beiträge  summirt,  welche  die 
einzelnen  Belastungen  zu  der  ganzen  hervorgebrachten  Senkung 
des  Endpunktes  liefern. 

Für  die  von  dem 
Gewichte  Q  am  Be- 
lastungspunkteitf  selbst 
hervorgebrachte  Sen- 
kung ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  6)  des  vo- 
rigen Paragraphen  der 
in  Fig.  25  angegebene 
Werth  o,  und  für  die 
Grösse  tg  o>  erhält  man 
aus  der  Gleichung  4) 
des  vorigen  Paragra- 
phen, indem  man  darin  Q  statt  K  und  a  statt  l  setzt,  den  Werth: 
Qa2 


Fig.  25. 


i)  tgo>  = 


2  EZ 
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Die  Senkung  des  Endpunktes  B  setzt  sich  aus  den  beiden  Theilen 
o  und  (l  —  a)  tg  o>  zusammen,  hat  also  die  Grösse : 


^   f=3M  +  il-a)2EZ 


Fig.  26. 


Hiernach  ergiebt  sich 
z.  B.  bei  dem  in  Fig.  26 
dargestellten  Falle  für 
die  von  den  beiden  Ge- 
wichten Q,  und  Q2  zu- 
sammen genommen  her- 
vorgebrachte Senkung 
des  Endpunktes  B  die 
Gleichung: 


3> '/ - \M + «  -  •■>  Mi + IM + « -  o  AU  • 

und  für  die  Grösse  tg  m  erhält  man  —  ebenfalls  durch  Summation 
der  von  den  beiden  Belastungen  zu  derselben  gelieferten  Beiträge 
—  den  Werth: 


4)    tgo> 


2EZ  "T"  2EZ 


Dasselbe  Verfahren  kann  man  auch  anwenden  auf  den  Fall, 
in  welchem  die  Anzahl  der  biegenden  Kräfte  unendlich  gross  ist, 
also  z.  B.  auf  den  Fall  einer  stetig  und  gleichförmig  —  entweder 
über  die  ganze  Balkenlänge  oder  über  einen  Theil  derselben  — 
vertheilten  Belastung.  Wenn  mit  p  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit belastet  wird,  so  ist  p  dx  die  Belastung  der  im  Abstände  x 
von  der  Befestigungsstelle  befindlichen  unendlich  kleinen  Strecke 

dx  (Fig.  27).    Für  den  un- 
Fig.  27.  endlich  kleinen  Beitrag  df, 

welchen  dieser  Belastungs- 
theil  zu  der  ganzen  Senkung 
ßf  des  Endpunktes  B  liefert, 
erhält  man  aus  Gleichung  2), 
indem  man  darin  x  statt  a 
und  pdx  statt  Q  setzt,  den 
Werth: 


5^         df-PdX     \X3        I         ff"*)*'}: 

ö)    df~  EZ  I  3  +         2        r 


\ 
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/ 


ir!)|- 


und  wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  xt  und  x2  —  so  erhält  man  für  die  ganze 
durch  die  Belastung  der  Strecke  x2  —  xx  hervorgebrachte  Senkung 
des  Endpunktes  B  (Fig.  28)  die  Gleichung: 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  ganze  Länge  des  Balkens. be- 
lastet ist,  hat  man  xx=0  und  x2  =  l  zu  setzen;  man  erhält 
dann  für  /  den  Werth : 

also  denselben  Werth,  welcher  in  Gleichung  23)  des  vorigen  Para- 
graphen bereits  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Auch  die  Grösse  tgu> 
in  Fig.  28  kann  auf  dem 
Wege  der  Integration 
bestimmt  werden.  Nach 
Gleichung  1)  hat  der 
unendlich  kleine  Beitrag, 
welchen  die  Belastung 
pdx  zu  derselben  liefert, 
die  Grösse: 

)dxx2 

und  man  erhält  durch  Integration  dieses  Ausdrucks  für  den  in 
Fig.  28  dargestellten  Belastungszustand  die  Gleichung: 


Fig.  28. 


Pte-*i) 


8)    dtgo>=^ 


9)      tg<D  = 


_y{x\  —  x\) 


6EX 


welche  nach  Substitution  der  Werthe  xt  =  0  und  x2  =  l  die  Form 
annimmt: 


10)    tga> 


6EZ 


also  denselben  Werth  liefert,  welcher  in  Gleichung  22)  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Das  Princip  der  „Zusammensetzung  der  Durchbiegungen" 
lässt  sich  durch  die  nachfolgende  tabellarische  Zusammenstellung 
der  bisher  gewonnenen  Resultate  veranschaulichen. 
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K 

2K 

pl 

Q 

OL 

tgO) 

KP 
2EX 

EX 

GEX 

Qa* 
2  El 

tga 

/ 

Kl3 
SEX 

2EX 

SEX 

SEX    '   Kl      a)  2EX 

*tga 

In  dieser  Tabelle  sind  die  von  fünf  verschiedenen  Ursachen 
herrührenden  Beiträge  zu  den  Grössen  tg  u>  und  /  zusammen- 
gestellt. Die  mit  der  Ueberschrift  nKu  versehene  Verticalcolumne 
enthält  die  Beiträge,  welche  eine  am  freien  Ende  des  Balkens 
(auf  die  in  Fig.  20  dargestellte  Weise)  wirkende  Kraft  K  resp. 
zu  den  Grössen  tg  <o  und  /  liefert.  In  der  folgenden  ist  durch 
die  Ueberschrift  „9Ktf  angedeutet,  dass  dieselbe  die  Beiträge  ent- 
hält, welche  ein  am  freien  Ende  des  Balkens  wirkendes  Kräfte- 
paar vom  Momente  30?  zu  jenen  Grössen  liefert  (Fig.  23).  Auf 
analoge  Weise  sind  die  Ueberschriften  der  dann  folgenden  zwei 
Verticalcolumnen  zu  deuten,  welche  resp.  auf  die  in  Fig.  24  und 
Fig.  25  dargestellten  Fälle  sich  beziehen.  In  der  letzten  endlich 
ist  durch  die  Ueberschrift  a  angedeutet,  dass  die  von  einer  um 
den  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigten  Lage  des  Balkens 
an  seiner  Befestigungsstelle  herrührenden  Beiträge  in  derselben 
aufzusuchen  sind. 

Denkt  man  sich  die  in  der  Horizontalreihe  neben  nfu  stehen- 
den Ausdrücke  sämmtlich  durch  Pluszeichen  mit  einander  ver- 
bunden, so  erhält  man  die  Senkung  des  Endpunktes  für  den  Fall, 
in  welchem  sämmtliche  fünf  Ursachen  gleichzeitig  vorhanden  sind. 
Auf  analoge  Weise  würde  die  Grösse  tg  o>  für  diesen  Fall  zu  be- 
stimmen sein.  Wenn  die  eine  oder  die  andere  jener  fünf  Ur- 
sachen in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  so  ist  selbstverständlich 
vor  den  betreffenden  Ausdruck  statt  des  Pluszeichens  das  Minus- 
zeichen zu  setzen. 

§7. 
Balken  auf  zwei  Stützen. 

Jede  von  den  beiden  Hälften  des  in  Fig.  29  dargestellten 
Balkens  befindet  sich  genau  in  demselben  Biegungszustande  wie 
der   in  Fig.  30    dargestellte    an    einem    Ende    horizontal    einge- 


v 
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Fig.  30. 


mauerte  Balken.     Denn  die  Anwendung .  der  Gleichgewichts -Be- 
dingungen auf  den  letzteren  ergiebt,  dass  die  von  der  Wand  auf 

den   Balken    übertragenen 
Pi8-  29-  Kraftwirkungen  ein  Kräfte- 

paar bilden  vom  Momente 

3K_=  &-  (vergL  Fig.  18); 

und  wenn  man  sich  den 
Biegungszustand  der  links- 
seitigen Hälfte,  ebenfalls 
auf  diese  Weise  veran- 
schaulicht, so  erkennt  man, 
dass  bei  nachheriger  Zu- 
sammensetzung die  beiden 
Hälften  auf  einander  gegen- 
seitig das  zum  Gleichge- 
wichte erforderliche  Kräfte- 
paar übertragen  werden,  folglich  die  Wände  hinweggenommen  wer- 
den können,  ohne  dass  der  Gleichgewichts -Zustand  gestört  wird. 
Die  Grössen  tg  <o  und  /  sind  daher  zu  berechnen  nach  den 
für  Fig.  30  aus  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  sich  er- 
gebenden Gleichungen: 

_   KP  pP    _    pP 

tgü>—  2EX       6EX~~3EX' 
KP        jpP    _   5    pP 
SEX        24  EX' 

Auf  analoge  Weise  er- 
hält man  für  den  in  Fig.  31 
dargestellten  Fall,  indem 
man  die  Tabelle  des  vo- 
rigen Paragraphen  auf 
Fig.  32  anwendet,  die 
Gleichungen: 

,,  to  -  Kl*     Q«2 


2  EX 
Kl3 
3Et 


*)    f  —  a  iftr 


t  Qa 


Qa»l 


\jW  +  (-l-a)2w\' 
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welche  nach  Substitution  des  Werthes  K=  Q  die  Formen  an- 
nehmen: 

_   Q(l*-a>) 
2EZ       ' 


5) 
6) 


tgo) 


J       EZ 


la2 


Fig.  33. 


7) 


dtgi 


3^6  2 

Setzt  man  in  diesen  Glei- 
chungen x  statt  a  und  pdx 
statt  Q,  so  erhält  man  für 
die  unendlich  kleinen  Bei- 
träge, welche  die  in  Fig.  33 
angegebenen  Belastungen  resp. 
zu  den  Grössen  tg  u>  und  f 
liefern,  die  Gleichungen: 
pdx(l2  —  x*) 


df 


pdx 


2EZ 


6 


2 


Fig-  **•  und  wenn   man   alsdann 

die  Integration  ausführt, 
auf  der*  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  xt 
und  x2,  so  ergeben  sich 
für  den  in  Fig.  34  dar- 
gestellten Belastungszu- 
stand die  Gleichungen: 

_  _p_  a*(x2  —  xt)  _  /x\-x\\\ 

~  EX  I  2  \      6       )\ 

10)    f~~EZ\ 3 +  V — 24      ^  —  6  V 

welche  für  xx  =  0  und  x2  =  l  wiederum  die  in  den  Gleichungen  1) 
und  2)  gefundenen  Werthe  liefern. 

Offenbar  liefert  zu  der  Durchbiegung  in  der  Mitte  des  Balkens 
die  Belastung  der  linksseitigen  Hälfte  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag, wie  die  Belastung  der  rechtsseitigen  Hälfte.  Es  folgt  hieraus, 
dass  diese  Durchbiegung  nur  halb  so  gross  wird,  wenn  die  eine 
von  den  beiden  Belastungshälften  hinweggenommen  wird.  Bei 
dem  in  Fig.  35  dargestellten  unsymmetrisch  belasteten,  Balken 
ist  also: 
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11) 


7       El  \ 


l3  (x-,  -  x.) 


+Pw*)- 


l  (x\  -  x\) 


Fig.  36. 


48      /  12         ) 

Auch  zu  dem  Biegungs- 
momente  in  der  Mitte  liefert  die 
eine  Belastungshälfte  einen  ebenso 
grossen  Beitrag,  wie  die  andere. 
Es  würde  also  z.  B.  in  Fig.  29 
das  Hinwegnehmen  der  einen  Be- 
lastungshälfte zur  Folge  haben, 
dass  das  Biegungsmoment  in  der 

J>(Xf-Xj\  Mitte  auf  den  Werth  \  2R  =  ^~ 

vermindert  wird.    Ebenso  würde 

in  Fig.  31  das  Hinwegnehmen  des  einen  von  den  beiden  Gewichten  Q  bewirken, 

dass  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  den  Werth  \?IR  =  {Q  (l  —  a)  annimmt 

§8. 
Balken  mit  eingemauerten  Enden. 

Denkt  man  sich  an  den  beiden  Enden  des  auf  zwei  Stützen 
ruhenden  Balkens  Kräftepaare  von  gleichen  Momenten  und  entgegeji- 

gesetzten  Drehungsrich- 


Fig.  36. 


tungen  angebracht,  so 
erkennt  man,  dass  durch 
Hinzufugung  dieser 
Kräftepaare  die  Grösse 
des  Neigungswinkels  o>, 
welchen  die  elastische 
Linie  über  jedem  Stütz- 
punkte mit  der  Horizon- 
talen einschliesst ,  eine 
Veränderung  erleiden 
muss,  und  dass  es  für 
die  Momente  jener 
Kräftepaare  eine  be- 
stimmte Grösse  5Ä  geben 
muss,  bei  welcher  der 
Winkel  a>  gleich  Null 
iird  (Fig.  36).  Wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  be- 
findet sich  offenbar  der 
Balken  genau  in  dem- 
selben Biegungszustande,  wie  der  in  Fig.  37  dargestellte  Balken, 
dessen  beide  Enden  in  horizontaler  Lage  eingemauert  sind. 
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Um  die  Grösse  des  Moments  3K  zu  bestimmen,  hat  man  auf 
die  eine  Balkenhälfte  (Fig.  38)  die  Tabelle  des  §  6  anzuwenden 
und  die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  Biegungsursachen 
-ST,  pJ,  9K  zu  der  Grösse  tg  o>  gelieferten  Beiträge  gleich  Null  zu 
setzen.    Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

ki2 p?_  _  mi 

2EZ       QEZ        EZ ' 


1)    0  = 


welche,  für  9W  aufgelöst,  nach  Substitution  des  Werthes  K  =  pl 
die  Form  annimmt: 


2) 


m         3 


Die  Durchbiegung  /  setzt  sich  ebenfalls  zusammen  aus  den 
Beiträgen,  welche  die  obigen  drei  Biegungsursachen  zu  derselben 
liefern,  und  aus  der  Tabelle  des  §  6  ergiebt  sich  für  diese  Durch- 
biegung die  Gleichung: 

plA    _  JKP 
2££' 


KP 
3)    ^=  SEZ~  SEX 


welche  nach  Substitution  der  für  K  und  9W  gefundenen  Werthe 
die  Form  annimmt: 

*}   J       24EZ 

Die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  kann  man 
aus  Fig.  18  in  der  Weise  ableiten,  dass  man  von  den  Ordinaten 

der  Curve  in  jener  Figur 

Flg.  39. 


überall     die    constante 


Grösse   9Ä  = 


Pp 


sub- 


trahirt  (Fig.  39).  Für 
die  Ordinate  im  Ab- 
stände x  von  der  Mitte 
ergiebt  sich  alsdann  die 
allgemeine  Gleichung: 

5)   *«,(*  =  *!) 

3 

aus  welcher  man  für  die  Grössen  M  und  x  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Werthe  erhält: 
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x  = 


M=  + 


0, 


+ 


l 


±h 


-iL. 

6  '  3 

An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment  Null  ist,  sind  die 
Biejjungs-Spannungen  ebenfalls  Null.  Man  könnte  also  an  diesen 
Stellen  den  Balken  durchschneiden  und  eine  (ielenk-  oder  Scharnier- 
Verbindung  einschalten,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  da- 
durch gestört  wird.  Hieraus  folgt,  dass  auch  bei  der  in  Fig.  40 
dargestellten  Unterstützungsweise  die  einzelnen  BalkenstücßeTgenau 
in  denselben  Biegungszuständen  sich  befinden  wie  in  Fig.  37. 

Um  für  den  in  Fig.  41   dargestellten  Belastungszustand  die 
an  der  Befestigungsstelle  B  von  der  Wand  auf  den  Balken  über- 
tragenen Kraftwirkun- 
Fl8#  4L  gen  zu  bestimmen,  hat 

man  sich  den  Biegungs- 
zustand des  Balkens 
zunächst  auf  die  in 
Fig.  42  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  alsdann  die 
Tabelle  des  §  6  auf 
diesen  Fall  in  der  Weise 
anzuwenden,  dass  man 
die  algebraischen  Sum- 
men der  Beiträge, 
welche  die  drei  Bie- 
gungsursachen 2£,  3K,  Q 
resp.  zu  den  Grössen  tg  u>  und  /  liefen!,  eine  jede  für  sich  gleich 
Null  setzt.  Man  erhält  dann  die  beiden  Gleichungen: 
KL2        WIL         Qa2 


5)  0  = 

6)  0  = 


2EX 
KU 


EX 


2  EX 
\  Qa3 


SEX       2EX       L3EX 


d 

-y-  =  n  gesetzt  wird, 


und  wenn  abkürzungsweise  das  Verhältniss  y 

so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  die  beiden  unbe- 
kannten Grössen  K  und  2K  die  Werthe : 

7)  üT=Q(3n2  — 2n3), 

8)  m  =  QL  (n2  -  n3). 
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Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  Grössen  n, 
nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 

n=    0 

K 


K 

ö~5 


QL 


die 


Q 
gft 
QL 


=    0 


=    0 


1 

1 

3 

4 

2 

4 

5 

1 

27 

32 

2 

32 

3 

1 

9 

64 

8 

.      64 

^T  -5-  -7TT  0 


Da  nach  Vertauschung  der  Grösse  n  mit  der  Grösse  1  —  n  die  obigen 
Gleichungen  für  die  Kraftwirkungen ~KX  und  9R,  gelten  würden,  welche  an 
der  Befestigungsstelle  A  von  der  Wand  auf  den  Balken  übertragen  werden, 
so  ist  es  nicht  erforderlich,  für  diese  letzteren  Grössen  besondere  Gleichungen 
aufzustellen. 

Für  das  Biegungsmoment  an  der  Belastungsstelle  C  ergiebt 
sich  aus  Fig.  42  die  Gleichung: 

9)    M  =  K(L  —  a)-2K,  " 

welche  nach  Substitution  der  für  die  Grössen  K  und  90?  gefun- 
denen Werthe  die  Form 
annimmt: 

10)    M  = 
N    2QL(n*  —  2n3  +  n'). 
Nachdem  die  Biegungs- 
momente an  den  drei  Stellen 
-4,  jB,  C  auf  solche  Weise 
berechnet  sind,    kann  die 
graphische  Darstellung  der 
Biegungsmomente  nunmehr  auf  die   in  Fig.  43  angedeutete  Art 
ausgeführt  werden. 

x 
Wenn  -j-  statt  nx  und  pdx  statt  Q  gesetzt  wird,  so  ergeben 

sich  aus  den  beiden  Glei- 

Fig.  44. 

dX 

t 


dx 


pdx 


chungen  7)  und  8)  für 
die  unendlich  kleinen 
Beiträge,  welche  die  in 
IdSR  ^8-  **  angegebene  Be- 
lastungpcfozu  denGrössen 
K  und  2W  liefert,  die 
Werthe: 


11)    dK  =  pdx(3^--2^), 
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i2)  dw=pdxL{~— £y 


und  durch   Integration   dieser   Gleichungen    erhält   man   alsdann 
die  Werthe  von  K  und  50?,  welche  dem  in  Fig.  45  dargestellten 

Belastungszustande  ent- 

Fig.  45. 

K 


sprechen.  Setzt  man  ab- 


i- 


1 


V 


kürzungsweise  —*-  =  «t 

x 
und  -~-  -■==  n2 ,   so  neh- 
men die  Resultate  dieser 
Rechnung  die  folgenden 
Formen  an: 


i3)  ^=pL|(n;-fij)--g-W -»?)(» 

14)     W=pL*\±(nl-n*)-±(n\-n*)l 


Für  w,  =  0  und 
K=  „PL  und  9R  = 
lastungszustand  gefunden  wurden. 

Fig.  46. 


n2  =  1    ergeben    sich    hieraus   wieder    die   Werthe 
j^pL2,  welche  für  den  in  Fig.  36  dargestellten  Be- 


w 


qfotf  pL 


H 


<?(*r^ 


Fig.  47. 


K 

t 


t 


(p+q)L 


Wären  ausser  der  in 
Figur  45  angegebenen 
Strecke  x2  —  xx  noch  an- 
dere Strecken  des  Balkens 
mit  gleichförmig  verteil- 
ten Belastungen  versehen, 
so  würde  man  die  Be- 
stimmung der  Grössen  K 
'und  Wl  durch  Summation 
der  von  diesen  verschie- 
denen Belastungen  zu 
jenen  Grössen  gelieferten 
Beiträge  ausführen  kön- 
nen. So  z.  B.  würde  man 
für  den  in  Fig.  46  dar- 
gestellten Fall,  in  welchem 
das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleich- 


förmig über  seine  ganze  Länge  vertheilte  Belastung  von  der  Grösse 
pL  mit  berücksichtigt  werden  soll,  die  Gleichungen  erhalten: 
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16)     ^  =  -ipL  +  ?L|(»J-»;)-i.(»J-«J){, 

16)    3JJ  =  -^pL*  +  qL>  jl  («|  -  «»)  -  A  (»J  -  »J)j  • 

Dieses  Verfahren  kann  auf  negative  sowohl  als  auf  positive 
Belastungen  angewendet  werden.  Da  das  Hinwegnehmen  einer 
bestimmten  Belastung  auch  aufgefasst  werden  kann  als  das  Hinzu- 
fügen einer  ebenso  grossen  negativen  Belastung,  so  ergeben  sich 
hiernach  für  den  in  Fig.  47  dargestellten  Belastungszustand  die 
Werthe: 

17)  K=\(v  +  q)L-qL^\-n\)-\(n\---n\)\, 

18)  m^^(p  +  q)L^-qL^^(nl-n\)-^(n\-n^ 

§9. 

Yorthellhafteste  Unterstützungsweise  für  den  Balken  anf 
zwei  Stützen. 

Bei  dem  Balken  mit  horizontal  eingemauerten  Enden  liegen 
—  wie  Fig.  39  zeigt  —  die  Stellen,  an  welchen  das  Biegungs- 
moment die  Grösse  Null  hat,  im  Abstände  — -=  von   der  Mitte: 

und  es  ergab  sich  zugleich,  dass  bei  dieser  Unterstützungsweise 
das  Biegungsmoment  an  den  beiden  Enden: 

i)  «-.£■ 

seinem  absoluten   Werthe  nach  gerade  doppelt  so  gross  ist  als 
das  Biegungsmoment  in  der  Mitte: 

2)  *.  =  *£-• 

Wenn  man  sich  den  Biegungszustand  des  Balkens  auf  die  in 
Fig.  40  angedeutete  Art  dadurch  veranschaulicht,  dass  man  sich 
an  jenen  Nullpunkten  den  Balken  durchschnitten  denkt,  so  erkennt 
man  sogleich,  dass  durch  Verlegung  der  beiden  Schnittstellen 
weiter  nach  den  Enden  hin  es  möglich  sein  würde,  einen  solchen 
Biegungszustand  herbeizuführen,  bei  welchem  die  Grösse  93?  als 
das  grössere  der  beiden  grössten  Biegungsmomente  einen  kleineren 
Werth  annimmt.  Da  jedoch  mit  einer  solchen  Verschiebung  der 
Nullpunkte  zugleich  eine  Vergrösserung  des  Biegungsmoments  M9 


Digitized  by  V^iOOQIC 


I- .- --I- 

Is,         *         j     -_j ,t.g 


w 


32  Erster  Abschnitt.    §  9. 

verbunden  ist,  so  ergiebt  sich  ferner,  dass  der  durch  diese  Ver- 
schiebung zu  erreichende  Vortheil  dann  am  grössten  wird,  wenn 
dieselbe  so  gewählt  wird,  dass  die  beiden  Biegungsmomente  3R 
und  M0  einander  gleich  werden. 

Bei  der  in  Fig.  48  angegebenen  Lage  der  beiden  Nullpunkte 
hat  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  des  Mittelstückes,  welches 

als  ein  an  beiden  Enden 
Fig.  48.  frei  aufliegender  Balken 

zu  betrachten  ist  (nach 

§  3,  Gleichung  11),   die 

Grösse : 

3)    *-- £. 

und  das  Biegungsmoment 
an  jeder  von  den  beiden  Einmauerungsstellen  hat  die  Grösse: 

4)    5CT=P^-*)+P('-2)-  =  p(^)- 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Grössen  erhält  man  für 
denjenigen  Werth  von  z,  bei  welchem  die  beiden  Biegungsmomente 
einander  gleich  werden,  die  Gleichung: 

5)  V-*(— *— )  oder  *  =  7T    \ 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  einer  der 
beiden  Gleichungen  3)  und  4)  für  das  nunmehrige  grösste  Bie- 
gungsmoment den  Werth: 

6)    M0  =  W  =  ^- 

Im   Anfange    des    vorigen    Paragraphen    wurde    gezeigt   und 

durch  Fig.  36  erläutert:  wie  man  bei  dem  an  beiden  Enden  frei 

aufliegenden  Balken  durch  Anbringen  von  Kräftepaaren  an  den 

beiden  Enden,  und  durch  allmähliche  Vergrösserung  von  deren 

pP 
Momenten  3Ä  bis  zu  der  Grösse  -^— ,  denjenigen  Biegungszustand 

^_  o 

herbeiführen  kann,  welcher  der  horizontalen  Einmauerung  ent- 
spricht Denkt  man  sich  statt  dessen  jene  allmähliche  Vergrösse- 
rung des  Momentes  2R  nur  so  weit  fortgesetzt,  bis  dasselbe  die 

pP 
Grösse  ~-  erreicht  hat,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  letzteren 

Falle  die  einzelnen  Theile  des  Balkens  genau  in  denselben  Bie- 
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gungszuständen  sich  befinden  würden,  wie  bei  der  in  Fig.  48  dar- 
gestellten Unterstützungsweise.  Man  kann  daher  den  erwähnten 
Vortheil   —   nämlich   die   Verkleinerung   des   grössten    Biegungs- 

—  auch 


mömentes  von  der  Grösse   ^—  bis  auf  die  Grösse  ~- 
^-  4 


dadurch  erreichen,   dass  man  die  beiden  Enden  des  Balkens  in 

schräger  Lage  ein- 
Fig.  49.  "mauert     (Fig.  49), 

und  für  den  Nei- 
gungswinkel a,  um 
welchen  die  Achse 
des  Balkens  an  jeder 
von  den  beiden  Ein- 
mauerungs  -  Stellen 
gegen  die  Horizon- 
tale geneigt  sein 
muss ,  erhält  man 
nach  Fig.  50  mit 
Benutzung  der  Ta- 
belle des  §  6  die 
Gleichung : 


EX 


pl 
4 


-r-  die 


8)    tga  = 


welche  nach  Substitution  der  Werthe  l£=pl  und  3W 
Form  annimmt: 

_     pP 
12EZ' 

Für  die  grösste  Biegungs-Spannung  in  dem  auf  solche  Weise 
unterstützten  Balken  erhält  man  nach  §  2  (Gleichung  12)  den 
Werth: 

pP 


9)    S  = 


w 


X      4 

und  wenn  man  hierin  dem  Buchstaben  S  die  Bedeutung  der 
praktisch  zulässigen  Spannung  pro  Quadratmillimeter  der  Quer- 
schnittsfläche beilegt,  so  kann  man  diese  Gleichung  zur  Berech- 
nung der  Grösse  £,  als  des  Trägheitsmomentes  der  erforderlichen 
Querschnittsfläche  des  Balkens  benutzen.  Nach  Substitution  dieses 
Werthes  nimmt  die  oben  für  tga  gefundene  Gleichung  die  Form  an: 

im    *  1     S      l 

Kitter,  Ingenieur -Mechanik.  3 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  Entfernung  der  am  wei- 
testen von  der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser,  mithin  bei 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Quer- 
schnitte, die  halbe  Höhe  des  Balkens.  Wenn  also  mit  h  die  ganze 
Höhe  und  mit  L  die  ganze  Länge  des  Balkens  zwischen  den 
beiden  Wänden  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Winkel  a  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

1      8     L 


11)     tga  = 


S'E'  h 


Für   Schmiedeisen  würde  £=6Kil.   und   £=20000  zu   setzen   sein. 


Wenn  also  z.  B.  -=-  =  10  ist,  so  wird: 
n 


tga  = 


3      20000 


10  = 


1000 


Denkt  man  sich  den  auf  zwei  Stützen  frei  aufliegenden  Bal- 
ken nach  jeder  Seite  hin  so  weit  über  den  Stützpunkt  hinaus 
verlängert,   dass   wiederum   das  Biegungsmoment  über  dem  Stütz- 


punkte  den  Werth 


annimmt,   so  erkennt  man,   dass  bei  dem 


auf  solche  Weise   unterstützten   Balken   ebenfalls   die   Bedingung 
der  vortheilhaftesten  Unterstützungsweise  erfüllt  ist,  insofern  auch 

hier  wieder  die  ab- 

Fig.  51. 
a 

a-l     I 


J_ 


L«= 


p*M 


soluten  Werthe  der 
Biegungsmomente 
an  den  Stellen,  wo 
dieselben  ihr  Maxi- 
mum erreichen,  ein- 
ander   gleich    sind 
(Fig.  51  und  Fig.  52). 
Die    Länge    a  —  Z, 
um  welche  der  Bal- 
ken  an  jeder  Seite 
über     den     Unter- 
stützungspunkt   hinausragen    muss,    ist   zu    bestimmen    aus    der 
Gleichung : 


Fig.  52. 


12) 


P(g- 


~    4 


oder    a  —  l  =  — ,.—  • 
V2 


Wenn  also  ein  Balken  von  der  gegebenen  Länge  2  a  so  auf 
zwei  Stützen  gelegt  werden  soll,  dass  das  grösste  Biegungsmoment 
den  kleinstmöglichen  Werth  annimmt,  so  müssen  die  Stützpunkte 
im  Abstände: 
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.13)     1  = 


al/2 


0,5858 .  a 


l  +  J/2 
an  beiden  Seiten  von  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  liegen. 

§  10. 
Balken  auf  drei  Stützen. 

Denkt  man  sich  bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten  Balken  die 
eine  Hälfte  AC  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen,  so  erkennt 
man,  dass  die  andere  Hälfte  AB  in  demselben  Biegungszustande 
sich  befindet,  wie  der  an  einem  Ende  horizontal  eingemauerte 
Balken  (Fig.  54),   an  welchem  gleichzeitig  zwei  Biegungsursachen 

wirken,  nämlich  erstens 
der  von  dem  Stützpunkte 
B  auf  den  Balken  über- 
tragene Gegendruck  Jf, 
zweitens  die  gleichförmig 
über  seine  Länge  ver- 
teilte Belastung /?Z.  Die 
von  diesen  beiden  Bie- 
gungsursachen an  dem 
freien  Endpunkte  B  her- 
vorgebrachten Durch- 
biegungen heben  ein- 
ander gegenseitig  auf; 
nach  der  Tabelle  des 
§  6  ist  also: 

oder    K=—pl. 

o 

Für  den  Gegendruck  der  Mittelstütze  A  er'giebt  sich  hiernach  der 
Werth: 

2)    P=2pl  —  2K=~pl. 

Das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  ist  nach  Fig.  54 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


Fig.  54. 


3)     0: 


pP 


2 


; Kl  —  mt     oder 


m%  8 


Für  das  Biegungsmoment  an  der  im  Abstände  z  von  der  End- 
stütze B  befindlichen  Stelle  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die 
Gleichung : 
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4) 


2 


Kz  —  m    oder    2W  = 


pz' 


Derjenige  Werth  von-  z,   für  welchen   die  Grösse  5M 
Null  wird,  ist  demnach  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


—  Kz. 


gleich 


f>)    0 


ps' 


Kz    oder    z  =  2 


K 


2  P 

und  die  Stellen,   an  "welchen  das  Biegungsmoment  seinen  grössten 

negativen  Werth  annimmt,  findet  man  aus  der  Gleichung: 


dm 


K 


6)    0  =  — j—  =  pz  —  K    oder    z  =  —  =  —  l 


dz 


Fig.  55. 


dass   die   einzelnen   Theile   des   Balkens 
zuständen  sich  befinden,  wie  bei  der  in  Fig. 
der  Unterstützung. 

Fig.  57. 
K 


V         8 
Nach  Gleichung  4) 
hat   das   Biegungsmo- 
ment an  diesen  letzte- 
ren Stellen  die  Grösse: 

K2 
7)    3R- 

Die  nach  diesen  Glei- 
chungen in  Fig.  55 
ausgeführte  graphische 
Darstellung  der  Bie- 
gungsmomente zeigt, 
in  denselben  Biegungs- 
56  dargestellten  Art 


2p 
158»* 


Fig.  58 


Um  für  den  in  Fig.  57 
dargestelltenBelastungs- 
zustand  die  Gegendrücke 
der  drei  Stützpunkte  zu 
bestimmen,  hat  man  sich 
den  Biegungszustand  der 
Balkenhälfte  AB  auf  die 
in  Fig.  58  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  die  algebrai- 
sche *  Summe  der  von 
den  beiden  biegenden 
Kräften  Q  und  K  am 
freien  Endpunkte  B  her- 
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vorgebrachten  Durchbiegungen  gleich  Null  zu  setzen.     Aus  der 
Tabelle  des  §  6  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

'  \\    O       [  Qa°  _l_  (1       „\    Qa*  1         Kp 


Wenn  man  abkürzungsweise  das  Verhältniss  -y-  =  n  setzt,  so 
erhält  man  aus  dieser  Gleichung  für  K  den  Werth: 

9)  #=-^-Q(3n2-<). 

Den  Gegendruck  der  Mittelstütze  kann  man  nunmehr  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

10)  P=2Q  —  2K=Q{2  —  3n2  +  n3), 

und  für  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  erhält  man 
nach  Fig.  58  die  Gleichung: 

11)  Wl  =  Qa  —  Kl  =  ±Ql(2n  —  3n2  +  n3). 

Offenbar  liefert  sowohl  zu  der  Grösse  P  als  auch  zu  der 

Grösse  3W  das  eine  von 
den  beiden  Gewichten 
Q  einen  ebenso  grossen 
Beitrag  wie  das  andere. 
Es  wird  daher  das  Hin- 
wegnehmen eines  von 
den  beiden  Gewichten 
Q  zur  Folge  haben, 
dass  der  Gegendruck 
der  Mittelstütze  und  das 
Biegungsmoment  über 
derselben  gerade  halb 
so  gross  werden  wie  bei 
dem  vorigen  Falle.  Für 
den  in  Fig.  59  darge- 
stellten Belastungszu- 
stand ergeben  sich  hier- 
nach die  Gleichungen: 


12)    W  =  ^P  = 

^-Q(2_3n2-fO, 


JSR  =  -±.  Ql  (2n  —  3n2  -f  n3). 
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Wenn  man  sich  durch  die  Mitte  des  Balkens  einen  Schnitt 
gelegt  denkt  und  alsdann  für  die  Kräfte,  welche  auf  die  abge- 
trennte linke  Balkenhälfte  wirken,  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  in  Bezug  auf  die  Mittelstütze  gleich  Null 
setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

14)    0=^+3»,     oder     U=—  ^. 

Nach  Substitution  des  für  3Kt  gefundenen  Ausdrucks  liefert  diese 
Gleichung  für  U  den  Werth : 

/  15)     U=  —  ±Q(2n  —  3n2+n3). 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdrucks,  dass  an  der 
unbelasteten  Seite  der  vertical  aufwärts  gerichtete  Gegendruck  der 
Endstütze  stets  negativ  ist,  dass  also  in  Wirklichkeit  dieser  Gegen- 
druck vertical  abwärts  gerichtet  ist. 

Das  gleiche  Verfahren  auf  die  andere  Balkenhälfte  ange- 
wendet, führt  zu  der  Gleichung: 

16)  0  =  Qa  —  VI  —  3»,     oder: 

17)  V  =  A  Q  (2n  -f-  3n2  -  n3). 

Der  absolute  Werth  des  Biegungsmomentes  an  der  Belastungs- 
stelle kann  hiernach  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

18)  SKa=  V(l  —  a)=  Vl(l—  n). 

Wenn  z.  B.  n  =  -|  ist,  bo  wird  3R,  =i^g  Ql  und  V=  ~Ö,  folg- 
lich nach  Gleichung  18):  3R2  =  VI  (\  -  |-)  =  j~  Ql 

Nachdem  die  beiden  Grössen  3R,  und  2tt2  auf  solche  Weise 
gefunden  sind,  kann  man  die  graphische  Darstellung  der  Biegungs- 
momente nunmehr  auf  die  in  Fig.  60  angegebene  Weise  ausführen, 
und  die  Biegungszustände  in  den  einzelnen  Theilen  des  Balkens 
kann  man  sich  veranschaulichen,  indem  man  sich  den  Balken  auf 
die  in  Fig.  61  angedeutete  Weise  durchschnitten  und  unterstützt 
denkt. 

sc 
Wenn  -y  statt  w,   und  qdx  statt  Q  gesetzt  wird,  so  ergeben 

sich  für  die  unendlich  kleinen  Beiträge,  welche  die  in  Fig.  62 
angegebene  Belastung  zu  den  Gegendrücken  der  drei  Stützpunkte 
liefert,  aus  den  Gleichungen  17),  12),  15)  resp.  die  Werthe: 
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19)  *K-4,*,(2-£  + 8 -£-£), 

20)  ^=-1^(2-8-^-  +  -^), 

21)  dU=-±q*.(2«-3*-+*.y 


dU 


Fig.  62. 


gcfc 


und  wenn  man  diese 
dy  Gleichungen  integrirt, 
auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen 
xx  und  a?2,  so  erhält 
man  für  die  Gegen- 
drücke der  Stützpunkte 
bei  dem  in  Fig.  63  dar- 


gestellten Belastungszustande  die  Werthe: 


*)-  i(^)i< 


24)    ,;=_4,!j(fi^I)_(fl^)  +  4(^)j. 

Wenn    z.  B.   xx  =  -^-/    und    ic2  =  x'  *st>    80   w*r<^:    ^  =  "okff  2'» 

Wären  ausser  der  Strecke  x2  —  x{  noch  andere  Strecken  des 
Balkens  belastet,  so  würde  man  die  von  diesen  Belastungen  zu 
den  Gegendrücken  gelieferten  Beiträge  noch  hinzuzufügen  haben. 
So  z.  B.  würde  man  für  den  in  Fig.  64  dargestellten  Fall,  bei 
welchem  ausser  jener  Belastung  noch  das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilte 
Belastung  mit  berücksichtigt  werden  soll,  durch  Ilinzufügung  der 
aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  entnehmenden  Beiträge  die 
Werthe  erhalten: 

25)  7'  =  -|pZ+F, 

26)  W'  =  ^pl+W, 


27)    U' 


-$pi  +  u, 
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und  für  den  in  Fig.  65  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  Ent- 
lastung der  Strecke  x2  —  xx  als  Hinzufügung  einer  negativen  Be- 
lastung zu  dem  vollbe- 
lasteten Balken  aufgefasst 
werden  kann,  ergeben  sich 
die  Werthe: 

28)  F"  = 

29)  W"  = 
™{p  +  q)l_W, 

30)  *7"  = 
-|(p  +  ?)|_K 

Die  Grössen  P,  W,  U  in 
den  letzteren  sechs  Glei- 
chungen haben  dieselben 
Bedeutungen  wie  in  den 
Gleichungen  22),  23)  und 
24). 

Wenn  man  z.  B.  wie  oben 

( 1  3 

a?if=i-r l  und  x2  =  -t-J  setzt, 

so  erhält  man  resp.  für  die 


in  Fig.  64  und  Fig.  65  dargestellten  Belastungszustande  die  Gegendrücke: 


V'  =  |p«  + 

( 


53 
256 
43 
256 


2*, 


TT' 


TP" 


10    ,    ,      86     , 
10    ,    ,     234    . 


§11. 


F-fn- 


1J_ 

256 
107 


A 


17110   8^+   «6* 


Yortheilhafteste  Unterstätzungsweise  für  den  Balken  auf 
drei  Stützen. 

Wenn  bei  gleichförmig  über  die  Länge  des  Balkens  vertheilter 
Belastung  die  drei  Stützpunkte  desselben  in  gleicher  Höhe  liegen, 
so  haben  —  wie  in  Fig.  55  gezeigt  wurde  —  die  absoluten  Werthe 
der  Biegungsmomente  an  den  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum 
erreichen,  ungleiche  Grössen;  und  zwar  verhält  sich  das  kleinere 
Maximum  zu  dem  grösseren  wie  9  zu  16.  Die  Stellen,  an  welchen 
das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  oder  die  Stellen,  an  welchen 
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man,  ohne  den  Biegungszustand  zu  verändern,  den  Balken  durch- 
schneiden könnte,  liegen  bei  dieser  Unterstützungsweise  an  beiden 

Seiten  im  Abstände  -r-Z  von  der  Mittelstütze. 
4 

Um  die  vorteilhafteste   Lage   der  Stützpunkte   aufzufinden, 
oder  diejenige  Unterstützungsweise,  bei  welcher  das  grösste  Bie- 
gungsmoment möglichst  klein  wird,  hat  man  zunächst  zu  unter- 
suchen:   welche   an- 
Fig-  6e*  dere  Lage  diesen  Null- 

K=VZ  K=P*    punkten  oder  Schnitt- 

|  7- +-  l    -  4        stellen  gegeben  wer- 

I      z     y-     -^  q  -      y    --—  -g    -j g  fon    mü8Ste,     wenn 

*  •  '    ,  a  ^  -;         \jTJ        *       jene    Maximalwerthe 

TWjjfe  ^  der  Biegungsmomente 

2$-%  gleich   gross  werden 

sollen.    Nach  Fig.  66 
hat  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  die  Grösse: 

i)  »1-1W(«_.)  +  £fe^01e=p(«L=^), 

und  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  jedes  der  beiden  Endstücke 
hat  den  absoluten  Werth: 

2)    3»,--^- 


2 


Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  erhält  man  für 
die  Grösse  a  den  Werth: 

3)  a  =  zV~2, 

und  mit  Benutzung  desselben  kann  man  nach  Fig.  66  nunmehr 
die  Grösse  9  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

4)  z  +  z)/~2  =  l    oder    s  = 1—=  =  0,414.?. 

Wenn  die  Lage  der  Schnittstellen  dieser  Bedingung  entspricht, 
so  haben  die  Gegendrücke  der  beiden  Endstützen  ein  jeder  die 
Grösse: 

5)  K=pz  =  0,414.  pJ, 

und  die  absoluten  Werthe  der  Biegungsmomente  haben  an  den 
drei  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum  erreichen,  nunmehr  die 
gemeinschaftliche  Grösse: 

6)  ü»1  =  2ß2  =  0,085  786  Pl\ 
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Auch  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Balken 
auf  drei  Stützen  sind  —  wie  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Para- 
graphen zeigt  —  der  Gegendruck  der  Endstütze  und  ihr  Abstand 
von  dem  Nullpunkte  Grössen,  welche  einander  gegenseitig  be- 
dingen, in  solcher  Weise,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  von  K 
ein  bestimmter  zugehöriger  Werth  von  %  entspricht.  Wenn  also 
bei  dem  continuirlichen  Balken  Fig.  53  durch  irgend  eine  Ver- 
änderung der  Unterstützungsweise  bewirkt  würde,  dass  der  Gegen- 
druck jeder  von  den  beiden  Endstützen  die   Grösse  0,414  pl  — 

3 
statt  -Q-pl  —  annimmt,  so  würden  auch  die  Nullpunkte  diejenige 

o 

Lage  annehmen,  welche  dem  oben  gefundenen  Werthe  z  =  0,414  . 1 
entspricht. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  53  die  Mittelstütze  das  eine  Mal 
so  weit  gehoben,  bis  der  Balken  die  beiden  Endstützen  nicht  mehr 
berührt,  und  das  andere  Mal  so  weit  gesenkt,  bis  der  Balken  die 
Mittelstütze  nicht  mehr  berührt  und  nur  noch  von  den  beiden 
Endstützen  getragen  wird,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Grösse 
K  jeden  beliebigen  zwischen  den  Grenzen  0  und  pl  liegenden 
Werth  annehmen  kann  —  je  nachdem  der  Mittelstütze  eine  höhere 
oder  tiefere  Lage  gegeben  wird.  Man  kann  daher  den  erstrebten 
Vortheil  auch  durch  eine  Senkung  der  Mittelstütze  erreichen, 
pjg  67  indem    man    diese 

K=of4iipl  K^UApl 


Senkung  gerade  so 
weit  vergrössert,  bis 
die  Gegendrücke 
der  Endstützen  die 
Grösse  K = 0,414  pl 
erreicht  haben 

(Fig.  67).  Um  die 
Grösse  der  erforder- 
lichen Senkung  zu 
berechnen,  hat  man 
sich  den  Biegungs- 
zustand der  Balken- 
hälfte AB  auf  die 
in  Fig.  68  darge- 
pi  stellte  Weise  zu  ver- 

anschaulichen   und   die   Tabelle   des  §  6   auf  diesen   Fall   anzu- 
wenden.    Für  die  von   den   beiden  Biegungsursachen  K  und  pl 


K=ö,Mpl 
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hervorgebrachte  Durchbiegung  erhält  man  nach  jener  Tabelle  die 
Gleichung: 

*>   J  —  $EX       SEZ' 
In  dieser  Gleichung  ist  für  K  der  vorgeschriebene  Werth  zu 
substituiren.     Die  vortheilhafteste   Senkung   der  Mittelstütze   hat 
also  die  Grösse: 

*>   f~        3EZ  SEX  -U'U1ÖW  e% 

Wenn  für  den  Balken  diese  Unterstützungsweise  gewählt  wird, 
so  ist  das  grösste  Biegungsmoment  nach  Gleichung  6)  zu  be- 
rechnen; folglich  hat  die  grösste  Biegungs-Spannung  (nach  §  2, 
Gleichung  12)  die  Grösse: 

9)    8  =  -™-.  0,085 786 pl\ 

und  wenn  man  hierin  der  Grösse  S  die  Bedeutung  der  praktisch 
zulässigen  Spannung  (pro  Quadratmillimeter  der  Querschnittsfläche) 
beilegt,  so  kann  man  diese  letztere  Gleichung  zur  Berechnung  der 
Grösse  5£,  als  des  erforderlichen  Trägheitsmomentes  der  Quer- 
schnittsfläche benutzen.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  für  Z 
nimmt  die  oben  für  /  gefundene  Gleichung  die  Form  an : 

10)/=  0,152 37.  4.£. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  Entfernung  der  am 
stärksten  gespannten  Faser  von  der  Neutralen  —  mithin  bei  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Querschnitte 
die  halbe  Höhe  desselben.  Wenn  also  mit  A  die  ganze  Höhe  und 
mit  L  die  ganze  Länge  des  Balkens  bezeichnet  wird,  so  ist  die 
vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstütze  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung : 

11)  /=0,07Ü185.  J-.~. 

Für  Schmiedeisen  würde  5  =  6  Kü.  und  E  =  20  000  zu  setzen  sein. 
Für  einen  schmiedeisernen  Brückenbalken  von  der  Höhe  h=  10000mm  und 
der  Länge  L  =  200  000 mm  hat  also  die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittel- 
stütze die  Grösse: 

f  =  0076185    —  — —     259°°?f  -QUmm 
1       U'U'blö°' 20000  "    10000         yM     • 

Der  durch  solche  Unterstützungsweise  erreichte  Vortheil  besteht  darin:  dass 

das  grösste  Biegungsmoment  im  Yerhältniss  0,125  :  0,086  verkleinert  worden 

ist  (vergl.  §  10,  Gleichung  3,  und  §  11,  Gleichung  6). 
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§  12. 

Balken  auf  Tier  Stützen. 

Das  Biegungsmoment  über  einer  von  den  beiden  Mittelstützen 
hat  nach  Fig.  69  die  Grösse: 


1)3«  = 


K(l  —  a). 


Die  Biegungszustände  der  drei  Abtheilungen  des  Balkens  kann 
man  sich   durch   die  Figuren  70,  71,  72  veranschaulichen.    Aus 

Fig.  69. 


Fig.  72  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6,  indem  man  die 
Durchbiegung  am  freien  Endpunkte  C  nach  derselben  berechnet 
und  die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  Ursachen  a,  K, 
p  (l  —  a)  zu  dieser  Durchbiegung  gelieferten  Beiträge  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung: 


2)    0  =  - 


K(l  —  a)3         p(l  —  a)A 


ZE% 


%EZ 


+  (!>  —  a)  tg  a. 
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Die  Grösse  tga  kann  man  nach  Fig.  70  berechnen.  Denkt 
man  sich  die  linksseitige  Hälfte  dieser  Abtheilung  in  eine  feste 
Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  für  die  rechtsseitige 
Hälfte  die  Grösse  tga  wiederum  nach  der  Tabelle  des  §  6  be- 
rechnet werden  kann,  und  man  erhält  durch  Summation  der  von 
den  drei  auf  die  rechtsseitige  Hälfte  wirkenden  Biegungsursachen 
zu  der  Grösse  tg  a  gelieferten  Beiträge  für  dieselbe  den  Ausdruck : 

ov  pa  •  a2    ___  9Ka  ^    pa3 

6>    tga~     2EZ     ~  EX        6E%' 

Diesen  Ausdruck  hat  man  nach  Substitution  des  oben  für  3W 

gefundenen  Werthes    in    Gleichung  2)    für  tga    zu    substituiren. 

Man  erhält  dann  eine  Gleichung,   aus  welcher  die  Grösse  K  als 

einzige  noch  unbekannte  Grösse  berechnet  werden  kann.    Wenn 

man  in  dieser  Gleichung  abkürzungsweise  das  Verhältniss  -j-  =  n 
setzt,  so  nimmt  dieselbe  für  K  aufgelöst  die  Form  an: 

j  8    I         1-f  7i-2n* 

Für  den  Gegendruck  jeder  von  den  beiden  Mittelstützen  ergiebt 
sich  hiernach  der  Werth: 

6,   r^-i^f-jg^* 

Wenn  z.  B.  die  vier  Stützpunkte  in  gleichen  Abständen  von  einander 
liegen,  so  ist  n=~ö-  zu  setzen,  und  man  erhält  aus  den  letzteren  beiden 
Gleichungen  die  Werthe: 

Die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  kann  für 
die  mittlere  Abtheilung  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  39,  und 
für  jede  von  den  beiden  Seiten-Abtheilungen  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  55  ausgeführt  werden.  Der  allgemeine  Ausdruck  für 
das  Biegungsmoment  an  der  im  Abstände  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  hat,  wenn  die  Stelle  der  mittleren  Abtheilung  an- 
gehört, die  Form: 

6)  Mrr-  P(l~xy  —P(a  —  x)  —  K(l  —  x). 

Wenn  dagegen  die  Stelle  einer  von  den  beiden  Seiten-Abthei- 
lungen angehört,  so  ist  das  Biegungsmoment  zu  bestimmen  aus 
der  Gleichung: 

7)  if.^-'Ll(l^ 
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Die  hiernach  in  Fig.  73  ausgeführte  graphische  Darstellung 
der  Biegungsmomente  zeigt,  dass  für  den  oben  als  Beispiel  ge- 


Fig.  73. 


wählten  Fall:  n  =  -~-  die  absoluten  Werthe  der  Biegungsmomente 

ö 

an  den  fünf  Stellen,   wo  dieselben  ihr  Maximum  erreichen,  sich 
verhalten  wie  16  :  20  :  5  :  20  :  16. 


§  13. 

Vorteilhafteste  Untersttttznngsweise  für  den  Balken  auf 
yier  Stützen. 

Denkt  man  sich  den  Balken  auf  die  in  Fig.  74  angedeutete 
Weise  durchschnitten  und  unterstützt,  so  findet  man  —  auf  die- 
selbe Weise  wie  in  §  11  aus  Fig.  66  sich  ergeben  hatte  —  dass: 

1)    a  =  J5]/2 
sein  muss,  wenn  die  absoluten  Werthe  der  Maximalmomente  ein- 


Pig.  74. 


ff-JK 

t 


P-tpa 


* a- 

?      z 


tpa-P 

■  t 


,-K 


a ¥— -a- 

2         \         Z 


t 


j==- 


2pl 

ander  gleich  sein  sollen.     Wenn  man  in  der  aus  Fig.  74  zu  ent- 
nehmenden Gleichung: 

2)     z  -f  2a  =  l 
den  obigen  Werth  für  a  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  für  z  auf- 
gelöst die  Form  an: 
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3) 


l 


?=  =  0,2612.2. 


1  +  2/2 

Die  absoluten  Werthe  der  Maximalmomente  haben  bei  dieser 
Unterstützungsweise  die  gemeinschaftliche  Grösse: 


4) 


9W  =-£?-  =  0,0341 


pl\ 


und    für   die   Gegendrücke    der   Stützpunkte    ergeben    sich    nach 
Fig.  74  die  Werthe: 

5)     #==?*  =  0,2(512.  pZ, 

f>)  p==2pa  =  0,7388.  pl 
Wenn  man  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen) 
Balken  die  Stützpunkte  so  legt,  dass  die  Nullpunkte  der  Biegungs- 
momente dieselben  Lagen  erhalten  wie  die  Schnittstellen  in  Fig.  74, 
so  werden  auch  die  Maximalmomente  bei  dem  continuirlichen 
Balken  dieselben  Werthe  annehmen  wie  bei  dem  durchschnittenen 
Balken.  Um  also  für  den  continuirlichen  Balken  die  vortheil- 
hafteste Unterstützungsweise  herzustellen,  hat  man  die  Horizontal- 
Abstände  der  Stützpunkte  so  zu  wählen,  wie  oben  in  Bezug  auf 
Fig.  74  gefunden  wurde,  und  alsdann  die  Mittelstützen  so  weit 
zu  senken,  dass  die  Gegendrücke  der  Stützpunkte  ebenfalls  die 
oben  (in  den  Gleichungen  5  und  6)  gefundenen  Werthe  annehmen 
(Fig.  75). 

Fig.  75. 
KP  PK 


Zur  Berechnung  dieser  vorteilhaftesten  Senkung  der  Mittel- 
stützen kann  man  die  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
nutzen, indem  man  darin  auf  der  linken  Seite  die  Grösse  rfu  an 
die  Stelle  von  Null  setzt  und  für  tg  a  den  Werth  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  substituirt.   Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

welche  nach  Substitution  der  oben  für  die  Grössen  a,  if,  3Ä  ge- 
fundenen Ausdrücke  den  Werth  liefert: 
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8)  /«=  0,004  712. -jj. 

Wenn  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  ist,   so  hat» 
das   grösste   Biegungsmoment    den    in   Gleichung  4)   angegebenen 
Werth;   also   ist   das   Trägheitsmoment   des   erforderlichen  Quer- 
schnitts zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

9)  —  X  =  0,0341 .  Pl\ 

in  welcher  S  die  praktisch  zulässige  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter) und  w  =  —  h  die  halbe  Höhe  des  (symmetrisch  vor- 
ausgesetzten) Querschnitts  bedeutet.  Nach  Substitution  des  hieraus 
für  die  Grösse  %  sich  ergebenden  Werthes  nimmt  die  oben  für  / 
gefundene  Gleichung  die  Form  an: 

10)  /  =  0,2764.  -§.y. 

Für  einen  schmiedeisernen  Brückenträger  würde  E  =  20000  und 
S  =  6  Kil.  zu  setzen  sein.  Wenn  also  z.  B.  die  Länge  21  =  300  000 mm,  und 
die  Höhe  Ä  =  10000mm  ist,  so  hat  die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittel- 
stützen die  Grösse: 

f_  0  9764      - 150  0002  IQßmmfl 

/  -  <V7b4  .  200()0  .     10(X)()     -  lob     ,b. 

Man  erhält  ferner  aus  den  Gleichungen  3)  und  1)  resp.  für  die  Grössen 

z  und  a  die  Werthe:  

z  =  39180mm  und  a  =  39180  .  V  2  =  55410mm. 
Es  musB  also  der  Mittelöffnung  die  Grösse  2  a  =  110  820 mm,  und  jeder  von 
den  beiden  Seitenöffnungen  die  Grösse  l  —  a  =  £4590n,m  gegeben  werden. 


§  14. 
Balken  auf  fünf  Stützen. 

Für  die  vortheilhafteste  Lage  der  Schnittstellen  (oder  Null- 
punkte der  Biegungsmomente)  erhält  man  nach  Fig.  76  die  Glei- 
chungen : 


f 


Pig.  76. 


t 


%    i     z 


l-a 


1)    z  +  SzV2  =1    oder    z  = 


1+3/2 


=  0,19074./, 
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2)  a  =  2z  VI  =  0,5395./. 

Bei  dieser  Lage  der  Schnittstellen  ergeben  sich  für  die  Gegen- 
drücke der  Stützpunkte  die  Werthe : 

3)  K  =Pz  =  0,190  74.  pl, 

4)  P=pa  =  0,5395.  pl, 

und   die    Maxima    der    absoluten   Werthe    der    Biegungsmomente 
haben  die  gemeinschaftliche  Grösse: 

5)  3»  =  ^-  =  0,018 19  .  pl\ 

Um  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Balken 
den  gleichen  Biegungszustand  herzustellen,  hat  man  die  Horizon- 
tal-Abstände    der 
Stützpunkte  so  zu 
wählen,   wie  oben 
in  Bezug  auf  Fig.  76 
gefunden     wurde, 
und    alsdann    die 
Mittelstützen      so 
weit    zu    senken, 
dass    die    Druck- 
vertheilung  auf  die 
Stützen    ebenfalls 
dieselbe  wird  wie 
in    Fig.  76.      Die 
hierzu      erforder- 
lichen   Senkungen 
der    Mittelstützen 
kann    man    nach 
Fig.  77  berechnen, 
indem    man    sich* 
die       Biegungszu- 
stande der  beiden 
Abtheilungen    auf 
die  in  Fig.  78  und 
Fig.  79  angedeutete 


Flg.  79. 


/KM 


Weise  veranschaulicht.  Für  die  Durchbiegung  /  und  die  Grösse 
tg  a  erhält  man  aus  Fig.  78  (nach  der  Tabelle  des  §  6)  die 
Gleichungen : 


K 1 1 1  e  r ,  Ingenieur  -  Mechanik. 
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(lp«)«' 


6)    /  = 


pV    _  Ma2 

SEI  HEZ        2EZ' 

7)    l«a-"     2E%  GEX        Et' 

welche  nach  Substitution  der  oben  für  die  Grössen  o  und  SD?  ge- 
fundenen Werthe  die  Formen  annehmen: 

8)   /  =  0,0008825  .  ]».-,  9)    tg«  =  0,00327  .^~.' 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  die  Grösse  *  nach  Fig.  79 
berechnen.  Die  Anwendung  der  Tabelle  des  §  6  führt  zunächst 
zu  der  Gleichung: 

,„  K(l  —  aY        p(l-a)A    ... 

10>  °=  sex  --gWL+(|-a)tga' 

und  nach  Substitution  der  für  die  Grössen  Ä,  a,  tga  gefundenen 
Ausdrücke  erhält  man  für  die  Höhendifferenz  s  den  'Werth : 

11)  8  =  0,002 094. -|^7- 

Da  bei  dieser  Unterstützungsweise  das  grösste  Biegungs- 
moment den  in  Gleichung  5)  angegebenen  Werth  annimmt,  so 
kann  das  Trägheitsmoment  der  erforderlichen  Querschnittsfläche 
berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

12)  -^-  X  =  0,018  19  pl\ 

und  nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  die  Grösse  % 
zu  entnehmenden  Werthes   erhält   man   aus   den  Gleichungen  8). 
und  11)  für  die  vorteilhaftesten  Senkungen  /  und  *  die  Werthe: 

13)  /=  0,097 027.4.x' 

14)  .  =  0f23086.~.-jp 

Für  einen  schmiedeiseraen  Brückenträger  von  der  Länge  21  =  400000mm 
und  der  Höhe  h  =  100öOmm  würde  man  S=  6  KU.  und  E  =  20  000  zu  setzen 
haben;  man  erhält  dann  die  Werthe: 

/  =  116mm,4    und    s  =  276m'n,3. 
Es  ergeben  sich  ferner  nach  Gleichung  2)  für  die  erforderlichen  Horizontal- 
»bstände  der  Stützen  die  Werthe:  a  =  107 900,nm,  l  —  a  =  92  100mm. 
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§  15. 
Allgemeine  Theorie  des  Balkens  auf  N  Stützen.*) 

Wenn  man  bei  dem  in  Fig.  80  dargestellten  Balken  an  irgend 
einer  Stelle  innerhalb  der  rc-ten  Abtheilung  einen  Verticalschnitt 
durch  den  Balken  hindurch  legte,  so  würde  man,  um  das  Gleich- 
gewicht  wieder   herzustellen,    bei    jedem   der   beiden   durch   den 


Pk%-i 


Fig.  81. 
V+dV 


fit  ÄS  p]in 

Schnitt  getrennten  Balkentheile  an  der  Schnittstelle  irgend  ein 
Kräftepaar  vom  Momente  2R  und  irgend  eine  Verticalkraft  von 
der  Grösse  V  hinzufügen  müssen.  Das  Moment  3H  wird  das 
Biegungsmoment  und  die  Kraft  V  wird  die  verticale  Abscheerungs- 
kraft  (oder  auch  kurzweg  die  Verticalkraft)  für  die  betreffende 
Stelle  genannt. 

Die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  beiden  Grössen  V 
und  ÜK  stattfinden,  können  aus  der  Fig.  81  entnommen  werden, 
welche  den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen 
zwei  benachbarten  Verticalschnitten  befind- 
lichen Balkenstückes  von  der  unendlich  kleinen 
Länge  dx  veranschaulicht.  Wenn  man  die 
algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  dieses  Stück  wirkenden  Kräfte 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  J  gleich  Null 
setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  (SR  -M«)  —  BR  —  Vdx  —  -g-p„«*Ba, 

welcher    man    nach  Weglassung    des    letzten 
v  Gliedes   (als   einer  unendlich  kleinen  Grösse 

zweiter  Ordnung)  auch  die  Form  geben  kann: 

*)  Nach  Mohr' s  „Beiträgen  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Construc- 
tionen"  (Zeitschrift  des  Architecten-  und  Ingenieur-Vereins  für  das  Königreich 
Hannover,  Jahrgang  1860). 

4* 


Ml 


y; 


■kW*dM 


# 
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1) 


d<$l 
dx 


=  V 


und  wenn   man   ein  anderes   Mal    die   algebraische   Summe   der 
Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Q  =  (V+dV)  —  V—  pndx,    oder: 

dV__      _  d23» 
dx   -P»-    <&- 


2) 


Fig.  82. 


Die  Verticalkraft  V  ist  eine  Grösse,   welche   innerhalb  der 
zwischen  zwei  benachbarten  Stützpunkten  liegenden  Strecke  stetig 
sich  ändert.    An  jedem  Stützpunkte  selbst  aber  ändert  sich  die- 
N  selbe  sprungweise  um  eine  Grösse,  welche  gleich  dem  Gegendrucke 
dieses  Stützpunktes  ist.     Wenn  allgemein  mit 
A   der  Werth    bezeichnet   wird,    welchen    die 
Grösse  V  unmittelbar  links  neben  einem  Stütz- 
punkte annimmt,  und  mit  B  der  Werth,   wel- 
chen  dieselbe    unmittelbar   rechts    neben   dem 
Stützpunkte  annimmt,  so  ist  nach  der  Fig.  82, 
welche  den  Gleichgewichtszustand  des  über  dem 
n-ten  Stützpunkte  liegenden  unendlich  kleinen 
Balkenstücks  veranschaulicht,  der  Gegendruck 
dieses    Stützpunktes    zu    bestimmen    aus    der 


Gleichung: 


rf  ifi  *&/<&i  y 


tu-,,. 


Zur  Berechnung  der  Grössen  A  und^B  kann  man  die  Fig.  83 
benutzen,  in  welcher  die  auf  das  zwischen  dem  n-ten  und  dem 

n  -\- 1  -ten  Stütz- 
w*88-  4...         punkte      befind- 

liche Balkenstück 
wirkenden  Kräfte 
angegeben  sind; 
Wenn  man  die  al- 
gebraische Sum- 
me der  statischen 
Momente  sämmt- 
licher  Kräfte 
gleich  Null  setzt 
und  den  linksseitigen  Endpunkt  des  Balkenstücks  dabei  als  Dreh- 
punkt wählt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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0  =  9»n+1  —  3»„  +  ±pJl  —  A^ih     oder: 

,.  A    _  sro-H  -  a»„     p.«. 

4)    An+l ^ +  -g— 

Die  Grösse  -Bn  kann  nunmehr  bestimmt  werden  aus  der 
Gleichung  der  Verticalkräfte : 

0  =  Bn-{-pnlu  —  -dn+l, 

welche  für  Bn  aufgelöst  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  An+X 
gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

e*        n     _  3ßn+l  -  3»u  Pnln 

ö)     Bn-  ^  g-. 

Wenn  man  das  in  Fig.  83  dargestellte  Balkenstück  als  einen 
an  beiden  Enden  eingemauerten  Balken  betrachtet,  und  auf  die 
Berechnung  der  Durchbiegung  desselben  das  in  §8  erklärte  Ver- 
fahren anwendet,  so  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6  die 
Gleichungen: 

tg«I1+1  =  tg«„  +QEX+  -m Pf' 

yn+1  -  yn  =  *„  tga„  +  g^  +  -^^ g^^-, 

welchen  man  nach  Substitution  des  in  Gleichung  4)  für  die  Grösse 
An+i  gefundenen  Werthes  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann : 

6)  EZ  (tga11+1  -  tgOtn)  =  yOWn+l  +  »*„)  t  -    j^Pntf  , 

7)  E%  (yn+1  -  y„  -  UgO  =  -J  (9»n+1  +  22Hu)tf  -  -^pX 

Die  letztere  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
in  derselben  der  Index  vnu  überall  um  „Eins"  erhöht  wird,  und 
geht  dann  in  die  folgende  über: 

8)     EX  (#n+2  —  J/u+1  —  Jn+1  tg  au+i) 

Wenn  n^an  von  den  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  die  erstere 
durch  Zn,  die  letztere  durch  Zn+i  dividirt,  und  alsdann  die  letztere 
von  der  ersteren  subtrahirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welcher 
man  die  folgende  Form  geben  kann: 
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9)    EX  (tg  «„+,  -  tg  O  =  EZ  | &ä^*'-  -  (^f^  )i 

-  -  ew„+,  +  2a)en+1)  ^'ti + (wtt+i  +  2  a»„)  -|  +  -p-Hf +1  -  p2f  • 

Die  Gleichsetzung  der  beiden  in  den  Gleichungen  6)  und  9) 
für  die  Grösse  EX  (tg  au+i  —  tg  a„)  gefundenen  Werthe  führt  end- 
lich zu  der  Gleichung: 

yf  10)    mja  +  2SKn+i  (ln  +  Zü+1)  +  2K„+*Z„+i 

Wenn  man  diese  Gleichung  durch  In  dividirt  und  alsdann 
abkürzungsweise : 

11)     — zr—  (yn+i  —  #.)  =  «„,  12)    -^  =  mnH 

setzt,  so  erhält  man  die  folgende  allgemeine  Gleichung   für  die 
Biegungsmomente  an  drei  auf  einander  folgenden  Stützpunkten: 

13)    9RB  +  23Kn+i  (1  +  ttio+0  +  3KI1+2mn+1 

72    f  1 

A  ^  A  <y  A        =   --£-  <pn  —    Mn  -f.  nin+l  (j>n+i  +  «n+l)[  ' 

11    i      JJ  ■        '  f  ff  u\iiJi»'4n>i :V. 


t/S/*'**    -   *  '^ 


z 


--  T  _  *  '_, 

4  •/,/ 


Balken  auf  zehn  Stützen. 


Wenn  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  vorigen  Para- 
graphen die  folgenden  Werthe  substituirt: 

Pi  =  Vi  =  P>  =  ■  ■  ■  =  l>, 
«,=«,««,-=...=  0, 
I,  =  l2  =  l3  =  .  .  .  =  l, 
m2  =  m3  =  m4  =  .  .  .  =  1, 

so  gelten  jene  Gleichungen  nunmehr  für  einen  Balken,  dessen 
Belastung  gleichförmig  über  die  ganze  Länge  desselben  vertheilt 
ist,  und  dessen  Stützpunkte  sämnitlich  in  einer  und  derselben 
Horizontalen  liegend  die  ganze  Länge  des  Balkens  in  Abtheilungen 
von  gleicher  Länge  zerlegen.  Die  Gleichungen  13),  4),  5),  3) 
nehmen  für  diesen  speciellen  Fall  die  folgenden  Formen  an: 
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i)  a»„  +  4a»^.,  +  a»^  =  -^-.' 
3)  i*n   = -f *_, 

4)  ÜT„     =^n-5n. 

•  Mittelst  der  ersten  dieser  vier  Gleichungen  kann  man  die 
Biegungsmomente  über  den  Stützpunkten  berechnen.  Wenn  man 
nämlich  in  dieser  Gleichung  für  den  Index  „nu  der  Reihe  nach 
die  Werthe  1,  2,  3 . . .  substituirt  —  und  zugleich  berücksichtigt, 
dass  das  Biegungsmoment  am  Endpunkte  des  frei  aufliegenden 
Balkens  immer  gleich  Null  ist  —  so  erhält  man  zunächst  die 
Gleichungen  : 

5)  0    +4Ü»2  +  üß,=  pl* 


2 

6)    üß2  +  4aWs  +  2ß4  =  -^ 


7)    2ß3  +  42R4-}-SR! 


_  pl 


2 


2 

2 


8)  s»4+4a»,  +  a».  =  -£? 


Diese  Gleichungen  kann  man  benutzen,  um  die  unbekannten 
Grössen  2J?3,  3ft4  . .  .  sämmtlich  durch  die  eine  unbekannte  Grösse 
30? 2  auszudrücken.  Indem  man  die  erste  für  2J?3  auflöst,  den 
gefundenen  Werth  in  die  zweite-  einsetzt,  um  2Ä4  daraus  zu  be- 
rechnen, und  auf  diese  Weise  fortfährt,  gelangt  man  der  Reihe 
nach  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

9)    SR,  =  -££-- 4SR,, 

10)  2ß4  =  --|^+152ß2, 

11)  ÜR5  =  6pZ2  -562R2, 

12)  3R6  =-  —  22pl2  -f  2092tt2  .... 

Die  Biegungsmomente  über  zwei  Stützpunkten,  welche  gleich 
weit  von  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  sind,  haben  gleiche 
Grössen.  Für  den  Balken  auf  zehn  Stützen  kann  man  daher  die 
Grösse  3R4  nunmehr  berechnen,  indem  man  die  Werthe  von  2B5 
und  2K6  einander  gleichsetzt,  also  aus  der  Gleichung: 
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6pl*  —  56SK2  =  -  22pl*  +  2092R,     oder 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  übrigen  Biegungsmomente  aus 
den  Gleichungen  9),  10),  11)  die  Werthe: 

J.1                                        4^  44 

14)    a»3  =  -5^^      15)  ».-säö!*.  16)   »."BJöPP. 

und  wenn  die  Grösse  -I— -  als  Einheit  betrachtet  wird,  so  stellen 

die  in  Fig.  84  angegebenen  Zahlen  die  Biegungsmomente  über  den 
zehn  Stützpunkten  dar. 

Fig.  84. 
0  56  41  45  44        j       44  45  41  56  0 

{ — i — i — 5 — ryi — r — i — f — & 

Um  die  Gegendrücke  der  Stützpunkte  zu  berechnen,  hat  man 
in  den  Gleichungen  2),  3),  4)  für  den  Index  „nu  der  Reihe  nach 
die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  zu  substituiren  und  dabei  zu  berück- 
sichtigen, dass  die  Grösse  A{  als  Verticalkraft  links  neben  der 


Fig.  85. 
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ersten  Stütze  jedenfalls  gleich  Null  ist.  Mit  Benutzung  des  für 
2RS  gefundenen  Werthes  erhält  man  demnach  zur  Bestimmung 
der  Grösse  Kx  die  Gleichungen: 

D         3K2  — 0         pl  209    , 

ß'  =  -^ -2-  =  --53<)P*' 

*■«<>-*. -X* 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse 
K2  die  folgenden  Gleichungen: 

_J0^-O    ,   i>/_321 

^2  -         J         +   2  _  53ÖP'' 

n       3»»  — g».       P*  280w 

-02-  l  2"~_530pt' 

„        321    .   .    280    .       601    . 

^^-530^+530^^530^ 
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und  findet  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens   die  in  Fig.  85 

pl 
zusammengestellten  Zahlen,  welche  mit  dem  Factor  -^~  multi- 

plicirt  die  wirklichen  Gegendrücke    der    zehn   Stützpunkte    dar- 
stellen. 

§  17. 

Vierfach  unterstützter  Balken  mit  drei  Einzelgewichten 

belastet 

Man  kann  den  in  Fig.  86  dargestellten  Balken,  welcher  in 
Wirklichkeit  nur  an  vier  Punkten  unterstützt  ist,  auch  als  Balken 
auf  sieben  Stützen  betrachten ,  indem  man  zu  den  Stützpunkten 


Fig.  86. 


£ 


* 


& 


Q 


Q 


Q 


auch  die  drei  Belastungspunkte  zählt  und  die  drei  Gewichte  Q 
als  negative  Gegendrücke  derselben  behandelt.  Um  die  allge- 
meinen Gleichungen  des  §  15  auf  den  vorliegenden  Fall  anzu- 
wenden, hat  man  die  Werthe: 


Pi  =  P2  = 


.  =0, 
.  =1 


in  denselben  zu  substituiren.  Die  Gleichung  13)  des  §  15  nimmt 
alsdann  die  folgende  Form  an:     t 

3»„  +  43Rn+1  -f  ü»n+2  =  -^  («n+1  -  tiB), 

und  wenn  man  in  derselben  für  den  Index  „na  der  Reihe  nach 
die  Zahlen  1,  2,  3  substituirt,  so  erhält  man  —  in  Berücksich- 
tigung des  Umstandes,  dass  SDf21  =  0  und  dass  3R&  =  9R3  ist  — 
die  drei  Gleichungen: 
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0  +  43R,  +  SR,  =  £  («,-«,), 

a»2  +  4a»3  +  a»4=-J(«3-«2), 
ü»3  +  4aK4  +  a»3  =  ^(«4-«3). 

Nach  Gleichung  11)  des  §  15  enthält  der  Ausdruck  für  ul 
die  Höhendifferenz  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Stützpunkte 
als  Factor;  ebenso  der  Ausdruck  für  u2  die  Höhendifferenz  zwischen 
dem  zweiten  und  dritten  Stützpunkte.  Da  die  beiden  Stützpunkte 
1  und  3  in  gleicher  Höhe  liegen,  so  ist  u2  =  —  ut  zu  setzen. 
Aus  demselben  Grunde'  ist  uA  =  —  u3  zu  setzen,  und  man  erhält 
nach  Ausführung  dieser  Substitutionen  die  folgenden  drei  Glei- 
chungen: 

i)  4a»,  +  a»,  =  -4-«,. 

2)  3K2+43»3  +  2»4  =  +-£  («,+«,), 

3)  22»3  +  43R4  =  -|-.«3. 

Wenn  man  die  aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  resp.  für  die 
Grössen  ut  und  u3  zu  entnehmenden  Werthe  in  Gleichung  2)  sub- 
stituirt,  so  nimmt  diese  letztere  auf  Null  reducirt  die  Form  an: 

4)  62ß2-hll2K3  +  62K4==0. 

Die  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Grössen  9W2 ,  3K3 , 
2R4  noöh  fehlenden  zwei  Gleichungen  erhält  man  aus  den  allge- 
meinen Gleichungen  3),  4),  5)  des  §  15,  indem  man  zunächst  die 
Ausdrücke  für  K2  und  KA  aus  denselben  ableitet  und  alsdann 
jeden  dieser  beiden  Ausdrücke  gleich  „ —  Qtt  setzt.  Man  gelangt 
dabei  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

A  -   2»*-°,  A   -  8»,-a»,, 

2  l *   1 

a»,  -  a»f         R  _  a»3-.3»4 

23»,  — 3»,  „  _  23»4— 23», 

l  '  &t~  l       '    ' 

5)  23Ä2  —  3»,  =  —  Ql, 

6)  23H4  —  23R3  =  —  Ql. 
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Aus  den  drei  Gleichungen  4),  5),  6)  ergeben  sich  nunmehr 
für  jene  drei  Biegungsmomeote  die  Werthe: 

4 


m2  =  --^Ql,     Wl3  =  +  ~Ql,     3»4-= 


20 


CR 


Wenn  man  ferner -aus  den  allgemeinen  Gleichungen  3),  4),  5) 
des  §  15  die  Ausdrücke  für  Kl  und  K3  ableitet,  so  gelangt  man 
dabei  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


4,  =  0, 


B. 


*■  = 


28,-0 

l 
SR, 


an,  -  aw 
A'—       i      ' 

2m3  -  aw,  -  a»4 
i 


k, 


i  •       -' 

und  nach  Substitution  der  oben  für  die  drei  Biegungsmomente 


Fig.  87. 


u 


20  H 


& 


q  q  a 

gefundenen  Ausdrücke   erhält  man  hierauf  für  die  Gegendrücke 
der  Stützpunkte  die  ii^Fig.  87  angegebenen  Werthe. 

§  18. 
Balken  mit  discontinuirlich  vertheilter  Belastung. 

Bei  Ableitung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  wurde 
zwar  vorausgesetzt,  dass  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Stützpunkten  die  Belastung  gleichförmig  längs  der  betreffenden 
Balkenstrecke  vertheilt  war.  Man  kann  jedoch  jene  Gleichungen 
auch  auf  den  Fall  noch  anwenden,  in  welchem  eine  solche  Strecke 
aus  mehreren  Theilen  besteht,  deren  Belastungen  pro  Längen- 
einheit ungleiche  Grössen  haben.  Für  diesen  Fall  hat  man  die 
Grenzpunkte  der  gleichförmig  belasteten  Strecken  (oder  die  Dis- 
continuitätspunkte,  in  welchen  die  Belastung  pro  Längeneinheit 
sprungweise  aus  einem  kleineren  in  einen  grösseren  Werth  über- 
geht) mit  zu  den  Stützpunkten  zu  zählen  und  die  Gegendrücke 
dieser  fingirten  Stützpunkte  nachher  gleich  Null  zu  setzen. 
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So  z.  B.  würde  man  für  den  in  Fig.  88  dargestellten  Balken 
—  obgleich  derselbe  in  Wirklichkeit  nur  drei  Stützpunkte  hat  — 
als  einen  Balken  auf  vier  Stützen  zu  behandeln  haben,  und  in 

Fig.  88. 


ß*  V}  P} 

den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15   würden  für  diesen  Fall 
die  folgenden  Werthe'  zu  substituiren  sein  : 

Zj  =  l2  =  la  =  Z,       m2  =  wi3  =  1, 
«2  =  —  ux     und    u3  =  0. 
Man  erhält  dann  nach  Gleichung  13)  des  §  15,  indem  man 
darin  ein  Mal  n  =  1  und  ein  anderes  Mal  n  =  2  setzt,  die  beiden 
Gleichungen :  _a 

1)    0  +  42»2  +  a»3  =  4-(p1+p2-2tO, 


2)    sj,i2+4aB3+o  = 


"4  (P2+P3+*0- 

Indem  man  jede  dieser  beiden  Gleichungen  für  die  Grösse 
ux  auflöst  und  die  beiden  auf  solche  Weise  gefundenen  Ausdrücke 
alsdann  einander  gleich  setzt,  gelangt  man  ferner  zu  der  Gleichung: 
3)    242»2  +  36aR3  =  (Pt+3p2  +  2p3)Z2. 

Um  die  zur  Berechnung  der  beiden  Grössen  2ß2  und  2R3 
noch  erforderliche  zweite  Gleichung  zu  erhalten,  hat  man  nach 
den  allgemeinen  Gleichungen  3),  4),  5)  des  §  15  den  Ausdruck 
für  die  Grösse  K%  zu  bilden  und  diesen  Ausdruck  dann  gleich  Null 
zu  setzen.  Die  Ausführung  dieser  Operation  führt  zu  den  folgenden 
Gleichungen:  afta_Q    ,    Pti 


4) 
5) 
6) 


I 


ÜK, 


4.  tu 
^    2 


l 


2 


K        **!=*!.  +  1^4^11  =  0    oder 

7)  aa^-aH^-Cp.+^-l- 
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Durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  3)  und  7)  erhält 
man  für  die  beiden  Biegungsmomente  9B2  und  ÜW3  die  Werthe: 

8)    a»1  =  (2p,-15pf-17p1)-^-, 

Die  Gegendrücke  der  drei  wirklichen  Stützpunkte  kann  man 
nunmehr  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  berechnen, 
indem  man  mit  Hülfe  derselben  die  Ausdrücke  für  die  Grössen 
JT„  K3,  KA  bildet: 

1  1^2 

a»s     a»2      <pt  +  pt)i 
ä3  _  4-t       r-\       -2  -  - 

1^2 
uud  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  die  Momente  9K2,  3W3 
in  diesen  Gleichungen  substituirt.     Man  erhält  dann  die  Werthe: 

*,=(65Pl  +  15p2-  2p3)A, 
#3=(45p1+99p2+54p3)-^ 
^=(-14p1-18p2  +  44p3)-^- 

§  19. 
Brückenbalken  auf  drei  Stützen. 

Ermittelung  der  vortheilhaftesten  Senkung  der  Mittelstütze  mit 
Berücksichtigung  der  mobilen  Belastung. 

Um  die  vorteilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  für  einen  Balken 
auf  mehreren  Stützen  zu  finden,  hat  man  —  wie  in  §  11,  §  13, 
§  14  an  mehreren  Beispielen  gezeigt  wurde  —  die  ahsoluten 
Maximalwerte  der  Biegungsmomente  einander  gleich  zu  setzen. 
Wenn  der  Balken  ausschliesslich  sine  gleichförmig  über  seine 
Länge  vertheilte  permanente  Belastung  —  wie  z.  B.  sein  eigenes 
Gewicht  —  zu  tragen  hat,  so  hängen  die  Werthe  dieser  Maximal- 
momente lediglich  von  der  Lage  der  Stützpunkte  ab.  Bei  Brücken- 
trägern dagegen,  welche  zeitweilig  ausser  der  permanenten  Be- 
lastung noch  eine   (entweder  über  die  ganze  Länge   oder  einen 
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Theil  derselben  gleichförmig  vertheilte)  fremde  Belastung  —  die 
sogenannte  mobile  Belastung  —  zu  tragen  haben,  hängen  jene 
Maximalmomente  ausserdem  von  dem  jedesmaligen  Belastutfgs- 
zustande  ab.  Um  die  vorteilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  für 
einen  solchen  Brückenbalken  zu  ermitteln,,  hat  man  also  zuvor 
die  ungünstigsten  Belastungszustände  aufzusuchen,  d.  h.  diejenigen 
Belastungszustände,  bei  welchen  jene  Maximalmomente  ihre  grösst- 
möglichen  Werthe  annehmen.    Durch  Gleichsetzung  dieser  grössten 

Werthe  findet  man 
g"  nachher  die  vortheil- 

**  ^  ä$    hafteste    Lage    der 

Stützpunkte. 

Für  den  in  Fig.  89 
dargestellten  Balken 
würde  man  in  den 
allgemeinen  Glei- 
chungen des  §  15  die 
Werthe  lx  =  l2  =  /, 
m2  =  1  und  «2  =  —  «,  zu  substituiren  haben.  Die  Gleichung  13) 
nimmt  alsdann ,  wenn  -darin  w  =  1  gesetzt  wird ,  die  folgende 
Form  an: 

0  +  4ÜRJ  +  0  =  -£(Pl+p2-2«1) 
1)    aB,=-^-(p1+p1-2«1). 


oder 


Das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  wird  bei  jedem 
Belastungszustände  eines  von  den  Maximalmomenten  sein,  und 
dasselbe  nimmt  —  wie  Gleichung  1)  zeigt  —  einen  um  so  grösseren 
Werth  an,  je  grösser  die  Belastungen  p,  und  p2  sind. 

Wenn  die  permanente  Belastung  pro  Längeneinheit  die  Grösse 
p  hat,  und  mit  q  die  Grösse  bezeichnet  wird,  bis  zu  welcher  die 
Belastung  pro  Längeneinheit  durch  das  Hinzutreten  der  mobilen 
Belastung  gesteigert  werden  kann,  so  ist  p  der  untere  und  q  der 
obere  von  den  beiden  Grenzwerthen ,  zwischen  welchen  eine  jede 
von  den  beiden  Grössen  p,  und  p2  sich  ändern  kann.  Um  das 
Maximum  von  2W2  zu  erhalten,  hat  man  demnach  p,  =  q  und 
p2  =r  q  zu  setzen,  also  ist : 


2)  aw 


2  (raax)  ■ 


(»  —  Ml)- 
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Ein  anderes  Maximum  wird  der  absolute  Werth  des  Biegungs- 
momentes stets  an  irgend  einer  zwischen  dem  ersten  und  zweiten 
Stützpunkte  befindlichen  Stelle  annehmen,  deren  Lage  von  dem 
jedesmaligen  Belastungszustande  abhängt.    Diese  Stelle  würde  im 

3 
Abstände -q-Z  von  dem  ersten.  Stützpunkte  liegen,  wenn  die  Be- 

o 

lastung  pro  Längeneinheit  überall  gleich  q  wäre,  und  die  drei 
Stützpunkte  in  gleicher  Höhe  lägen  (s.  Fig.  55).  xAn  dieser  Stelle 
würde  das  Biegungsmoment  ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum) 
erreichen  von  der  Grösse: 

K\  _         9 


ü»'=  - 


2q 


128 


ql\ 


Zu  diesem  negativen  Biegungsmomente  liefert  —  wie  ausx 
Fig.  60  zu  ersehen  —  eine  jede  Belastung  der  rechtsseitigen 
Balkenhälfte  einen  positiven  Beitrag.  Es  würde  daher  das  Hin- 
wegnehmen  jedes  Belastungstheiles  der  rechtsseitigen  Balkenhälfte 
zur  Folge  haben,  dass  jenes  negative  Maximum  SD?'  einen  grösseren 
absoluten  Werth  annimmt,  wobei  zugleich  eine  Verschiebung  der 
Stelle  eintreten  wird,  an  welcher  dieses  Maximum  stattfindet. 
Die  Grösse  SM'  würde  also  ein  Minimum  oder  dem  absoluten 
Werthe  nach  ein  Maximum  werden,  wenn  die  rechtsseitige  Balken- 
hälfte ganz  unbelastet  und  die  linksseitige  Balkenhälfte  voll  be- 
lastet wäre.    Obwohl  in  Fig.  89  die  Mittelstütze  tiefer  liegt  als 

die     beiden     End- 
Flg#9°*  stützen,    so    gelten 

doch  —  wie  man 
sich  durch  Anwen- 
dung des  in  Fig.  60 
erklärtenConstructi- 
onsverfahrens  leicht 
überzeugt  —  die 
obigen  Schlussfolge- 
rungen auch  für  den 
vorliegenden  Fall.  Um  also  das  Minimum  von  9ft'  zu  berechnen, 
hat  man  in  der  (aus  §  10  zu  entnehmenden)  allgemeinen  Gleichung: 

3)    $K'  =  _AL 

für  die  Grössen  Kx   und  pt   die  Werthe  zu  substituiren ,  welche 
dem  in  Fig.  90  dargestellten  Belastungszustande  entsprechen. 
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Nach  §  15. erhält  man  zunächst  für  den  in   Fig.  89  ange- 
nommenen Belastungszustand  die  allgemeinen  Gleichungen: 


^,=0,    Bt 


_3»A_P.l 


l  2 


—  1 


Die  letztere  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  des  in  Gleichung  1) 
für  3ß,  gefundenen  Werthes  die  Form  an: 

4)    f,  =1^-(7p,-pJ  +  2uI), 

und  aus   Gleichung  3)  ergiebt  sich  nunmehr  für  das  Biegungs- 
moment 9K'  der  Werth: 

■  5)    w  = '--      (7p,-p,  +  2«,)' 

512  Pl 

Um  das  Minimum  von  3W'  zu  erhalfen,  hat  man  hierin  p,  —q 
und  pt—-p  zu  setzen,  also  ist: 


Durch  Gleichsetzung  der  aus  den  Gleichungen  2)  und  G)  zu 
entnehmenden  absoluten  Werthe  von  2W2(roax)  und  3W'(roin)  erhält 
man  endlich  die  Gleichung: 

^(7-«,)=5^-(7?-p4-2«,)J, 

welche  für  die  unbekannte  Grösse  «t  aufgelöst  die  folgende  Form 
annimmt: 

7)  «t  =  Y  \v  ~  23?  +  ]/544?2  -r  32^j . 

Nach  der  in  §  15  (Gleichung  11)  angegebenen  Bedeutung  der 
Grösse  «,  ist  zugleich: 

Q,  MEZ,  ^       .  uxl4 

8)  «i  =— j—  (y.  — 0)    oder    #2=  24^2;' 

und  wenn  man  hierin  den  in  Gleichung  7)  gefundenen  Werth  für 
w,  substituirt,  so  erhält  man  für  die  vortheilhafteste  Senkung  der 
Mittelstütze  den  Werth: 

9)  y  =  -3?  -  \JL  _  23  4- 1444  -  32-2- 

Den  grössten  Werth,  welchen  das  Maximalmoment  bei  dieser 
Unterstützungsweise   erreichen  kann,   findet  man   aus  einer  von 


Digitized  by  V3OOQIC 


Brückenbalken  auf  drei  Stützen. 


65 


den  beidep  Gleichungen  2)  und  6),  indem  man  darin  den  für  «t 
gefundenen  Werth  einsetzt.     Nach  Gleichung  2)  wird  z.  B.: 

10)    ÜR2(MI)  =  JL  J25?  -  p  -  VöUq*  -  32M| , 

und  ebenso   gross   kann  der  absolute  Werth  von  9K'  bei  dieser 
Unterstützungsweise  werden. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  9)  und  10)  ergeben  sich  die  in 
nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 


JL  — 
ff 

0 

0,1 
462 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 
662 

0,7 

0,8 

0,9 

1 

2(2°4       mal 

421 

503 

543 

583 

622 

701 

740 

779 

817 

y*~  1000  000  EX™1 

^^=Smai 

838 

823 

807 

792 

776 

761 

746 

731 

716 

701 

686 

Die  in  der  ersten  Vertical-Columne  stehenden  Zahlenwerthe  beziehen 
sich  auf  den  speciellen  Fall,  in  welchem  die  permanente  Last  gleich  Null  ist, 
und  die  in  der  letzten  Vertical-Columne  stehenden  Zahlenwerthe  beziehen 
sich  auf  den  speciellen  Fall,  in  welchem  die  mobile  Last  gleich  Null  ist 

Wenn  das  Verhältniss  der  permanenten  Belastung  zur  Totalbelastung 
gleich  0,6  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle: 


»-«81-« 


,000662    und    9R2  (m„)  =  *|^  .  0,746. 


Die  erforderliche  Grösse  des  Trägheitsmoments  der  Querschnittsfläche 
würde  (auf  ähnliche  Weise  wie  am  Schlüsse  des  §  11)  zu  berechnen  sein  aus 
der  Gleichung: 

^_s  =  iMi  0746 

in  welcher  8  die  practisch  zulässige  Spannung,  und  h  die  Höhe  des  Balkens 
bedeutet.  Nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  %  zu  entnehmenden 
Werthes  erhält  man  für  y2  die  Gleichung: 

^=0,2272.-^.-1. 

Für  Schmiedeisen,  würde  £=6Kil.  und  E=  20  000  zu  setzen  sein. 
Wenn  also  z.  B.  I  =  100 OO©"1"1  und  h  =  10000"™  ist,  so  wird: 

y2  =  68mm,15. 
Auf  gleiche  Weise  würde  für  den  Fall,  in  welchem  2-  =  1  ist,   der 

Werth  .y2  =  91n,m,4  sich  ergeben,  also  derselbe  Werth,  welcher  in  dem  am 
Schlüsse  des  §  11  berechneten  Zahlenbeispiele  gefunden  wurde. 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  5 
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§  20. 

Vorteilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  eines  Brückenbalkens 
auf  yier  Stützen. 

Um  für  den  in  Fig.  91  dargestellten  Balken  die  Gegendrücke 
der  Stützpunkte  zu  berechnen,   hat  man  in  den  allgemeinen  Glei- 


chungen des   §  15  die  Werthe  w2  =  0  und   ?/3 

Fig.  91. 


—  iit    zu  Sub- 


stituten.   Da  ferner  wi3  =  -^—  ist,  so  kann  m  statt  m2  und  dem 
entsprechend : 


i  --  L— 

l~   2-i-m 


=  *„     ',  =  ■ 


\L 


2  +  m 

gesetzt  werden.  Man  erhält  dann  aus  der  Gleichung  13)  des 
§  15,  indem  man  darin  das  eine  Mal  «  =  1 ,  das  andere  Mal 
n  =  2  setzt,  die  beiden  Gleichungen: 

1)    0  +  2TO,  (1  +  .)  +  -3»,  -  4  (2  +  .).  6».  +  "'P,  ~  ".)■ 

aus  welchen  für  die  beiden  Biegungsmomente  die  folgenden  Werthe 
sich  ergeben: 

gi    m   -  L2  j2p1(l+^)+^ni3(2  +  m)-p3m-tzl(2  +  ^)) 
}        '         4    !  ~  (2  4-m)i'(2  +  3tii)  \ 

_  V_  \2p3(l  +  m)  +  p2m>(2  +  m)-Pim-ux(2  +  m)) 


'        3         4    I  (2  +  m)1(2  +  3m)  * 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  die  beiden 
Gegendrücke  Kx  und  K2  nach  der  in  §  15  erklärten  Methode  be- 
rechnen, sobald  der  Belastungszustand  und  die  Lage  der  Stütz- 
punkte gegeben  sind. 
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Fig.  92. 


Auf  der  linksseitigen  Balkenhälfte  wird  es  —  wie  in  §  12 
gezeigt  wurde  —  im  Allgemeinen  drei  Stellen  geben,  an  welchen 
der  absolute  Werth  des  Biegungsmoments  ein  Maximum  erreicht. 
Obwohl  die  in  §  12  hinsichtlich  des  Belastungszustandes  und  der 
Stützenlage  gemachten  Voraussetzungen  hier  nicht  zutreffen,  so 
kann  doch  die  in  Fig.  73  ausgeführte  graphische  Darstellung  der 
Biegungsmomente  wenigstens  so  weit  für  den  vorliegenden  Fall 
benutzt  werden,  als  es  sich  nur  darum  handelt,  die  Anzahl  und 
ungefähre  Lage  der  Stellen  zu  bestimmen,  an  welchen  das  Bie- 
gungsmoment ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Man  erkennt 
aus  Fig.  73,  dass  die  Grösse  9)t2,  als  Biegungsmoment  über  der 
zweiten  Stütze,  bei  jedem  Belastungszustande  eins  von  den  Maxi- 
malmomenten sein  wird.  Ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum), 
welches  wie  im  vorigen  Paragraphen  mit  3R'  bezeichnet  werden 
soll,  erreicht  das  Biegungsmoment  an  irgend  einer  Stelle  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Stütze.  Ein  anderes  Minimum  2Ä"  fällt 
in  die  Mitte  des  Balkens. 

Um  diejenigen  Be- 
lastungszustände  zu 
finden,  bei  welchen 
die  absolutenWerthe 
dieser  drei  Biegungs- 
momente am  gröss- 
ten  werden,  hat  man 
mit  Hülfe  der  in 
Fig.  82,  Fig.  93, 
Fig.  94  ausgeführten 
graphischen  Dar- 
stellungen der  Bie- 
gungsmomente, wel- 
che in  dem  gewicht- 
los gedachten  Balken 
durch  ein  Einzel- 
gewicht Q  hervor- 
gebracht werden, 
diejenigen  Strecken 
aufzusuchen,  deren 
0  Belastungen  positive, 

und  diejenigen  Strecken,  deren  Belastungen  negative  Beiträge  zu 
dem  betreffenden  Maximalmomente  liefern.     Man  überzeugt  sich 


Fig.  94. 
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auf  diese  Weise  leicht,  dass  es  die  in  Fig.  95,  Fig.  96,  Fig.  97 
dargestellten  Belastungszustände  sind,  bei  welchen  resp.  die  Mo- 
mente 3»2,  3R',  3K" 
Fig'  95,  ihre  grössten  abso- 

jM^^MM^^**1^  ^      luten    Werthe    an- 

Sfty*)  nehmen. 

Dem  in  Fig.  95 
dargestellten    Bela- 
ng. 9ö.  stungszustande  ent- 
sprechen die  Werthe 

und   nach  Substitu- 
tion derselben  erhält 
Pig-97,  man  für  das  Maxi- 

.  mum   von   Wl2    aus 

Gleichung   3)     den 


VI!*)  Werth: 

*\    m         -  U  /7(2  +  2™  +  2™'+™4)-P™-"i(2  +  ™)l 
o)    M%imn)—    4    |  (2  +  m)3(2-f3m)"  7 

Das  Biegungsmoment  2ß'  ist  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu 
bestimmen  aus  der  Gleichung: 

K2 
6)    W  =  --=*- > 

Dasselbe  wird  ein  Minimum  bei  dem 'in  Fig.  96  dargestellten 
Belastungszustande,  welchem  die  Werthe  pf  =  q,  p%=p,  p2=q 
entsprechen.    Nach  §  15  ist  bei  diesem  Belastungszustande: 

7^     k  -  Mg(3  +  6«)-p»'  +  «,l 
')    Ä«-4\      (2  +  «)(2  +  3m)      /' 

und,  wenn  man  für  die  Grössen  pf,  Kx  ihre  Werthe  substituirt, 
so  erhält  man  aus  Gleichung  6)  für  das  Minimum  von  3K'  den 
Ausdruck : 

k\  »<     -      L*  /gg  +  Q^-y'  +  ^l8 

o)    4W  (»,.,—       32a|       (2  +  m)(2  +  3m)      f 

Nach  Fig.  91  hat  die  allgemeine  Gleichung  für  das  Biegungs- 
moment in  der  Mitte  des  Balkens  die  Form: 


9)    aR-^-^^-^^  +  J^  +  ^l^! 


2 
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Dasselbe  wird  ein  Minimum  bei  dem  in  Fig.  97  dargestellten 
Belastungszustande,  welchem  die  Werthe  p,  =Pjp2  =  f,  p3=p 
entsprechen.     Bei  diesem  Belastungszustande  Ist  nach  §  15: 

10)    ^-T?      (2-fm)(2  +  3m)       }' 

ii\    x  _  -^  t  Pw  (5  +  6m)  +  g  (4  +  6w  +  m%)  —  ti,  m  } 
'        2        4  I  m(2  +  m)(2  +  3m)  }' 

und,  wenn  man  in  Gleichung  9)  diese  Werthe  substituirt,  so  er- 
hält man  für  das  Minimum  von  SD?"  die  Gleichung: 

}     Mi  {mla)~         8   \        (2+m)2(2  +  3m)        /" 

Indem  man  den  absoluten  Werth  von  2K"(min)  das  eine  Mal 
dem  Werthe  von  3D?2(mM),  das  andere  Mal  dem  absoluten  Werthe 
von  3Ä'(min)  gleichsetzt,  erhält  man  die  zwei  Gleichungen: 

_   (4  4- 4m  —  4m24-m4)g-f  4p 
ld}    Ml~  4(2  +  m) ' 

14)     (3  +  6m-m3^-  +  ^L)2 

=  4(2  4-  ßm)  (2m2  +  m3  —  2^  +  2-^-), 

aus  denen  die  beiden  unbekannten  Grössen  wf  und  m  berechnet 
werden  können.  Das  grösste  Biegungsmoment  selbst  findet  man 
alsdann  aus  Gleichung  5),  indem  man  darin  für  die  Grössen  ut 
und  m  die  gefundenen  Werthe  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  nachfolgender 
Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 


2 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

1,13 

1,14 

1,15 

1,16 

1,165 

1,17 

0,4 

0,47 

0,53 

0,59 

0,65 

0,72 

a»(mM)  =  ^f2~ mal 

0,82 

0,78 

0,74 

0,69 

0,65 

0,61 
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Wenn  z.  B.  L  =  300  000mm  und  -?-  =  0,6  ist,  so  wird  nach  obiger  Ta- 
belle m  =  1,16,  also  J,  =  - -.  —  =  95000n,m,  und  l2  =  ndx  =  110000""» 
zu  nehmen  sein.    Nach  der  Tabelle  ist  ferner:   u,  =  0,59g  zu  setzen,  und 

da  nach  §  15  (Gleichung  11)  zugleich:  ux  = ^ ist,   so   ergiebt 

■'1 
sich     für     die    vorteilhafteste     Senkung    der     Mittelstützen     der    Werth: 

y2  =      '  - 1,  I --    — \  .    Die  Grösse  %  als  Trägheitsmoment  der  erforder- 
lichen Querschnittsfläche  ist  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu  bestimmen  aus 

o 

der  Gleichung:  -  *    -  %  =  9R(mHj,  in  welcher  nach  obiger  Tabelle:  3R(maxj  = 
-  ~k~  ■  0,69  zu  setzen  ist.    Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die m  obige 

Gleichung  für  y2  die  Form  an: 

2  .  72  .  0,59  .  fif .  L2 


yt  =  oi 


24.0,69.A\Ä.(2  +  m)« 
Für  Schmiedeisen  ist  £  -=6  KU.   und   2?  =  20  000  zu  setzen.     Wenn   also 
h  =  10000mm  ist,  so  wird: 

_   2  .  72  .  0,59^6  .  300000»         =  ^mm 
J2        24  .  0,69  .  20  000  .  10  000  .  3,164  * 

Der  Werth  --  =  1  entspricht  dem  Falle,  in  welchem  die  mobile  Last 

gleich  Null  ist.  Für  diesen  Fall  würde  man  mit  Benutzung  der  obigen  Ta- 
belle wieder  dieselben  Werthe  erhalten,  welche  in  dem  am  Schlüsse  de6  §  13 
berechneten  Zahlenbeispiele  gefunden  wurden,  nämlich  die  Werthe:  lx  = 
94590mm,   l2  =  110  820I,im   und  y2  =  186n,n\6. 

§  21. 

Einflnss  zufälliger  Höhenänderungen  der  Stützpunkte. 

Die  Tabellen  und  Zahlenbeispiele  der  letzteren  beiden  Para- 
graphen lassen  erkennen,  dass  eine  verhältnissmässig  geringe  Sen- 
kung der  Mittelstützen  schon  eine  erhebliche  Verringerung  des 
grössten  Biegungsmoments  herbeiführen  kann.  Es  ist  daher  zu 
erwarten,  dass  andrerseits  eine  .verhältnissmässig  geringe  Hebung 
der  Mittelstützen  -  oder  überhaupt  eine  geringe  Abweichung  von 
der  vorteilhaftesten  Höhenlage  der  Stützpunkte  —  unter  Um- 
ständen eine  beträchtliche  Vergrösserung  des  Maximalmomente 
zur  Folge  haben  könnte.  Genügenden  Aufschluss  über  den  Grad 
der  Empfindlichkeit  des  Balkens  in  dieser  Beziehung  wird  man 
schon  dadurch  sich  verschaffen  können,  dass  man  von  irgend 
einer  beliebigen  Unterstützungsweise  des  Balkens  ausgehend  unter- 
sucht: in  welchem  Maasse  eines  der  Maximalraomente  durch  eine 
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in  ungünstigem  Sinne  erfolgende  Höhenveränderung  der  Stütz- 
punkte vergrössert  werden  würde.  Wenn  es  sich  z.  B.  heraus- 
stellt, dass  bei  einem  Balken,  dessen  Stützpunkte  ursprünglich  in 
einer  und  derselben  Horizontalen  lagen,  ein  geringes  Heraustreten 
einzelner  Stützpunkte  aus  dieser  Horizontalen  schon  eine  beträcht- 
liche Vergrösserung  des  Maximalmomente  hervorbringen  kann,  so 
wird  man  zu  dem  Schlüsse  berechtigt  sein:  dass  auch  bei  ur- 
sprünglich vorteilhaftester  Unterstützungsweise  eine  geringe  Höhen- 
änderung einzelner 
Fig-98-  Stützpunkte      mög- 

licherweise einen 
ähnlichen  ungünsti- 
gen Einfluss  haben 
kann.  Es  soll  die 
betreffende  Unter- 
suchung hier  zu- 
nächst für  den  Bal- 
ken auf  drei  Stützen  ausgeführt  werden.  Nach  der  in  §  15 
(Gleichung  11)  angegebenen  Bedeutung  der  Grösse  un  ist  für  den 
in  Fig.  98  dargestellten  Fall: 

24EX(y2-Q)      mA    ^   _242gS(y3-y2) 

Z4 


ut  = 


l* 


und    w0  = 


ist 


zu   setzen,    und    das   Biegungsmoment   über   der   Mittelstütze 
(nach  §  15,  Gleichung  13)  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

0  +  4SNa  +  0  =  -£(Pl +?,-«,+«,)    oder 

1)    äH5=^(Pl+p2--Wl+<). 

Wenn  die  drei  Stützpunkte  in  einer  und  derselben  Horizon- 
talen lägen,  so  wäre  «,  =  0  und  u2  =  0.  Angenommen:  man 
hätte  beabsichtigt,  die  drei  Stützpunkte  in  eine  Horizontale  zu 
legen;  es  wären  jedoch  bei  Aufstellung  des  Trägers  Fehler  be- 
gangen, in  Folge  deren  die  beiden  Grössen  u{  und  m2,  anstatt 
gleich  Null  zu  werden ,  irgend  welche  von  Null  verschiedene, 
zwischen  den  Grenzen  -f-  u  und  —  w  liegende,  übrigens  beliebige 
Werthe  angenommen  hätten.  Man  erkennt  sofort  aus  Gleichung  1): 
dasß  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  w,  =  —  u 
und  u2  =  -f-  u  geworden  wäre.  Da  ausserdem  5D?2  um  so  grösser 
wird,  je  grösser  p{  und  p2  sind,  so  hat  man  nach  der  in  §  19 
eingeführten  Bezeichnungsweise  p{  —  q  und  p2  =  q  zu  setzen,  um 
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den  grössten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Biegungsmoment  9W2 
im  ungünstigsten  Falle  annehmen  kann;  es  ist  also: 

2)    SIU«,  =  -£(*  +  «). 

Für  d$s  Verhältniss,  in  welchem  das  Maximalmoment  durch 
jene  Fehler  vergrössert  wird,  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth: 


Dem  vorausgesetzten  negativen  Werthe  der  Grösse  u{  ent- 
spricht ein  negativer  Werth  der  Grösse  y2,  oder  der  Fall,  in 
welchem  die  Mittelstütze  höher  liegt  als  die  Endstützen.  Wenn 
demgemäss  y2  =  —  y  gesetzt  wird,  so  ist: 

4)     -  «i  = jt-*-  =  « 

zu  setzen,  und  die  Gleichung  3)  nimmt  nach  Substitution  dieses 
Werthes  die  Form  an: 

6)    «-!+*«*. 

Hierin  ist  für  die  Grösse  %  derjenige  Werth  zu  substituiren, 
welcher  als  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  erforderlich 
gewesen  sein  würde,  wenn  die  fehlerfreie  Aufstellung  gelungen 
wäre,  d.  h.  wenn  die  drei  Stützpunkte  wirklich  in  einer  Horizon- 
talen lägen.    Dieser  Werth  ist  aus  der,  Gleichung: 

0)     \h  *         8 

zu  entnehmen,   und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  für 
33  die  Gleichung: 

i)   43  - 1  -+-  2    ß    p     h 

Wenn  man  hierin  wieder  -0  =  — n —  und  -,-  =  -ttt-  setzt  —  wie 

ob  l         1U 

bei  den  früher  berechneten  Zahlenbeispielen  —  so  wird: 

8)    SB  =  l  +  50.-|. 

v         1 
Für  -\-  =  -^r-  wird  35  =  2.     Es  würde  also  eine  Erhöhung  der 

Mittelstütze  um  den  fünfzigsten  Theil  der  Höhe  des  Trägers  schon 
hinreichen,  um  das  Maximalmoment  zu  verdoppeln. 
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V 


Dieselbe  ungünstige  Wirkung  würde  offenbar  auch  bei  Ab- 
weichung des  Balkens  von  der  geradlinigen  Form  entstehen,  wenn 
bei  spannungslosem  Zustande  desselben  die  Unterkante  eine  nach 
unten  convexe  Curve  von  der  Pfeilhöhe  y  bildete.  Denkt  man 
sich  bei  Festlegung  jedes  der  drei  Stützpunkte  einen  Fehler  von 

der  Grösse  v  began- 
Pig*  "•  gen,   und  bei  Her- 

stellung der  Unter- 
kante des  Balkens 
an  jeder  von  den 
drei  Stellen,  welche 
nachher'  auf  den 
Stützpunkten  zu  lie- 
gen kommen,  eben- 
falls einen  Fehler  von  der  Grösse  v  begangen,  so  erkennt  man 
aus  Fig.  99,  dass  bei  ungünstigstem  Falle  des  Zusammentreffens 
aller  dieser  Fehler  jeder  einzelne  derselben  nur  die  Grösse : 

zu  haben  brauchte,  um  eine  Verdoppelung  des  Maximalmoments 
herbeizuführen. 

Balken   auf  vier   Stützen. 
Für  den  in  Fig.  100  dargestellten  Balken  ergeben  sich  aus 
§  15  die  Gleichungen: 

0  +  43H2  +  3K3  =  ij-  (Pl-ut+Pa+ut)t 

ÜR2+43H,+0  = -£(?,-«,+?,  +  <). 
Durch  Elimination  der  Grösse  5K3   erhält  man  hieraus  für  das 

Pig.  100. 

f 


Biegungsmoment  3W2,  als  eines  von  den  Maximalmomenten,  den 
Ausdruck  : 
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10)  üRJ  =  -^{4Pl+3p2-p,-4«1  +  5«2-«3}. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  hinsichtlich  der  Vergrösserung 
von  2J?2  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  in 
Folge  der  fehlerhaften  Aufstellung: 

«,=  — m,     m2=  +  «,    ti3  =  -« 
geworden*  wäre.      Ausserdem   hat   man,    dem    ungünstigsten  Be- 
lastungszustande entsprechend : 

Pi=?>    P2=2S    P*=P 
zu  setzen,  um  den  grössten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Bie- 
gungsmoment 9tt2  überhaupt  annehmen  kann.    Es  ist  also: 

11)  2R2(Mx)  =  -^(7g-p  +  10M). 

Indem  man  diese  Grösse  dividirt  durch  den  Werth,  welchen 
dieselbe  für  w  =  0  annehmen  würde,  erhält  man  für  das  Ver- 
hältniss,  in  welchem  jenes  Biegungsmoment  durch  die  Abweichun- 
gen der  Stützpunkte  von  der  Horizontalen  vergrössert  wird,  den 
Werth: 

12)  8=    7q-p  +  10u   =1+      Igte 

7q  —  p  7q  —  p 

Dem  Werthe  ui  =  —  u  entspricht  ein  negativer  Werth  von 
y2,  d.  h.  der  Fall,  in  welchem  die  zweite  Stütze  höher  liegt  als 
die  erste.  Wenn  man  demgemäss  y2  =  —  y  setzt,  so  ist  wie  bei 
dem  vorigen  Falle  der  in  Gleichung  4)  angegebene  Werth  für  u 
zu  substituiren,  und  man  erhält  für  35  die  Gleichung: 

Hierin  ist  für  die  Grösse  %  derjenige  Werth  zu  substituiren, 
welcher  aus  der  Gleichung: 

14)  -p-  %  =  mUmn) 

sich  ergiebt,  wenn  man  für  die  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Grösse  den  in  Gleichung  11)  gefundenen  Ausdruck  substituirt  und 
darin  zugleich  u  =  0  setzt.  Es  ist  also  der  Werth  von  %  aus 
der  Gleichung: 

zu  entnehmen,  und  die  Gleichung  13)  nimmt  nach  Substitution 
desselben  die  Form  an: 
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E     A* 


,6)    ,_,+,.-.-■..{ 


Wenn  man  hierin  wie  früher  die  Werthe:  •--•  =  — ^ —  und 
Ä  10000       ......  •  , 

T -^WÖÖÖÖ  sub8tltuirt'  so  wurd: 

17)    »-!+*».-£. 

3 

Es  würde  also  dem  Werthe  y  =  -zr^  h  =  I50mm  schon  eine 

*       200 

Verdoppelung  des  Biegungsmoments  9R2  entsprechen. 

Wenn  bei  Festlegung  eines  jeden  der  vier  Stützpunkte  ein 
Fehler  von  der  Grösse  v  begangen  war,  und  wenn  bei  Herstellung 

der  Unterkante  des 
Fig.  101.  Balkens   an   jeder 

von  den  vier  Un- 
terstützungsstellen 

"p^^:;^ -,.--<^ --;  -^T:^^  -^- --/--  ■  ebenfalls  ein  Feh- 

; ^*~ r*" ;""' :  1er  von  der  Grösse 

v\ -± -         ±         v  begangen  war,  so 

i>*  "_._..  ^7"7"  /....."'".'. '."."  ^\..~~...  !._.._.  würde  bei  dem  in 

Fig.  101  dargestell- 
ten ungünstigsten  Falle  des  Zusammentreffens  aller  dieser  Fehler 
ein  jeder  einzelne  nur  die  Grösse: 

—  TJ-äöö*'-*7"-'6 

zu  haben  brauchen,  um  bei  diesem  Brückenbalken  von  300  Metern 
Länge  eine  Verdoppelung  des  Maximalmoments  herbeizuführen. 

Es  ergeben  sich  hieraus  gewichtige  Bedenken  gegen  die  An- 
wendung von  continuirlichen  Trägern.  Denn  selbst,  wenn  es  ge- 
lingt, bei  Aufstellung  des  Trägers  alle  Fehler  zu  vermeiden,  so 
bleibt  immer  noch  die  Gefahr  vorhanden,  dass  durch  später  er- 
folgende geringe  Senkungen  einzelner  Pfeiler  eine  beträchtliche 
Vergrösserung  der  Biegungsspannungen  herbeigeführt  werden  kann. 

Für  den  Fall  aber,  dass  man  trotz  solcher  Bedenkeu  dennoch 
sich  entschliesst,  einen  solchen  continuirlichen  Träger  als  Brücken- 
balken zu  verwenden,  ist  es  wünschenswerth,  eine  Methode  zu 
kennen,  durch  welche  man  sich  wenigstens  von  den  bei  Auf- 
stellung des  Trägers  begangenen  Fehlern  unabhängig  machen 
kann,  und  diese  Methode  soll  in  dem  folgenden  Paragraphen  er- 
klärt werden. 
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Flg.  103. 


§  22. 
Vorteilhafteste  Aufstellung  continuirlicher  Träger. 

Denkt  man  sich  bei  dem  Balken  auf  drei  Stützen  das  eine 

Mal  die  Mittelstütze  so  weit  gehoben,  dass  der  Balken  die  beiden 

Endstützen  nicht  mehr  berührend  nur  noch  von  der  Mittelstütze 

Plg  10a  getragen  wird  (Fig.  102), 

und  das  andere  Mal  die 
Mittelstütze  so  weit  ge- 
senkt, dass  der  Balken 
dieselbe  nicht  mehr  be- 
rührend nur  noch  von 
den  beiden  Endstützen 
getragen  wird  (Fig.  103), 
so  erkennt  man,  dass 
das  Biegungsmoment 
A  über    der    Mittelstütze 

das  eine  Mal  positiv,  das  andere  Mal  negativ  werden  wird.    Es 
muss  also  zwischen  diesen  beiden  Lagen  der  Mittelstütze  noth- 
Fig.  104.  wendig  eine  Zwischen- 

lage geben,  für  welche 
das  Biegungsmoment 
2»2  den  Werth  Null 
annimmt. 

Dem  Falle,  in  wel- 
chem die  Mittelstütze 
um  die  Höhe  /  tiefer 
liegt  als  die  beiden  Endstützen  (Fig.  104),  entspricht  (nach  §  15, 
Gleichung  11)  der  Werth: 

_    24EX(f—  0) 


i^:: 


1)   Ul  = 


l4 


Wenn  hierin  /  diejenige  Grösse  bedeutet,   um  welche   bei  dem 

nur  durch  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Balken  die  Mittelstütze 

gesenkt  werden  muss,  damit  das  Biegungsmoment  über  derselben 

den  Werth  Null  annehme,  so  hat  man  in  der  Gleichung  1)  des 

§  19,   um  dieselbe   auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwenden,   die 

Werthe  ÜK3  =  0,  Pi=p,  P2=P  zu  substituiren ;    man   erhält 

dann  die  Gleichung: 

l2 
2)    0  =  -£-(/?  —  wj     oder    w1=p. 
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Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  die  Grösse  ux  gefundenen 
Ausdrücke  erhält  man  für  die  Senkung  /  den  Werth : 

ö)    J  ~  24EX 

Anstatt  durch  Senken  der  Mittelstütze  zu  bewirken,  dass  das 
Biegungsmoment  ÜW2  den  Werth  Null  annimmt,  kann  man  diesen 
Zweck  auch  dadurch  erreichen,  dass  man  den  Balken  über  der 
Mittelstütze  durchschneidet  und  die  Schnittstellen  alsdann  wieder 
verbindet,  oder  auch  dadurch:  dass  man  die  von  vornherein  ge- 
trennten beiden  Hälften  des  Balkens  eine  jede  für  sich  auf  die 
pj    106  Stützen  legt  und  nach- 

her   über   der   Mittel- 
,.-"  "     ~  .^  stütze  zusammennietet 

\  7^-^-^^  (Fig.  105).      Ein    auf 

ur£^_. .^^Mi^. _^V      solche    Weise     aufge- 

^~      """"""""""'  stellter  Balken  befindet 

sich  —  obwohl  die  drei  Stützpunkte  desselben  in  einer  Horizon- 
talen liegen  —  genau  in  demselben  Biegungszustande,  wie  wenn 
die  Mittelstütze  bereits  um  die  Höhe  /  gesenkt  wäre,  insofern 
derselbe  in  spannungslosem  Zustande  . —  d.  h.  von  der  Wirkung 
seines  eigenen  Gewichtes  befreit  —  nach  oben  sich  krümmen  und 
dabei  in  der  Mitte  um  die  Höhe  /  sich  heben  würde.  Wenn 
also  zufällig  der  obige  Werth  von  /  übereinstimmen  sollte  mit 
dem  in  §  19  (Gleichung  9)  für  die  Grösse  y2,  als  vortheilhafteste 
Senkung  der  Mittel  stütze  gefundenen  Werthe,  so  wäre  für  den 
auf  solche  Weise  aufgestellten  Träger  die  Bedingung  der  vorteil- 
haftesten Unterstützungsweise  bereits  erfüllt,  und  keine  weitere 
Senkung  der  Mittelstütze  mehr  erforderlich.  Wenn  dagegen  / 
kleiner  ist  als  y2,  so  wird  man,  um  die  vortheilhafteste  Unter- 
stützungsweise herzustellen,  die  Mittelstütze  noch  zu  senken  haben 
um  die  Grösse: 

4)   «  =  y,-/. 

Nach  Substitution  des  in  §  19  für  y2  gefundenen  Ausdrucks 
erhält  man  demnach  für  die  im  vorliegenden  Falle  erforderliche 
Senkung  der  Mittelstütze  die  Gleichung: 

*>  -W£F{-f-«+V««-«f}- 
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Aus   dieser   Gleichung    ergeben    sich    die   nachfolgenden   zu- 
sammengehörigen Zahlenwerthe  für  die  beiden  Grössen    —  und  s: 


JL  — 
1 

0    j  0,19 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

*  ~  100000.E2: 

4-42'    0 

1 

—  2 

—  46—90 

-134 

—  179 

Für  den  in  §  19  als  Beispiel  gewählten  Träger  würde  man  also   dem 

p         6 
Werthe     -  =  -r~-  entsprechend  die  Gleichung  erhalten : 


s  =  —  90. 


g(2*)4 


8  =  —  0,3088  .  -^  .  4r  =  -  92mm,6. 


lOOOOOJ^X    ' 

welche  auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  19  behandelt  nach  Substitution  der  dort 
angegebenen  Werthe  die  Form  annimmt: 

E  '  h 

Es  müsste  also  bei  dem  auf  die  oben  beschriebene  Weise  aufgestellten 
Träger  die  Mittelstütze  noch  um  92mm,6  gehoben  werden,  oder  es  müssten  die 
Endstützen  um  ebenso  viel  gesenkt  werden,  was  man  z.  B.  dadurch  bewerk- 
stelligen kann,  dass  man  an  den  beiden  Endstützen  Platten  von  92,6  Milli- 
metern Dicke  unterlegt  und  dieselben  nach  erfolgter  Aufstellung  wieder  weg- 
nimmt 

Balken   auf  vier  Stützen. 

Um  für  den  nur  durch  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Träger 
diejenige  Grösse  /  zu  finden,  um  welche  die  Mittelstützen  gesenkt 
werden  müssen,  damit  das  Biegungsmoment  3TO2  den  Werth  Null 
annehme,  hat  man  zunächst  in  der  Gleichung  3)  des  §  20  die 
Werthe  p,  =  p,  pt  =  p,  p3=p  und  9R2=0  zu  substituiren ; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 

6)  0  =  p(2-f  ro-f  2m3-f  mA)  —  «t(2-fw)  oder  tit  =p(l-j-w3). 

Die  Grösse  «t  hat  wieder  die  in  Gleichung  1)  angegebene 
Bedeutung,  und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  ux  gefundenen 
Ausdrücke  führt  zu  der  Gleichung: 

';    T~        2±EX 
welche  hinsichtlich  des  für  die  Grösse  %  zu  substituirenden  Werthes 
auf  dieselbe  Weise  zu  behandeln  ist  wie  die  am  Schlüsse  des  §  20 
für  die  Grösse  y2,   als  vorteilhafteste  Senkung  der  Mittelstützen, 
gefundene  Gleichung.     Die  oben   gefundene  Grösse  j  ist  von  dem 
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für  y2  gefundenen  Werthe  in  Abrechnung  zu  bringen,  und  die  noch 
erforderliche  Senkung  der  Mittelstützen  wieder  nach  Gleichung  4) 
zu  berechnen. 

Bei  dem  am  Schlüsse  des  §  20  berechneten  Zahlenbeispiele  wurde  für 
die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstützen  der  Werth: 

y2  =  139»™ 

gefunden.  Hätte  man  den  Balken  in  drei  getrennten  Stücken  auf  die  in 
gleicher  Höhe  Hegenden  Stützpunkte  gelegt  und  die  Stücke  erst  nach  dem 
Auflegen  zusammengenietet,  so  würde  der  Balken  in  demselben  Biegungs- 
zustande sich  befinden,  wie  wenn  die  Mittelstützen  bereits  um  die  nach 
Gleichung  7)  zu  berechnende  Grösse: 

/  =  362mn 
gesenkt  waren.    Es  würde  also  bei  dem  auf  solche  Weise  aufgestellten  Träger 
noch  eine  Senkung  der  Mittelstützen  erforderlich  sein  von  der  Grösse: 

8  =  139  —  362  =  —  223""°, 
d.  h.  die  Mittelstützen  müssten  um  223  Millimeter  gehoben,  oder  die  End- 
stützen um  ebenso  viel  gesenkt  werden. 
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§  23. 


Reducirte  Querschnittsflächen. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Biegungsspannungen  über  die 
Querschnittsfläche  des  gebogenen  Balkens  sich  vertheilen,  kann 
man  sich  mittelst  Construction  der  sogenannten  „reducirten  Quer- 
schnittsflächen" auf  folgende  Weise  geometrisch  veranschaulichen. 

Nach  §  2  hat  die  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befind- 

liehe  Faser  die   Spannung  S  .  —    in  jeder   Flächeneinheit  ihres 

Querschnitts.    Wenn  man  sich  auf  die  in  Fig.  106  angedeutete  Weise 
durch  parallel  zur  neutralen  Achse  gelegte  Linien  die  ganze  Quer- 
schnittsfläche in  un- 
Flg- 10@*  Fi* 107-  endlich  schmale  Flä- 

chenstreifen zerlegt 
denkt  und  diese 
Flächenstreifen  als 
Querschnittsflächen 
der  gespannten  Fa- 
sern betrachtet,  so 
ergiebt  sich  für  die 
ganze  Spannung  der 
im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  der  in  Fig.  107 
angegebene  Ausdruck. 

Genau  denselben  Ausdruck  würde  man  für  die  Spannung  der 
Faser  auch  dann  erhalten,  wenn  man  annähme,  dass  ihre  Span- 
nung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  den  grösseren  Werth  S 
hätte,  und  dass  die  Breite  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  dafür 
auf  den  kleineren  Werth: 


1)    v  =  t 


w 
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Fig.  108, 

z 


Fig.  109. 


reducirt  wäre.    Diese  reducirte  Breite  v  kann  auf  die  in  Fig.  108 
angedeutete  Weise  durch  Construction  gefunden  werden,  und  wenn 

man  an  den  übrigen  Stellen   die   Breite 
des  Querschnitts  auf  dieselbe  Weise  re- 
ducirt, so  gelangt  man  zu  der  in  Fig.  109 
dargestellten  Form  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche.   Denkt  man  sich  in  jeder 
Flächeneinheit    dieser    reducirten    Quer- 
schnittsfläche   die    Maximalspannung    S 
stattfindend   —   und   zwar   in   der  einen 
Hälfte  als  Zug -Spannung,  in  der  anderen 
Hälfte  als  Druck -Spannung  —  so  erkennt 
man,  dass  aus  dieser  Annahme  für  die 
Gesammtwirkung  der  Spannungswiderstände  dieselben  Gleichungen 
sich  ergeben  müssen,  welche  in  §  2  für  die  wirklichen  Biegungs- 
spannungen gefunden  wurden. 

Die  Mittelkraft 
der  Zug-Spannungen 
und  die  Mittelkraft 
der  Druck-Spannun-. 
gen  bilden  zusam- 
men ein  Kräftepaar, 
dessen  Moment  als 
Widerstandsmoment 
der  Fasernspannun- 
gen gleich  dem  Bie- 
gungsmomente für  die  betreffende  Stelle  des  Balkens  sein  muss. 
Wenn  also  mit  F  die  eine  Hälfte  der  reducirten  Querschnittsfläche 
bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  nach  Fig.  110 
für  die  allgemeine  Biegungsgleichung  11)  des 
§  2  die  neue  Form: 

2)  Wl  =  R  .  e  =  SFz. 
Die  Angriffspunkte  der  beiden  Mittel- 
kräfte R  fallen  mit  den  Schwerpunkten  der 
beiden  Hälften  des  reducirten  Querschnitts 
zusammen.  Die  Grösse  e  als  Hebelarm  des 
aus  den  beiden  Kräften  R  bestehenden 
Kräftepaares  ist  demnach  (bei  der  hier 
vorausgesetzten  Symmetrie  des  Querschnitts  in  Bezug  auf  die 
Biegungsebene)   gleich   dem  Abstände  dieser  beiden  Schwerpunkte 

Ritter,  Ingenieur- Mechanik.  Q 


4L^ 


Fig.  110. 

"R 

-Jt_* 

-. 

Fig.  111. 
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zu  setzen.     Es  würden  also  z.  B.  für  den  rechteckigen  Querschnitt 
nach  Fig.  111  die  Werthe: 

2  7  „       bh 


Fig.  112. 


TL. 


Fig.  113. 


w 


F=^ 


zu  substituiren  sein,  und  die  grösste 
Biegungsspannung  würde  zu  berech- 
nen sein  aus  der  Gleichung: 

3)     3K  =  S.-^.|ä    oder 

o 

welche  mit  der  am  Schlüsse  des 
§  2  gefundenen  Gleichung  überein- 
stimmt. 

Bei  einem  symmetrischen  Blech- 
träger von  sehr  geringer  Stärke  der 
Blechwand  wird  —  wie  aus  Fig.  112 
zu  ersehen  ist  —  die  Grösse  F  nahezu 
mit  dem  Flanschenquerschnitte  über- 
einstimmen, und  die  Grösse  s  nur 
wenig  verschieden  sein  von  dem 
Schwerpunktsabstande  der  beiden 
Flanschenquerschnitte.  Bei  unsym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  neutrale 
Achse  geformtem  Querschnitte  würde 
die  Construction  der  reducirten 
Querschnittsfläche  auf  die  in 
Fig.  113  angedeutete  Weise  auszu- 
führen sein. 


§  24. 
Horizontale  Abscheerungskräfte. 

Den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen  zwei  unendlich  nahe 
bei  einander  liegenden  Querschnittsflächen  befindlichen  Balken- 
stückes kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  114  angedeutete  Weise 
veranschaulichen.  Indem  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie  in  §  15 
mit  Bezug  auf  Fig.  81  geschehen  —  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  sämmtlicher  auf  das  Balkenstück   wirkenden 
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Kräfte  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  - 
§  15  analog  gebildete  —  Gleichung: 

1)     0  =  dR.e-  V.dx    oder 


der  Gleichung  1)  des 

dR  _  V 

dx  s 


Auf  die   obere   Hälfte   des   Balkenstückes   wirken   nach   ent- 
gegengesetzten   Richtungen    die    beiden    Horizontalkräfte   R    und 

R  -\-  dR.    Es  wird  also 
Fig.  114.  Fig.  115. 

VW 


£.„. 


BT 


dx 


R+dß 


JL 


So^ 


n+üii 


~*I£dR 


pdb 


2)     0  =  dR  — 


dx     oder    — , —  = 


durch  den  Ueberschuss 
der  letzteren  —  wie 
Fig.  115  veranschaulicht 
—  in  der  neutralen 
Faserschicht  ein  hori- 
zontaler Abscheerungs- 
widerstand  hervorge- 
rufen. Indem  man  die 
algebraische  Summe  der 
auf  die  obere  Hälfte 
wirkenden  Horizontal- 
kräfte gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Glei- 
chung : 
dR 
dx 


in   welcher   $0    die    horizontale   Abscheerungskraft    pro   Längen- 
einheit  der  neutralen  Faserschicht  bedeutet.     Die   Gleichsetzung 

fi  7? 

der  beiden  für  den  DifFerenzialquotienten  -y -  -  gefundenen  Werthe 
führt  zu  der  Gleichung: 

V 

3)    $o  =  y- 

Man  erhält  also  die  in  der  neutralen  Faserschicht  wirkende 
horizontale  Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit,  indem  man  die 
ganze  in  dem  Querschnitte  wirkende  verticale  Abscheerungskraft 
dividirt  durch  den  Schwerpunktsabstand  der  beiden  Hälften  des 
reducirten  Querschnitts. 

Um  für  diejenige  Faserschicht,  welche  in  der  Höhe  y  über 
der  neutralen  Faserschicht  liegt,  die  horizontale  Abscheerungskraft 
pro  Längeneinheit  zu  bestimmen,  hat  man  für  den  oberhalb  dieser 
Faser  befindlichen  Theil  des  Balkenstückes  —  in  derselben  Weise 
wie  vorher  in  Bezug   auf  die  ganze   obere  Hälfte   desselben  ge- 
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schehen  —  die  algebraische   Summe  der  Horizontalkräfte  gleich 
Null  zu  setzen,  und  erhält  nach  §  116  die  Gleichung: 

dr 
4)     0  =  dr  —  $dx    oder    £  =  -y- • 

Für  das  Verhältniss  der  beiden   Grössen  §  und  $>0   ergiebt  sich 

hiernach  der  Werth: 
Fig.  117.  Fig.  116.  Ä 


r+dr 


5)    ■£"  = 


dr 


Wenn  mit  S  und 
S-j-  dS  resp.  die  Werthe 
der  grössten  Biegungs- 
spannung pro  Flächen- 
einheit in  den  beiden 
benachbarten  Quer- 

schnitten        bezeichnet 
werden,  und  mit  F  die 
eine  Hälfte  des  reducirten  Querschnitts,  so  ist: 

6)  R  =  S.F    und     R  -f  dR  =  (S-f  dS) .  F 

zu  setzen,  und  nach  Fig.  117  ergeben  sich  für  die  beiden  Kräfte 
r  und  r  -\-  dr  in  derselben  Weise  die  Gleichungen : 

7)  r=S.f    und     r  -f  dr  =  (S  +  dS)  ./. 

Die  SpannungsdifFerenzen  d/?  und  dr  haben  also  die  Grössen: 

8)  dR  =  dS.F    und    dr  =  dS.f, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhält 
man  für  das  Verhältniss  der  beiden  horizontalen  Abscheerungs- 
kräfte  die  Gleichung: 

9)  *.-F 

Es  verhalten  sich  also  die  horizontalen  Abscheerungskräfte 
pro  Längeneinheit  in  den  verschiedenen  Horizontalschnitten  wie 
die  oberhalb  derselben  liegenden  Theile  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche. 

§  25. 

Verticale  Abscheerungskräfte. 

Die  Art  und  Weise,  wie  das  in  der  Höhe  y  über  der  neu- 
tralen Faserschicht  befindliche  rechteckige  Balkenstück  von  der 
Höhe  dy  und  der  Länge  dx  gleichzeitig  durch  die  verticalen  und 
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Fig.  118. 
V+dV 


Fig.  119. 


dx 


§£x" 


($+d$)dx 


horizontalen  Abscheerungskräfte  in  Anspruch  genommen  wird,  ist 
in  den  Figuren  118  und  119  veranschaulicht.  Wenn  diese  Ab- 
scheerungskräfte die  ein- 
zigen Kräfte  wären, 
welche  auf  das  Balken- 
element wirken,  so  würde 
man  nach  Fig.  120,  in- 
dem man  die  alge- 
braische Summe  der 
statischen  Momente  der- 
selben in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  0  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung  er- 
halten: 

1)    0  =  $dx.dy 
—  3Sdy .  dx, 

v  in  welcher  SS   die  ver- 

ticale Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit  des  Verticalschnitts 
bedeutet  an  derjenigen  Stelle,  welche  in  der  Höhe  y  über  der 
neutralen  Faserschicht  liegt. 

Ausser  den  in  Fig.  120  angegebenen  Kräften  wirkt  auf  das 
Balkenelement  noch   das   in  Fig.  121   dargestellte  Kräfte -System, 


Fig.  120. 

Jß,^dSJ).dx 


Fig.  121. 
(3+d3\dx 

f 


Mi- 


Fig.  122. 
d&da 


„(S+tf^.dJy 


»d<5Jy 


k 


cUf 


g< -II .fflOKI,  Villi 

hdxjdy 


k.dx.dy 

welches  nach  Weglassung ,  der  einander  gegenseitig  aufhebenden 
Kräfte  auf  das  in  Fig.  122  angegebene  Kräfte -System  reducirt 
werden  kann.  In  den  Ausdrücken  für  die  in  Fig.  121  angegebenen 
Kräfte  bedeutet  ©  die  Normalkraft  pro  Längeneinheit  des  Vertical- 
schnitts, 3  die  Normalkraft  pro  Längeneinheit  des  Horizontal- 
schnitts und  k  das  Eigengewicht  des  rechteckigen  Balkenelements 
pro  Flächeneinheit  der  Rechteckfläche.  Die  statischen  Momente 
der  in  Fig.  122  angegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0 
müssten   noch   hinzugefügt   werden   zu   den   in  Gleichung  1)   zu- 
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sammengestellten  statischen  Momenten.  Wenn  man  indessen  be- 
rücksichtigt, dass  die  beiden  statischen  Momente  der  Gleichung  1) 
unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  während  die  hinzu- 
zufügenden statischen  Momente  der  in  Fig.  122  angegebenen  Kräfte 
sämmtlich  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ordnung  sind,  so  er- 
kennt man,  dass  die  Hinzufügung  dieser  letzteren  in  dem  Re- 
sultate nichts  ändern  würde,  dass  also  die  Gültigkeit  der  Glei- 
chung 1)  durch  das  Fortlassen  derselben  nicht  beeinträchtigt  wird. 
Nach  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Factors  dx .  dy  nimmt 
jene  Gleichung  die  Form  an: 

2)    35-$ 
und  zeigt,  dass  die  verticale  Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit 
des  Verticalschnitts  immer  gleich  ist  der  horizontalen  Abscheerungs- 
kraft pro  Längeneinheit  des  Horizontalschnitts.     Es  können  daher 
die  im  vorigen  Paragraphen  in  Betreff  der  horizontalen  Abschee- 

rungskräfte  gewonnenen  Re- 
sultate benutzt  werden  zur 
Ermittelung  und  graphischen 
Darstellung  des  Gesetzes, 
nach  welchem  die  ganze  ver- 
ticale Abscheerungskraft  V 
über  die  ganze  Länge  h  des 
Verticalschnitts  sich  ver- 
theilt. 

Nach  den  Gleichungen  3) 
und  9)  des  vorigen  Paragraphen  erhält  man  z.  B.  für  den  in 
Fig.  123  dargestellten  rechteckigen  Querschnitt  die  Werthe: 


Fig.  123. 


Fig.  124. 
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Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  SB 
mit  y  sich  ändert,  ist  —  wie  Fig.  124  veranschaulicht  —  ein 
parabolischer  Bogen  von  der  Pfeilhöhe  SS0.  Der  schraffirte  Flächen- 
streifen stellt  die  Grösse  des  Products  33  .  dy  dar,  und  die  ganze 
Parabelfläche : 

5)      |  %dy  =V 
repräsentirt  die  ganze  verticale  Abscheerungskraft  des  Querschnitts. 
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Für  den  in  Fig.  125  dargestellten,  aus  drei  Rechtecken  zu- 
sammengesetzten Querschnitt   eines   Blechträgers   erhält  man  als 

graphische      Dar- 
Fig.  125.  Fig.  126.  Stellung  der  verti- 

calen  Abschee- 
rungskräfte eine 
aus  drei  Parabel- 
bögen zusammen- 
gesetzte Curve 
(Fig.  126).  Der 
mittlere  Parabel- 
bogen wird  eine 
um  so  flachere 
Form  annehmen,  je 
geringer  die  Dicke 
der  Blechwand  ist,  und  wenn  zugleich  die  Höhe  der  Flanschen- 
Querschnitte  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zur  ganzen  Höhe,  so 
wird  der  von  den  Flanschen  aufgenommene  —  in  Fig.  126  durch 
die  schraffirten  Flächenstücke  repräsentirte  —  Theil  der  ganzen 
verticalen  Abscheerungskraft  sehr  klein  sein  im  Verhältniss  zu 
dem  von  der  Blechwand  aufgenommenen  Theile.  Die  ganze 
Figur  126  wird  in  diesem  Falle  nahezu  die  Form  eines  Rechtecks 
erhalten,  und  man  wird  annäherungsweise  annehmen  dürfen,  dass 
die  ganze  verticale  Abscheerungskraft  V  ausschliesslich  von  der 
Blechwand  aufgenommen  wird,  dass  sie  gleichförmig  über  die 
Höhe  derselben  sich  vertheilt  und  dass  die  verticale  Abscheerungs- 
kraft pro  Längeneinheit  der  Höhe  zu  bestimmen  ist  aus  der 
Gleichung : 

6)  5ß  =  5B0=^. 

Zugleich  darf  unter  dieser  Voraussetzung  die  in  Fig.  109  mit 
e  bezeichnete  Grösse  annäherungsweise  gleich  h  gesetzt,  folglich 
(nach  §  23,  Gleichung  2)  die  grösste  Biegungsspannung  aus  der 
Gleichung: 

7)  m  =  SF.h    oder    £  =  J| 

berechnet  werden,  in  welcher  für  die  Grösse  JP,  als  Hälfte  der 
reducirten  Querschnittsfläche,  annäherungsweise  auch  der  Flan- 
schen-Querschnitt  gesetzt  werden  darf. 
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§26. 
Maxima  und  Minima  der  Abscheerungskräfte. 

Nicht  nur  in  den  horizontalen  und  verticalen  Schnittfugen, 
sondern  auch  in  jeder  beliebigen  um  irgend  einen  Winkel  a  gegen 
die  Horizontale  geneigten  Schnittfuge  sind  Abscheerungskräfte 
thätig.  Diese  Abscheerungskräfte  sollen  als  positiv  angesehen 
werden,  wenn  dieselben  in  dem  Sinne  wirken,  wie  in  Fig.  127 
angegeben;  als  negativ,  wenn  dieselben  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirken. 

Die  ganze  längs  der  Schnittfuge  wirkende  Abscheerungskraft 
wird  nach  irgend  einem  Gesetze  über  die  Länge  derselben  sich 

Fig.  127.  Fig.  126. 


*sl 


vertheilen,  und  wenn  mit  91  die  pro  Längeneinheit  der  Schnittfuge 
wirkende  Abscheerungskraft  bezeichnet  wird  für  irgend  einen 
Punkt  P,  dessen  Coordinaten  cc,  y  sind,  so  wird  die  Grösse  9( 
als  eine  Function  der  drei  Grössen  a,  sc,  y  sich  darstellen  lassen 
müssen  (Fig.  128).  Bei  Vergleichung  der  Fig.  127  mit  den  Fi- 
guren 118  und  119  erkennt  man  zu- 
Fig-  ™ gleich,  dass: 

91  =  -f-  !q  wird,  wenn  a  =  0°  ist, 
91  =  —  SS     n         „     a  =  90°ist. 

Um  für  eine  bestimmte  Stelle  P 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem 
die  Abscheerungskraft  91  mit  dem 
Winkel  a  sich  ändert,  hat  man 
sich  die  Schnittfuge  durch  das  un- 
endlich kleine  rechteckige  Balken- 
stück von  der  Breite  dx  und  der 
Höhe  dy  so  hindurchgelegt  zu  denken,  dass  dieselbe  mit  der  Dia- 
gonale dieses  Rechtecks  zusammenfällt  (Fig.  129).     Das  Rechteck 
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wird  alsdann  durch  den  Schnitt  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke 
zerlegt,  und  wenn  die  Diagonale  des  Rechtecks  als  gemeinschaft- 
liche Hypotenuse  der  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  mit  ds  be- 
zeichnet wird,  so  finden  zwischen  dem  Winkel  a  und  den  Dreieck- 
seiten dx,  dy,  ds  (nach  Fig.  130)  die  Beziehungen  statt: 


l)    cosa^-j- 


dy 

sin  a  =  -f- 

ds 


tga  = 


_  dy 


dx 


^<5.k 


•dy 


In  Betreff  der  Kräfte,  welche  auf  das  Balken-Element  wirken, 
soll  vorläufig  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  dass  in  den 
Horizontalschnitten  keine  Normalkräfte  wirken,  dass  also  die  in 

Fig.  121  mit  3  bezeich- 
Fi«- 13<>-  nete  Kraft  gleich  Null 

ist.    Die  Bedingungen, 
/  von  welchen    die  Zu- 

f%.dx=$dx  lässigkeit  dieser  Vor- 
aussetzung abhängt, 
sollen  später  geprüft 
werden. 

Wenn  man  sich  jede 
von  den  auf  das  eine 
der  beiden  Dreieck- 
stücke wirkenden  Kräf- 
ten zerlegt  denkt  in 
zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete  Seitenkräfte,  von  denen 
die  eine  parallel,  die  andere  normal  zu  der  Hypotenuse  gerichtet 
ist,  und  wenn  man  alsdann  die  algebraische  Summe  der  ersteren 
gleich  Null  setzt,  so  ergiebt  sich  daraus  für  den  längs  der  Hy- 
potenuse wirkenden  Abscheerungswiderstand  die  Gleichung: 

2)  Strf*  =  ©dy  cos  a  -f-  %$dx  cos  a  —  Sßdy  sin  a, 

welche  auf  beiden  Seiten  durch  ds  dividirt,  nach  Substitution  der 

dx  dii 

aus  den  Gleichungen  1)  für  -v-  und  -~-  zu  entnehmenden  Aus- 
drücke, die  folgende  Form  annimmt: 

ä  =  @  sin  a  cos  a  -\-  33  (cos  a2  —  sin  a2)    oder: 

3)  «  =  £©  sin  2a  -f-  SS  cos  2a. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  für  jeden  Werth  von  a  den 
zugehörigen  Werth  von  ä  berechnen.  Um  denjenigen  Werth 
a  =  am  zu  finden,  für  welchen   die  Grösse  8t  ein  Maximum  oder 
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Minimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten  von  %  nach  a 
gleich  Null  zu  setzen.     Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

4)  -,—  =  0  =  @  cos  2<xm  —  235  sin  2ctIU    oder : 

(ZGC 

5)  tg2«»  =  ^-. 

Um  denjenigen  Werth  2t  ==  2lm  zu  finden,  welchen  die  Ab- 
scheerungskraft  annimmt,  wenn  et  =  am  wird,  hat  man  der  allge- 
meineren Gleichung  3)  zunächst  die  folgende  Form  zu  geben: 

6)  a  =  cos2a(»  +  ^©tg2a)  =  -^_t£ig_!a--J 

)  \     TU      -6      )        +jAi4-(tg2a)2 

und  hierin  für  tg2a  den  oben  für  die  Grösse  tg2ocm  gefundenen 
Ausdruck  zu  substituiren.     Man   erhält  dann  für  2lm  den  Werth: 

7)   a.  «  ±K»a  ^FS@?~. 

Zwischen  den  hier  in  Betracht  kommenden  Grenzwerthen  Null 
und  180  Grad  giebt  es  zwei  verschiedene  Werthe  des  Winkels  a, 
welche  der  Gleichung  5)  Genüge  leisten.  Diese  beiden  Winkel 
sind  um  90  Grad  von  einander  verschieden.  Dem  einen  entspricht 
das  Maximum,  dem  andern  das  Minimum  der  Grösse  21;  und 
nach  Gleichung  7)  ist: 

8)    2t(mftXimuin)^-  +  )^2T7i@)^ 

9)  st^^^-v^  +  a©)2. 

§  27. 
Graphische  Darstellung  der  Abscheerungskräfte. 

Die  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  würde  man  be- 
nutzen können,  um  das  Gesetz,  nach  welchem  21  mit  et  sich  än- 
dert, graphisch  darzustellen.  Es  empfiehlt  sich  jedoch,  zu  diesem 
Zwecke  jene  Gleichung  zuvor  auf  eine  andere  Form  zu  bringen, 
indem  man  die  Winkel-  Differenz  a  —  am  mit  9  bezeichnet  und 
demgemäss  den  Werth: 

1)  a  =  ctm  -(-  ? 

in  jener  Gleichung  substituirt.     Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen: 

2)  2t  =  £@  sin  (2am  -f  2cp)  +  SS  cos  (2am  -f-  2cp), 

3)  21  =  -£©  (sin  2am  cos  2y  -f  c08  2a«»  sil*  2cp) 

-f-  33  (cos  2am  cos  2<p  —  sin  20^  sin  2<p), 
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4)    ä  =  •£©  cos  2^  (tg  2a„  cos  2<p  -(-  sin  2<p) 

Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 
Klammern  stehenden  beiden  Grössen  nach  Gleichung  4)  des  vorigen 
Paragraphen  einander  gleich  sind,  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)    ä  =  »sin2am(tg2amcos2cp+-^^)    oder: 

und  nach  Substitution  des  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Grösse 
tg  2am  gefundenen  Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

7)  %  =  (V%r~-£lÄ®y)cos2<?. 

Nach  den  Gleichungen  8)  und  9)  des  vorigen  Paragraphen 
repräsentirt  der  Wurzel-Ausdruck  den  absoluten  Werth  der  Grösse 
äl(m»x)  oder  ä(min),  und  wenn  man  diesen  absoluten  Werth  mit  %m 
bezeichnet,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  noch 
einfachere  Fonji  geben: 

8)  Sl  =  8lmcos2(p, 

indem  man  zugleich  unter  dem  Winkel  «„  in  Gleichung  1)  den- 
jenigen Winkel  versteht,  für  welchen  21  =  -f-  2lm  wird.  Aus  der 
obigen  Gleichung  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe  der  Grössen  <p  und  21: 

/<p  =      0°        45°         90°      135°        180°, 
*>    \3t  =  +  8L        0        -am        0        +2L. 

Die  Richtungen,  in  welchen  die  Abscheerungskraft  gleich  Null 
ist,  schliessen  also  Winkel  von  45°  ein  mit  den  Richtungen  der 
grössten  und  kleinsten  Abscheerungskraft. 

Wenn  man  auf  jeder  von  dem  Punkte  P  ausgehenden  geraden 
Linie  die  ihrer  Richtung  entsprechende  Grösse  von  21  als  Längen- 
grösse  abträgt,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  eine 
krumme  Linie,  deren  Form  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach 
welchem  die  Grösse  21  mit  dem  Winkel  9  sich  ändert.  Die  Con- 
struction  irgend  eines  Punktes  Q  dieser  krummen  Linie  kann  auf 
die  in  Fig.  131  angedeutete  Weise  ausgeführt  werden.  Durch 
Wiederholung  dieser  Construction  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
in  Fig.  132  dargestellten  Linie,  welche  für  alle  Werthe  des  Win- 
kels 9  zwischen  0°  und  180°  die  Grössen  der  Abscheerungskräfte 
erkennen  lässt. 
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Fig.  131. 


Fig.  132. 


Die  Grösse  des  Winkels  otm  oder  die  Lage  der  beiden  recht- 
winkelig zu  einander  stehenden  Achsen,   welche  die  Richtungen 

der  grössten  und  kleinsten  Ab- 
scheerungskraft  darstellen,  hängt 
ab  —  wie  aus  Gleichung  5)  des 
§  26  zu  ersehen  ist  —  von  den 
beiden  Grössen  @,  3J,  welche 
ihrerseits  Functionen  der  Coordi- 
naten  sc,  y  sind. 

Wenn  @  =  0  und  85  zugleich 
positiv  ist ,  so  wird  am  =  0 
und  2lm  =  3$  =  f).  In  diesem 
Falle  ist  die  Horizontale  die  Richtung  der  grössten  und  die  Ver- 
ticale  die  Richtung  der  kleinsten  (oder  grössten  negativen)  Ab- 
scheerungskraft.    Eine  solche  Lage  nimmt  das  Achsen- System  an, 

erstens:  in  jedem  Punkte 
des  Verticalschnitts  an 
denjenigen  Stellen,  wo 
die  elastische  Linie  ihre 
Wendepunkte  hat,  weil 
an  diesen  Stellen  das 
Biegungsmoment  Null 
ist;  zweitens:  in  jedem 
Punkte  der  Achse  des 
Balkens,  weil  in  der 
neutralen  Faserschicht 
keine  Biegungsspannung 
stattfindet.  Bei  nega- 
tivem Werthe  von  3$ 
würde  die  verticale  Achse 
die  Richtung  der  grössten  und  die  horizontale  Achse  die  Rich- 
tung der  kleinsten  (oder  grössten  negativen)  Abscheerungskraft 
darstellen. 

Wenn  33  =  0  ist,  so  wird  am  =  45°  und  2lm  =  ^  ©.  In  diesem 
Falle  bildet  jede  der  beiden  Achsen  einen  Winkel  von  45°  mit  der 
Horizontalen.  Eine  solche  Lage  wird  das  Achsen -System  an- 
nehmen, erstens:  in  dem  höchsten  und  in  dem  tiefsten  Punkte 
eines  jeden  Verticalschnitts,  weil  (nach  Fig.  124  und  Fig.  126)  die 
Grösse  93  nach  oben  und  nach  unten  hin  bis  auf  Null  abnimmt; 
zweitens:  in  jedem  Punkte  des  Verticalschnitts  an  solchen  Stellen 
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der  elastischen  Linie,  wo  das  Biegungsmoment  9K  ein  Maximum 

oder  Minimum  wird,  weil  an   solchen  Stellen  —7—  =  0,  folglich 

auch  V=0  ist.  Wenn  @  positiv  ist,  so  bildet  die  von  rechts 
nach  links  ansteigende  Achse  die  Richtung  der  grössten,  die  von 
links  nach  rechts  ansteigende  die  Richtung  der  kleinsten  (oder 
grössten  negativen)  Abscheerungskraft.  Bei  negativem  Werthe  von 
©  würden  die  beiden  Achsen  ihre  Bedeutungen  mit  einander  ver- 
tauschen, d.  h.  es  würde  die  nach  rechts  ansteigende  die  Richtung 
der  grössten  und  die  nach  links  ansteigende  die  Richtung  der 
kleinsten  (oder  grössten  negativen)  Abscheerungskraft  darstellen. 


§  28. 
Maxima  und  Minima  der  Normalspannungen. 

Ausser  dem  längs  der  Hypotenuse  wirkenden  Abscheerungs- 
widerstande  äds  wird  durch  die  in  Fig.  130  dargestellten  Kräfte 
auch  noch  ein  normal  zu  der  Hypotenuse  gerichteter  Widerstand 
hervorgerufen.     Wenn  mit  9i  der  Normalwiderstand  pro  Längen- 
einheit    des     Hypote- 
Pig.  133. 

«Ar 


8S.dx=.$).dx 


nusenschnitts  bezeich- 
net wird,  so  ist  91  ds 
der  gesammte  Normal- 
widerstand ,  welcher 
einer  Trennung  der 
beiden  Hälften  des 
rechteckigen  Balken- 
Elements  entgegen- 
wirkt. Indem  man  auf 
die  rechtwinkelig  zu  der 
Hypotenuse  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  gerichteten  Seitenkräfte 
des  in  Fig.  133  dargestellten  Kräfte-Systems  die  allgemeinen  Gleich- 
gewichts-Bedingungen  anwendet,  gelangt  man  zunächst  zu  der 
folgenden  Gleichung: 

1)  9Jds  =  gScZy  cos  ex  -\-  93dx  sin  a  -f-  <&>dy  sin  a, 

welche  auf  beiden  Seiten  durch  ds  dividirt  in  die  folgende  Form 
gebracht  werden  kann: 

2)  9i  =  235  sin  et  cos  a  -|-  @  sin  a2     oder: 

3)  5R  =  35  sin  2a  -f  £@  (1  —  cos  2a). 
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Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  nach  welcher  man  für 
jeden  Werth  von  a  den  zugehörigen  Werth  von  sJi  berechnen  kann, 
dass  5R  =  @  wird  für  ex  =  90°,  und  dass  91  ==  0  wird  für  a  =  0 
(entsprechend  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  in  den  Hori- 
zontalschnitten keine  Normalspannungen  stattfinden). 

Um  denjenigen  Winkel  a  =  an  zu  finden,  für  welchen  9i  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten 
von  5R  nach  a  genommen  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält 
dann  die  Gleichung: 

4)  -^  =  0==2S3cos2an-{-@sin2an    oder: 
da 

5)  tg2«.  =  _    *   • 

Um  denjenigen  Werth  31  =  9im  zu  finden,  welchen  die  Normal- 
kraft 31  annimmt,  wenn  a  =  an  wird,  hat  man  der  allgemeinen 
Gleichung  3)  zunächst  die  folgende  Form  zu  geben: 

6)  31  =  £<g  -f  cos  2a  (SJ  tg  2a  —  i@)     oder: 

^+Kl  +  (tg2a)2 
und  hierin  für  tg  2  a   den  in  Gleichung  5)   für  tg  2an  gefundenen 
Werth  zu  substituiren.     Man  erhält  dann  für  3lm  die  Gleichung: 

8)  %_=84®  +  —»— oder: 

9)  5Rm  =  i@±Kä32  +  (i©)2. 

Zwischen  den  Grenzen  0°  und  180°  giebt  es  zwei  um  90° 
von  einander  verschiedene  Werthe  des  Winkels  a,  welche  der 
Gleichung  5)  Genüge  leisten.  Dem  einen  entspricht  das  Maximum, 
dem  andern  das  Minimum  von  %  und  nach  Gleichung  9)  ist: 

10)  5R(inax)  =  i ©  +  V&'+ÜW,  . 

11)  ^min,  =  ±@-V^2+(i©)2- 

Die  Frage:  welchem  von  jenen  beiden  Werthen  des  Winkels 
an  das  Maximum  und  welchem  das  Minimum  von  31  entspricht, 
kann  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Gleichung  3)  leicht  beantwortet 
werden. 

Bei  Vergleichung  der  in  diesem  Paragraphen  gefundenen 
Gleichungen    mit    den   in   §  26    gefundenen    erkennt    man,    dass 
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zwischen  den  Grössen  8lm,  ocm  einerseits  und  den  Grössen  9tm,  an 
andrerseits  die  Beziehungen  stattfinden: 

12)  ^m  =  i©±Mn, 

13)  tg2«n  =  ,-^. 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Flächen  der  grössten 
und  kleinsten  Normalspannungen  Winkel  von  45°  einschliessen 
mit  den  Flächen  der  grössten  und  kleinsten  Abscheerungsspan- 
nungeu.  Aus  den  Gleichungen  9)  des  §  27  ergiebt  sich  zugleich, 
dass  in  den  Flächen  der  grössten  und  kleinsten  Normalspannungen 
die  Abscheerungsspannung  Null  ist. 

§  29. 
Graphische  Darstellung  der  Normalspannungen. 

Um  das  Gesetz,  nach  welchem  9?  mit  a  sich  ändert,  graphisch 
darzustellen,  hat  man  die  allgemeine  Gleichung  3)  des  vorigen 
Paragraphen  zuvor  auf  eine  einfachere  Form  zu  bringen,  indem 
man  die  Winkeldifferenz  et  —  an  mit  ty  bezeichnet  und  dem  ent- 
sprechend den  Werth: 

1)  a  =  a„  +  «} 

in  jener  Gleichung  substituirt.     Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen': 

2)  »  =  i@  +  »  sin(2aB  +  2.})  -  £@  cos(2an  +  26), 

3)  m  =  i@  -f  35  (sin  2 ccn  cos  2ty  -f  cos  2 exn  sin  2^) 

—  £@  (cos  2aB  cos  2ty  —  sin  2an  sin  2<l), 

4)  9t  =  i®  +  35  cos  2aB  (tg  2an  cos  2^  +  sin  2^) 

-*«-»«.(^-**t)- 

Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 
Klammern  stehenden  Factoren  der  letzteren  beiden  Glieder  (nach 
Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen)  einander  gleich  sind,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 

5)  ^  =  ^@4-9Scos2an(tg2ancos2^-f--^^), 

6)   *~ie+»™*L 

J  2        '      sin2a„ 

Wenn  man  hierin  die  Grösse  sin  2a„  ausdrückt  durch  tg2ocn 
und  alsdann  für  letztere  Grösse  den  in  Gleichung  5)  des  vorigen 
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Paragraphen  gefundenen  Ausdruck  substituirt,  so  erhält  man  die 
folgenden  Gleichungen: 

7)  ®  =  ie±*co*2$l  +  (1^)\ 

8)  m  =  *©  +  {VW  +  (*©)2)  cos  24,, 

welcher  letzteren  man  nach  Gleichung  7)  des  §  26  auch  die  ein- 
fachere Form  geben  kann: 

9)  5R  =  i  ©  +  21»  cos  2<|i. 

In  Gleichung  8)  ist  das  Plus-Zeichen  als  gültig  zu  betrachten, 
wenn  unter  an  derjenige  Winkel  verstanden  wurde,  welcher  dem 
Maximum  von  91  entspricht;  das  Minus-Zeichen  dagegen,  wenn 
unter  ocn  derjenige  Winkel  verstanden  wurde,  welcher  dem  Mini- 
mum von  5W  entspricht.  Es  soll  im  Folgenden  der  erstere  dieser 
beiden  Fälle  vorausgesetzt  werden.  Dem  Werthe  ^  =  0  entspricht 
also  das  Maximum  von  9f,  und  für  die  Grösse  2lm  ist  nunmehr 
unter  allen  Umständen  der  positive  Werth  des  Wurzelausdrucks 
in  Rechnung  zu  bringen. 

Aus  Gleichung  9)  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe  der  beiden  Grössen  <|/  und  9J: 

^=      0°  45n  90°  135°  180°, 

Da  äm  positiv  ist  und  stets  grösser  als  £©,  so  wird  das 
Maximum  der  absoluten  Werthe  von  SR,  wenn  ©  positiv  ist,  dem 
Werthe  <J>  =  0,  dagegen,  wenn  ©  negativ  ist,  dem  Weithe  ^  =  90° 
entsprechen.  Die  grösste  Normalspannung  ist  im  ersteren  Falle 
eine  Zug-Spannung,  im  letzteren  eine  Druck-Spannung. 

Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  9J 
mit  <J/  sich  ändert,  würde  man  aus  Fig.  132  ableiten  können, 
indem  man  für  jeden  Punkt  der  dort  gefundenen  Curve  zu  der 
Länge  des  Radiusvectors  die  Grösse  £©  hinzufügt,  und  alsdann 
die  ganze  Figur  in  diejenige  Lage  bringt,  welche  dem  Werthe  des 
Winkels  an  entspricht.  Für  den  Fall ,  in  welchem  ©  =  0  ist, 
würde  also  der  Form  nach  eine  völlige  Uebereinstimmung  statt- 
finden zwischen  den  beiden  Curven,  welche  die  Grössen  SR  und  21 
als  Functionen  des  Winkels  ex  darstellen.    Für  diesen  Fall  wird: 

11)    5»«  =  ±«L  =  ±S, 
d.  h.   an   allen   denjenigen   Stellen,    wo   keine   Biegungsspannung 
stattfindet,  ist  die  grösste  Normalspannung  gleich  der  horizontalen 


'«>  ttz. 
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oder  verticalen  Abscheerungsspannung.  Zu  diesen  Stellen  gehören: 
erstens  alle  Punkte  der  neutralen  Faserschicht,  zweitens  alle  Punkte 
des  Verticalschnitts  an  solchen  Stellen  des  Balkens,  wo  das  Bie- 
gungsmoment Null  ist. 

Form  und  Lage  der  Figur,  welche  die  Grösse  31  als  Function 
des  Winkels  ty  graphisch  darstellt,  werden  verschieden  ausfallen, 
je  nachdem  die  beiden  Grössen  ©  und  35  positive  oder  negative 
Werthe  haben,  und  sind  in  dieser  Beziehung  folgende  vier  Fälle 
zu  unterscheiden. 

Erster  Fall  (Fig.  134).  ©  und  35  sind  beide  positiv.  Der 
Winkel  an,    für  welchen   31   ein  positives   Maximum  wird,   liegt 

Fig.  134.  Fig.  135. 


zwischen  45°  und  90°.  Die  Grösse  %max)  bildet  zugleich  das 
Maximum  der  absoluten  Werthe  von  31.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Zugspannung. 

Zweiter  Fall  (Fig.  135).     ©  ist  positiv,  35  ist  negativ.     Der 
Winkel  ocn,   für  welchen   31  ein   positives   Maximum   wird,   liegt 
zwischen  90°  und  135°.     Die   Grösse   9?(mM)   bildet  zugleich   das 
Maximum   der  absoluten   Werthe   von  9?.     Die   grösste   Normal 
Spannung  ist  eine  Zugspannung. 

Dritter  Fall  (Fig.  136).  ©  ist  negativ,  35  ist  positiv.  Der 
Winkel  an,  für  welchen  31  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 
zwischen  0°  und  45°.  Das  Maximum  der  absoluten  Werthe  von 
31  wird  durch  die  Grösse  3limia)  gebildet.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Druckspannung. 

Vierter  Fall  (Fig.  137).  ©  und  35  sind  beide  negativ.  Der 
Winkel  an,   für  welchen  31   ein  positives   Maximum   wird,   liegt 

Ritter,  Ingenieur- Mechanik.  7 
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zwischen  135°  und  180°.  Das  Maximum  der  absoluten  Werthe 
von  9J  wird  durch  die  Grösse  %mlD)  gebildet.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Druckspannung. 

In  sämmtlichen  vier  Figuren  ist  der  Halbmesser  des  grösseren 
Kreises  gleich  der  Summe  der  absoluten  Werthe  von  den  beiden 


Fig.  136. 


Fig.  137. 


Grössen  }/ SB2  -|-  (-J-©)2  und  £@;  der  Halbmesser  des  kleineren 
Kreises  ist  gleich  dem  Ueberschusse  des  absoluten  Werthes  der 

Grösse  \Zlß2  -f-  (i®)2  über  den  absoluten  Werth  der  Grösse  £@. 
Als  Anfangsrichtung  mit  „0"  bezeichnet  ist  in  allen  vier  Figuren 
diejenige,  für  welche  9?  $in  positives  Maximum  wird.  Von  dieser 
dem  Werthe  ty  =  0  entsprechenden  Richtung  anfangend,  sind  für 
alle  Werthe  des  Winkels  6  zwischen  0°-  und  180°  die  absoluten 
Werthe  von  9t  auf  der  jedesmaligen  Richtung  des  Radiusvectors 
abgetragen  und  zwar  nach  vorwärts  oder  nach  rückwärts,  je  nach- 
dem SR  eine  positive  oder  negative  Grösse  ist. 


§30. 

Berechnung  der  grossten  Normalspannung  pro  Flächen- 
einheit. . 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  war  mit  dem  Buch- 
staben @  die  Normalspannung  pro  Längeneinheit  des  Vertical- 
schnitts  bezeichnet  für  diejenige  Stelle,  welche  in  der  Höhe  y 
über  der  Neutralen  liegt.  Folglich  ist  <&>dy  die  ganze  Horizontal- 
spannung der  in  diesem  Abstände  von  der  Neutralen  befindlichen 
Faser    von    der   Höhe    oder   Dicke   dy.      Wenn    also    mit  $    die 
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Normalspannung  pro   Flächeneinheit   des   Querschnitts    an    dieser 
Stelle  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  Fig.  138  und  Fig.  139: 

© 

1)  @  .  dy  =  $  .  z  .  dy     oder     $  =  —  ? 

z 

d.  h.  man  findet  die  Spannung  pro  Flächeneinheit,  indem  man  die 
Spannung  pro  Längeneinheit  dividirt  durch  die  Breite  des  Quer- 
schnitts an  der  be- 
Fig.  138.  gt«-139i_     treffenden  Stelle. 

Die  analogen  Be- 

__     Ziehungen       finden 

statt  zwischen   den 

Grössen  %  #,  33,  ä 

einerseits  und  den 
Grössen  11.  f),  ü,  et 
andrerseits,  wenn 
überall  mit  den  ent- 
sprechenden kleinen  deutschen  Buchstaben  die  betreffenden  Span- 
nungen pro  Flächeneinheit  bezeichnet  werden.     Es  ist  also: 

2)  n  =  — ,     ^  =  f-,     Ö  =  T'     a  =  V 

z  z  z  z 

Man  kann  daher  die  in  den  vorigen  Paragraphen  für  die 
Maximalspannungen  pro  Längeneinheit  gefundenen  Resultate  auch 
benutzen  zur  Berechnung  der  Maximalspannungen  pro  Flächen- 
einheit. So  z.  B.  erhält  man  aus  Gleichung  9)  des  §  28,  indem 
man  dieselbe  auf  beiden  Seiten  durch  die  Querschnittsbreite  z 
dividirt,  für  die  grösste  Normalspannung  pro  Flächeneinheit  den 
Ausdruck : 

3)  nm=_S±V»*  +  (W- 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  bereits  erklärt  wurde,  entspricht, 
wenn  $  positiv  ist:  das  Pluszeichen,  dagegen,  wenn  $  negativ  ist: 
das  Minuszeichen  dem  grössten  absoluten  Werthe  von  n.  Wenn 
man  also  dem  Buchstaben  «  die  Bedeutung  des  absoluten  Werthes 
der  Biegungsspannung  beilegt,  so  wird  der  grösste  absolute  Werth 
von  it  unter  allen  Umständen  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

4)  tW)=i«+v»1 +  (*«)*: 

Für  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnitts  würde  (nach  §  25, 
Gleichung  4)  die  Grösse  ü  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

5)    »  =  »o(l-|^ 

7* 
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in  welcher  für  die  Grösse  ü0,  als  grösste  verticale  oder  horizon- 
tale Abscheerungsspannung  pro  Flächeneinheit,  der  aus  §  25, 
Gleichung  3)  zu  entnehmende  Werth: 

zu  substituiren  ist.  Die  grösste  Biegungsspannung  des  Quer- 
schnitts hat  in  diesem  Falle  (nach  §  2,  Gleichung  16)  den  Werth : 

und  die  Biegungsspannung  in  der  Höhe  y  über  der  Neutralen  hat 
die  Grösse: 

8)    «  =  S.»-. 
w 

Die  allgemeine  Gleichung  für  die  grösste  Normalspannung 
pro  Flächeneinheit  nimmt  also  für  den  rechteckigen  Querschnitt 
die  Form  an: 

w  1 

Wenn  man  hierin  abkürzungsweise  das  Verhältniss    4  =  — 

und  das  Verhältniss  —  =  <p  setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung 

auch  die  folgende  Form  geben: 

io)  «i|ä=i9+y(L=Ay+(i?).. 

Diese  Gleichung  kann  man  nunmehr  benutzen,  um  die  grösste 
in  dem  Verticalschnitte  überhaupt  vorkommende  Normalspannung 
aufzusuchen  und  dieselbe  zu  vergleichen  mit  der  grössten  Biegungs- 
spannung des  Verticalschnitts.  Für  den  Fall,  in  welchem  n  =  1 
ist,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  die  nachfolgend  zusammen- 
gestellten Zahlen  werthe : 

9=0  0,1      0,2      0,3      0,4      0,5      0,6      0,7      0,8      0,9      1, 

5^=1  1,041  1,065  1,072  1,063  1,041  1,007  0,968  0,939  0,938  1. 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  für  n  =  1  die  grösste  Normalspan- 
nung nahezu  in  allen  Punkten  des  Verticalschnitts  gleiche  Werthe 
hat,  und  dass  dieselbe  in  allen  diesen  Punkten  nur  wenig  ab- 
weicht von  der  grössten  Biegungsspannung.  Der  grösste  Werth 
von  n(raax)  entspricht  einem  Werthe  von  <p,  welcher  zwischen  0,2 
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und  0,3    liegt,    nämlich    dem   Werthe   <p  =  0,294,    für   welchen 
1W)  =  1,073  .  8  =  1,073  .  ü0  wird. 

Der  bei  obiger  Tabelle  angenommene  Werth  n  =  1  entspricht 
dem  Falle,  in  welchem  ü0  =  S  ist.  Nach  Substitution  der  aus 
den  Gleichungen  6)  und  7)  zu  entnehmenden  Ausdrücke  erhält 
man  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 


ii) 


V    _QWl 

$bh        bh1  ' 


Mg.  140. 


Wenn  man  hierin  die  Werthe  V=  K  und  Wl  —  Kl  substituirt 
entsprechend  dem  in -Fig.  HO  und  Fig.  MI  dargestellten  Falle  — 

so  erhält  man  die  Gleichung: 
^6.141.  K  &KI      ,       .        ., 

1Vjbh=Mr°d<ili- 
Es  muss  also  die  Länge  des 
Balkens  ein  Viertel  der  Höhe 
betragen,  wenn  t>0  =  S  sein  soll. 
In  diesem  Falle  ist  die  grösste 
Normalspannung  an  den  drei 
Stellen  A,  £,  C  gleich  gross 
und  zwar  von  derselben  Grösse 
wie  die  grösste  Biegungsspannung 
oder  die  ihr  gleiche  grösste  Ab- 
scheerungsspannung.  Die  grösste 
in  dem  Balken  überhaupt  vor- 
kommende Normalspannung  findet  an  den  beiden  Stellen  D  und 
E  statt  und  ist  um  etwa  7  Procent  grösser  als  S  oder  n0.  Die- 
selbe ist  bei  D  eine  Zug-Spannung  und  bei  E  eine  Druck-Spannung 
von  der  Grösse: 

13)  n(m„)  =  1,073  .  8  =  1,073  .  n0. 

Die  Lage  der  Flächen,  in  welchen  an  den  verschiedenen  Stellen  des 
Yerticalschnitts  die  Normalspannung  ihren  grössten  Werth  erreicht,  kann  mit 
Hülfe  der  Gleichung  5)  des  §  28  bestimmt  werden,  welche  auf  der  rechten 
Seite  im  Zähler  und  Nenner  durch  die  Querschnittsbreite  dividirt  die  Form 
annimmt: 

14)  «,»»—>=-  2M1-?')  =_10Z1^. 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  den  Fall  n  =  1  oder  für  den 
Verticalschnitt  BC  in  Fig.  141  die  nachfolgend  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe : 
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<p  =  +  i       +|      o        -l-i 

tg2otu  =        0       —0,75    —  oo        +0,75         0 
aB  (Zugsp.)  =      90°      71°  34'        45°        18°26'        0° 
a„  (Drucksp.)  =    180°     161°  34'      135°      108°26'      90° 
Oberhalb  der  Neutralen  ist  es  die  Zugspannung,  unterhalb  derselben  ist  es 
die   Druckspannung,    welche    den    grössteh    absoluten   Werth    der    Normal- 
spannung repräsentirt. 

Wenn  man  für  andere  Werthe  von  n  die  obige  Rechnung 
wiederholt,  so.  findet  man,  dass  der  grösste  Werth  von  n(lMX)  immer 
entweder  genau  oder  wenigstens  nahezu  übereinstimmt  mit  dem 
grössten  der  beiden  Werthe  S  und  ö0.  Für  den  Fall  n  =  1  be- 
trägt der  mit  dieser  Annahme  verbundene  Fehler  —  wie  obige 
Tabelle  zeigt  —  nur  etwa  7  Procent.  Noch  kleiner  wird  derselbe 
für  andere  Werthe  von  w.  Man  darf  daher  bei  practischen  An- 
wendungen ohne  Bedenken  in  allen  Fällen,  wo  l  grösser  ist  als 
^A,  die  grösste  Biegungsspannung: 

15)    SaslF' 

und  in  allen  Fällen,  wo  l  kleiner  ist  als  ^ä,  die  grösste  (verticale 
oder  horizontale)  Abscheerungsspannung: 

lß)  D»=w 

als  grösste  in  dem  Balken  überhaupt  vorkommende  Normalspan- 
nung pro  Flächeneinheit  betrachten. 

§  31. 

Berechnung  der  erforderlichen  Querschnittsdimensionen  für 

Blechträger. 

Wenn  man  in  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  3  =  d  =  |x 
setzt,  so  erhält  man  für  die  grösste  Normalspannung  pro  Flächen- 
einheit den  Werth: 

1)    «,«,,  =  V  j  g-  +  V1  +  (4)1  =  1'618  *  «*• 
Für  den  in  Fig.  142  dargestellten  Blechträgerquerschnitt  darf 
bei  geringer  Stärke  der  Blechwand  und  geringer  Höhe  des  Flan- 
schenquerschnitts   (nach    §  25,    Gleichung  6)    annäherungsweise 

SS  =  3S0  =  -j-  gesetzt  werden,  oder: 

2)  »  =  xr 


bh 
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An  der  oberen  oder  unteren  Grenze  des  Verticalschnitts  der 
Blechwand,  also  da,  wo  dieselbe  an  die  Flanschen  grenzt,  ist  die  Bie- 
gungsspannung nahe- 
Fig.  142.  Fig.  143.  zu  gleich  der  grössten 

F  111     in  den  Flanscheuquer- 


<b 


schnitten  selbst  statt- 
findenden   Biegungs- 
spannung, und  (nach 
P    §25,  Gleichung  7)  ist 

'_ Ipl    dieselbe  annäherungs- 

illimiiiWllill  4I^|    weise    zu    berechnen 

i*^     aus  der  Gleichung: 

pl  *)    *  —  Fh 

Bei  dem  in  Fig.  143  dargestellten  Biegungszustande  des  Bal- 
kens erreichen  sowohl  die  Verticalkraft  V  als  auch  das  Biegungs- 
moment 3K  in  dem  Verticalschnitte  BAC  ihr  Maximum.  Es  ist 
nämlich  für  diesen  Querschnitt: 

4)     V=pl        und        5)    a»  =  J^-. 

Die  grösste  in  dem  Balken  vorkommende  Normalspannung 
ist  daher  in  diesem  Verticalschnitte  zu  suchen,  und  zwar  findet 
dieselbe  an  den  beiden  Stellen  B  und  C  statt,  wo  die  Blechwand 
an  die  Flanschen  grenzt,  insofern  an  diesen  Stellen  dia  grössten 
Werthe  von  ü  und  $  zusammentreffen.  Wenn  also  die  Quer- 
schnittsdimensionen des  Balkens  so  gewählt  worden  wären,  dass 
an  diesen  Stellen  die  Grössen  $  und  t>  eine  jede  für  sich  allein 
schon  die  Grösse  S  der  practisch  zulässigen  Spannung  erreichten, 
so  würde  der  Balken  zu  schwach  sein,  da  in  diesem  Falle  die 
grösste  Normalspannung  (nach  Gleichung  1)  das  1,618-fache  der 
practisch  zulässigen  Spannung  betragen  würde.  Es  müssten  viel- 
mehr die  Querschnittsdimensionen  so  gewählt  werden,  dass  jede 
der  beiden  Grössen  $  und  ö  nur  den  Werth: 

6>  "=ii8=0'618-s 

an  jenen  Stellen  erreicht,   wenn  die  Grösse  n(in„)  daselbst  gerade 
gleich  S  werden  soll. 

Bei  vorgeschriebener  Höhe  des  Balkens  genügt  die  Berech- 
nung der  beiden  Grössen  b  und  F  zur  Bestimmung  des  erforder- 
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liehen  Querschnitts.  Diese  beiden  Grössen  kann  man  nunmehr 
aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  berechnen,  indem  man  darin 
0  =  t)  =  |x  setzt.    Es  ergeben  sich  daraus  die  Werthe : 

7)    6  =  -£,  8)    F=». 

Hierin  sind  für  die  Grössen  V  und  ÜW  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  5)  angegebenen  Maximalwerte  und  für  die  Grösse  ja  der  in 
Gleichung  6)  angegebene  Werth  zu  substituiren. 

Für  einen  schmiedeisernen  Balken  würde  S=  6  KiL,  also  p.  =  0,618 . 6  = 

3Ki,-,708  zu  setzen  sein.     Wenn  ferner  die  Werthe  l  =  2000mm,  h  =  500mm, 

10     2000  2 
p=  10  Kü.  gegeben  sind,  so  ist:  7  =  10 .2000  =  20000  und  9R  =  w-^y~ 

=  20  000  000  zu  setzen.  Man  erhält  also  aus  den  Gleichungen  7)  und  8) 
die  Werthe:  20000  lniama 

b  =  3,708.500  =10^8' 
„        20000  000         „,*,^„ 
^=  3,708.500  =10800DMI- 
Für  den  ganzen  Inhalt  der  erforderlichen  Querschnittsfläche  ergiebt  sich  hier- 
nach der  Werth: 

J=  2F+  bh  =  2  .  10800  +  10,8  .  500  =  27000Ü»». 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  können  auch  noch  für  andere 
Fälle  zur  Berechnung  des  erforderlichen  Querschnitts  eines  Blech- 
balkens  benutzt  werden  —  für  alle  diejenigen  Fälle  nämlich,  in 
denen  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  und  belastet  ist, 
dass  das  Maximum  des  Biegungsmoments  3W  und  das  Maximum 
der  verticalen  Abscheerungskraft  V  in  einem  und  demselben 
Balkenquerschnitte  zusammentreffen. 

Nach  §  10  (Gleichung  3)  hat  bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten 
Balken  auf  drei  Stützen  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze 
die  Grösse: 

9)  2ß  =  ^, 

und  für  die  verticale  Abscheerungskraft  an  dieser  Stelle  ergiebt 
sich  nach  §  10  (Gleichung  1)  der  Werth: 

10)  V  =  pl  —  K  =  ^pl 

o 

Bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten  Falle  ist  der  über  der 
Mittelstütze  befindliche  Balkenquerschnitt  derjenige,  in  welchem 
das  Maximum  von  3ft  mit  dem  Maximum  von  V  zusammentrifft. 
Wenn  also  ein  solcher  Balken  auf  drei  Stützen  als  prismatischer 
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Blechträger  construirt  werden  soll,  so  hat  man  für  die  Grössen 
9K  und  V  die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  angegebenen  Werthe 
zu  substituiren  und  kann  im  Uebrigen  die  Berechnung  der  er- 
forderlichen Querschnittsdimensionen  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
dem  in  Fig.  143  dargestellten  Falle  ausführen. 

Wenn  z.  B.  die  Werthe  p  =  10  Kil.  und  l  =  100000nUD  gegeben  sind, 
so  wird: 

3tt=  10.1000002  ^^SOOOOOOOO  und  V  =  |- .  10  .  100  000  =  625  000. 
o  o 

Wenn  ferner  Ä  =  10000mm  gegeben  ist,  und  wie  bei  dem  vorigen  Zahlen- 
beispiele wiederum  die  für  Schmiedeisen  geltenden  Zahlenwerthe  S  =  6  Kil., 
(jt  =  S^^OS  gesetzt  werden,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  7)  und  8) 
resp.  die  Werthe:  625000  temmQa       A 

6==  3,708. 10000  =  16m"86  md 
12500000000  = 
3,708.10000        öö   ll 
Für  den  ganzen  Flächeninhalt  des  erforderlichen  Querschnitts  ergiebt  sich 
hiernach  der  Werth: 

J=  2  .  337110  +  16,86  .  10000  =  842820O™». 

§  32. 

Minimum  der  erforderlichen  Qnerschnittsfläche. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Berechnungsweise  war 
auf  die  Voraussetzung  gegründet,  dass  an  der  Stelle,  wo  die 
grösste  Normalspannung  stattfindet,  die  beiden  Spannungen  $  und 
t>  gleiche  Grösse  haben  sollten.  Diese  Voraussetzung  war  eine 
willkürliche;  der  vorgeschriebenen  Bedingung:  dass  an  jener  Stelle 
it(m»x)  =  S  werden  soll,  kann  auch  noch  auf  andere  Weise  Genüge 
geleistet  werden. 

Nach  Gleichung  4)  des  §  30  würde  die  eben  genannte  Be- 
dingung auszudrücken  sein  durch  die  Gleichung: 

i)  s^ie  +  V^+TW- 

Wenn  man  diese  Gleichung  quadrirt  (nachdem  zuvor  das  Glied 
-£$  auf  die  linke  Seite  gebracht  worden),  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

2)    /S2  —  £.«  =  d2, 
welche  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  des 
vorigen  Paragraphen  für  die  Grössen  u  und  £  zu  entnehmenden 
Werthe  die  folgende  Form  annimmt: 

D)    °         Fh  ~b2h2 
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Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man  für  die  Grösse  F 
den  Werth: 

v  S2h2b2  —  V2 

Aus  dieser  Gleichung  würde  man  die  Grösse  F  berechnen 
können,  wenn  die  Grösse  b  schon  bekannt  wäre.  Die  zur  Be- 
stimmung der  Grösse  b  noch  erforderliche  zweite  Gleichung  kann 
man  sich  dadurch  verschaffen,  dass  man  noch  die  Bedingung 
hinzufügt:  es  soll  die  Grösse: 
5)  J=2F+bh, 
als  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts,  zugleich  ein  Minimum 
werden. 

Um  diese  letztere  Bedingung  durch  eine  Gleichung  auszu- 
drücken, hat  man  zunächst  den  oben  für  F  gefundenen  Werth 
in  Gleichung  5)  zu  substituiren,  welche  dann  die  Form  annimmt: 

und  hierauf  den  Differentialquotienten  -j—  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

<)  (S>h2b2—  v*y        ~  +Ä  —  v> 

welche,   als   Gleichung  vierten  Grades   nach   Potenzen  von  b  ge- 
ordnet, auch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

8)    b   ~s^^'b   --S3T"--6  +  ^F  =  °- 
Aus  dieser  Gleichung  ist  zunächst  die  Grösse  b  zu  bestimmen. 
Nach    Substitution    des    gefundenen   Werthes    kann    alsdann    die 
andere  unbekannte  Grösse  F  aus  Gleichung  4)  berechnet  werden. 

Bei  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  war  &=6Kil., 
h  =  500""»,  V  =  20000,  W  =  20000000.  Nach  Substitution  dieser  Zahlen- 
werthe  nimmt  die  Gleichung  8)  folgende  Form  an: 

b*  —  89  .  62  —  2370  .  b  +  1975  =  0. 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man  für  die  Stärke  der  Blech- 
wand den  Werth :  6  =  15mn,,4.  Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  4) 
substituirt,  so  erhält  man  für  den  erforderlichen  Flanschenquerschnitt  den 
Werth :  F  =  8204ömra.  Der  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde 
hiernach  die  Grösse  erhalten: 

J  =  2  .  8204  +  15,4  .  500  =  24 108O»», 
also  28920mm  weniger  betragen  als  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Werth. 
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Bei  dem  zweiten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  war  8  =  6  Kil., 
Ä  =  10000mn\  V=  625000,  9K  =  12  500  000  000.  Nach  Substitution  dieser 
Zahlenwerthe  nimmt  die  Gleichung  8)  die  folgende  Form  an: 

bA  -  217  .  62  -  9042  .  b  +  11 774  =  0. 
Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  die  erforderliche  Stärke  der  Blech- 
wand den  Werth  6  =  24mm,  und  nach  Substitution  desselben  erhält  man 
aus  Gleichung  4)  für  den  erforderlichen  Flanschenquerschnitt  den  Werth: 
F  =  256  6900™.  Der  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde  hier- 
nach die  Grösse  erhalten: 

J=  2  .256  690  +  24  .  10000  =  753  3800™, 

weniger  betragen  als  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundene 


also  89440O* 
Werth. 


§  33. 


Grösste  Normalspannung  im  Bleehbalken  auf  zwei  Stützen. 

In  den  vorigen  beiden  Paragraphen  wurde  gezeigt,  wie  der 
erforderliche  Querschnitt  eines  Blechbalkens  für  den  allerungün- 
stigsten  Fall  zu  berechnen  ist  —  für  denjenigen  Fall  nämlich,  in 
welchem  das  Maximum  des  Biegungsmoments  ÜW  und  das  Maximum 
der  verticalen  Abscheerungskraft  V  in  einem  und  demselben  Balken- 
querschnitte zusammentreffen.  In  diesem  Falle  erreichen  die  Span- 
nungen $  und  ü  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Blechwand 
ihre  Maximalwerthe ;  es  musste  daher  jeder  einzelne  derselben 
kleiner  sein  als  die  practisch  zulässige  Spannung  S,  wenn  die 
grösste  Normalspannung  selbst  gleich  S  werden  sollte. 

Einen  Gegensatz  zu  jenem  ungünstigsten  Falle  bildet  der  in 
Fig.  144  und  Fig.  145   dargestellte  Fall  eines   an  beiden   Enden 

unterstützten    Blech- 
pig'145-  balkens    mit    gleich- 

förmig über  seine 
Länge  vertheilter  Be- 
lastung. Hier  erreicht 
das  Biegungsmoment 
2W  seinen  grössten 
Werth: 

i)  ».=£ 


* 


B 
A 

1 

ih 

«_..4__£r£„. 

c 

D 

A 

H**HH*i 

nullit 

L 

zpl 


in  der  Mitte  des  Bal- 


kens, und  an  dieser  Stelle  ist  zugleich  die  verticale  Abscheerungs- 
kraft V  gleich  Null.  Die  Grösse  V  dagegen  erreicht  ihren  grössten 
Werth: 
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2)     V^pl 
an  den  beiden  Enden  des  Balkens,  und  an  diesen  Stellen  ist  zu- 
gleich das  Biegungsmoment  9Ä  gleich  Null.     Es  trifft  daher  der 
Maximalwerth  der  Biegungsspannung  $,  nämlich  der  Werth: 

ö)    *•  -  Fh 
mit  dem  Werthe  0  =  0  zusammen,  und  der  Maximalwerth  von  0, 
nämlich  der  Werth: 

4)  "•=-& 
trifft  mit  dem  Werthe  5  =  0  zusammen.  In  diesem  Falle  darf 
daher  jede  der  beiden  Grössen  $,  und  ö,'  unmittelbar  gleich  der 
practisch  zulässigen  Spannung  S  gesetzt  werden.  Für  die  Grössen 
F  und  b  ergeben  sich  hiernach  aus  den  obigen  Gleichungen  die 
Werthe: 

M     TP       M»         VP 

5)  F=-sh  =  2sr 

Um  zu  beweisen,  dass  bei  Annahme  solcher  Querschnitts- 
dimensionen die  grösste  Normalspannung  an  keiner  Stelle  des 
Balkens  grösser  wird  als  die  practisch  zulässige  Spannung  Ä,  hat 
man  die  allgemeine  Gleichung  abzuleiten  für  die  grösste  in  irgend 
einem  beliebigen  Verticalschnitte  stattfindende  Normalspannung. 
In  dem  Abstände  x  von  der  Mitte  haben  die  Grössen  3Ä  und  V 
resp.  die  Werthe: 

7)  a»=F(il^!.),      8)  v=px. 

Die  grössten  Biegungsspannungen  in  den  verschiedenen  Quer- 
schnitten verhalten  sich  wie  die  Werthe  des  Biegungsmoments  ÜW, 
und  die  grössten  verticalen  Abscheerungsspannungen  verhalten 
sich  wie  die  Werthe  der  ganzen  Verticalkraft  V.  Wenn  also  mit 
8  und  ö  die  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  resp.  die  grösste 
Biegungsspannung  und  die  grösste  verticale  Abscheerungsspannung 
im  Abstände  x  von  der  Mitte  annehmen,  so  ist: 

9>      *   -  3»  -  iP(fi-«')  -i        *', 

;    «,  ~  a»,  ~      $pP  i* 

lu;    o,       vt      pl       i 
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Da  $t  =  ö,  =  S  angenommen  wurde,  so  ergeben  sich  für  die 
Grössen  $  und  i>  resp.  die  Werthe: 

11)    «  =  s(l- -£-),  12)    D  =  Sf 

Die  grösste  in  dem  betreffenden  Verticalschnitte  vorkommende 
Normalspannung  findet  an  den  Stellen  P  und  Q  statt,  wo  die 
Blech  wand  an  die  Flanschen  grenzt,  und  nach  Gleichung  4)  des 
§  30  hat  dieselbe  die  Grösse: 

13)    n{m.x)  =  ^  +  ViTT'(W' 
Wenn  man  hierin  die  obigen  Werthe  für  $  und  D  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

14)  n(M1)  =  IS  (l  -  pj  +  j/(Sy)'  +  [±S  (l  -  ffi  oder: 

15)  „(_)  =  ^jl--fl+V/4^-  +  (l--^j2J- 

Der   Ausdruck   unter   dem   Wurzelzeichen    ist    das   Quadrat  von 

x2 
1  -f-  -«-  •     Es  ^  a^80 : 

16)    *«,  =  iS|l--£-  +  l  +  -£-|  =  & 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  n(roÄX)  unabhängig  ist  von  x, 
und  dass  längs  des  ganzen  Umfangs  AB  CD  der  rechteckigen 
Blechwand  die  grösste  Normalspannung  überall  den  constanten 
Werth  S  hat.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  hieraus,  dass  man  an 
keiner  Stelle  des  Balkens  die  Querschnittsdimensionen  vermindern 
kann,,  ohne  dass  die  practisch  zulässige  Spannung  überschritten 
wird.  Obwohl  die  Biegungsspannung  in  den  Flanschen  von  der 
Mitte  nach  den  Enden  hin  allmählich  bis  auf  Null  abnimmt,  so 
muss  trotzdem  der  Querschnitt  derselben  an  allen  Stellen  dieselbe 
Grösse  haben  wie  in  der  Mitte,  weil  sonst  —  zwar  nicht  in  den 
Flanschen  selbst,  wohl  aber  —  in  der  Blechwand  an  den  Stellen, 
wo  dieselbe  mit  den  Flanschen  verbunden  ist,  die  grösste  Normal- 
spannung grösser  werden  würde  als  die  practisch  zulässige  Span- 
nung. Der  in  Fig.  145  dargestellte  prismatische  Blechbalken  ist 
daher  in  gewissem  Sinne  als  „Balken  von  gleichem  Widerstände" 
zu  betrachten,  insofern  die  grösste  Normalspannung  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  Grösse  hat. 

Wenn  z.  B.  ein  schmiedeiserner  Blechbalken  von  4  Metern  Länge  und 
0,5  Metern  Höhe   eine  gleichförmig  über  seine   Länge  vertheilte   Belastung 
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von  48000  Kil.  zu  tragen  hat,  so  würde  man  zur  Bestimmung  der  erforder- 
lichen Querschnittsdimensionen  in  den  Gleichungen  5)  und  6)  die  Werthe: 
8  —  6  Kil.,  I  =  2000mm,  h  =  500n,m,  p  =  12  Kil.  zu  Substituten  haben.  Man 
erhält  dann  die  Werthe: 

12.20002  onnnnmm  A       *  12.2000  Qma 

F=   2.6.500  ==8000Dm       UDd     &  =  -y^ör==8mm- 
§  34. 

Berechnung  der  erforderlichen  Anzahl  von  Nietbolzen 
in  den  Nietfngen. 

In  den  horizontalen  Nietfugen  sind  es  lediglich  die  horizon- 
talen Abscheerungskräfte,  welche  die  Abscheerungswiderstande  der 
Nietbolzen  in  Anspruch  nehmen,  da  nach  der  in  §  26  gemachten 
Voraussetzung    die   Normalkräfte   in  den   Horizontalfugen    gleich 

Null  sind  (Fig.  146).  Wenn 
also  mit  n  die  pro  Längen- 
einheit der  Nietfuge  erfor- 

»$«93   derliche   Anzahl    von   Niet- 

bolzen  bezeichnet  wird,  mit 
d  der  Durchmesser  des  Niet- 
bolzens und  mit  £  die  prac- 
tisch  zulässige  Abscheerungsspannung  pro  Flächeneinheit  des  Niet- 
querschnitts,  so  ist  die  Zahl  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)    „.5.^1  =  35. 

Es  ist  hierbei  einseitige  Vernietung  vorausgesetzt,  d.  h.  eine 
solche  Vernietungsweise,  bei  welcher  an  jedem  Nietbolzen  nur  in 
einem  Querschnitte  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  in  Anspruch 
genommen  wird.  (Wenn  statt  dessen  die  Vernietung  so  beschaffeh 
ist,  dass  bei  jedem  Nietbolzen  gleichzeitig  in  zwei  Querschnitten 
der  Widerstand  gegen  Abscheerung  in  Anspruch  genommen  wird, 
so  braucht  die  Zahl  der  Nietbolzen  nur  halb  so  gross  zu  sein.) 

Für  schmiedeiserne  Nietholzen  würde  8  =  4  Kil.  zu  setzen  sein.  Bei 
dem  in  §  32  als  zweites  Zahlenbeispiel  gewählten  Falle  des  Blechbalkens  auf 
drei  Stützen  war  ä  =  10000m,n  angenommen,  und  für  die  verticale  Abschee- 
rungskraft  unmittelbar  neben  der  Mittelstütze  der  Werth  F=  625  000  Kil. 
gefunden.    Nach  §  25  (Gleichung  6)  ist  also : 

V  _  625000        „o*™ 

Wenn  also  der  Durchmesser  jedes  Nietbolzens  20  Millimeter  betragt,  so 
ist  die  Zahl  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
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n.4 


20a  .  3,14 


62,5    oder    »  =  0,0497. 


Es  müssen  also  in  der  Nahe  der  Mittelstütze  die  Nietbolzen  der  hori- 
zontalen Nietfugen  so  nahe  bei  einander  gesetzt  werden,  dass  circa  50  Niet- 
bolzen auf  die  Länge  eines  Meters  kommen. 

Bei  den  verticalen  Nietfugen  ist  es  —  ftie  Fig.  147  zeigt  — 
die  Mittelkraft  von  den  beiden  Kräften  33  und  @,  also  die  Kraft: 

Fig.  147. 


6_ 


2P 


2)  »  =  K®2  +  @2  =  »M  + 


®2 

äs2 


.6 


welche  die  Abscheerungswiderstände 
der  Nietbolzen  in  Anspruch  nimmt. 
Wenn  also  mit  v  die  pro  Längeneinheit 
der  verticalen  Nietfuge  erforderliche 
Anzahl  von  Nietbolzen  bezeichnet  wird, 
so  ist: 

zu  setzen,  und  nach  Gleichung  1)  hat 


das  Verhältniss  der  beiden  Nietzahlen  die  Grösse: 
4) 


« 


Da  nach  §  30  statt  ~r  auch  —  gesetzt  werden  darf,  so  kann 
man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

Hierin  bedeutet  n  die  pro  Längeneinheit  erforderliche  Anzahl 
der  Nietbolzen  für  eine  an  derselben  Stelle  der  Blechwand  befind- 
liche horizontale  Nietfuge. 

Bei  dem  in  §  32  als  zweites  Zahlenbeispiel  berechneten  Blechbalken 
auf  drei  Stützen  war  Ä  =  10000n,m,  b  =  24mm,  F  =  256  690O«"»,  und  in 
denl  Vertical schnitte  unmittelbar  neben  der  Mittelstütze  war  V  =  625  000, 
El  =  12  500000000.  Nach  den  Gleichungen  2)  und  3)  des  §  31  haben  die 
Spannungen  der  Blechwand  in  diesem  Vertical  schnitte  an  der  Stelle,  wo  die 
Blechwand  an  die  Flanschen  grenzt,  die  Werthe: 

-  62500°     =2,608, 


24.10000 

12500000000 

256  690.10000 


=  4,87, 
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und  wenn  man  dieselben  in  Gleichung  5)  substituirt,  *o  erhält  man  für  das 
Verhältniss  der  beiden  Nietzahlen  den  Werth: 


i-Y 


'+S=a'u8' 


Für   dieselbe   Stelle   war  im   vorigen  Zahlenbeispiele  n  =  0,0497  gefunden ; 
folglich  ist  v  =  2,118  .  0,0497  =  0,105. 

Da  in  der  neutralen  Faserschicht  8  =  0  ist,  so  wird  für  die  Mitte  der 
verticalen  Nietfuge  v  =  n.  Es  muss  also  die  Zahl  der  Nietbolzen  pro  Längen- 
einheit der  verticalen  Nietfuge  von  der  Mitte  nach  oben  und  unten  hin  all- 
mählich zunehmen,  und  zwar  von  50  Nietbolzen  pro  Meter  bis  auf  105  Niet- 
bolzen pro  Meter. 

Für  eine  um  den  Winkel  et  gegen  die  Horizontale  geneigte 
Nietfuge  würde  nach  Fig.  133: 

6)    SR=|/ä24-5R' 

zu  setzen  sein.  Wenn  man  der  Nietfuge  eine  solche  Lage  geben 
wollte,  dass  die  Zahl  der  pro  Längeneinheit  erforderlichen  Niet- 
bolzen ein  Minimum  wird,  so  müsste  man  diejenige  Richtung 
wählen,  für  welche  der  absolute  Werth  von  31  ein  Minimum  wird 
(vergl.  §  29).  Denn  da  für  diese  Richtung  zugleich  21  =  0  ist,^ 
so  wird  auch  die  Mittelkraft  9?  für  diese  Richtung  ein  Minimum. 

§35. 
Berechnung  der  Yerticalständer. 

In  §  26  und  §  28  wurde  bei  Ableitung  der  allgemeinen 
Gleichungen  für  die  Abscheerungsspannungen  und  Normalspan- 
nungen die  Voraussetzung  gemacht:  dass  in  den  Horizontalfugen 
die  Normalspannungen  gleich  Null  sind.  Die  in  den  vorstehenden 
Paragraphen-  gefundenen  Resultate  sind  daher  nur  dann  als  gültig 
zu  betrachten,  wenn  die  in  Fig.  131  mit  3  bezeichnete  Kraft 
überall  gleich  Null  ist.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  von  welcher 
die  Zulässigkeit  jener  Voraussetzung  abhängt,  hat  man  zunächst 
die  allgemeine  Gleichung  für  3  abzuleiten  und  nachher  in  dieser 
Gleichung  3  =  0  zu  setzen. 

Wenn  man  sich  aus  dem  Balken  durch  zwei  nahe  bei  ein- 
ander befindliche  Verticalschnitte  einen  Theil  von  der  Länge  X 
herausgeschnitten  denkt  und  die  algebraische  Summe  der  auf 
dieses  Balkenstück  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so 
erhält  man  nach  Fig.  148  und  Fig.  149  die  Gleichung: 
1)    0=Q  —  AV. 
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Hierin  bedeutet  Q  die  ganze  Belastung  des  Balkenstücks.    Es 
ist  anzunehmen,  dass  diese  Belastung  nach  irgend  einem  Gesetze 

über    die    Höhe    des 
Fig.  148.  Fig.  149.  Fig.  150.         Balkenstücks  vertheilt 

<iAKy(y)  i^  j  un(*  yon  der  Art 
dieser  Vertheilung  wird 
die  Grösse  desjenigen 
Belastungstheils  ab- 
hängen ,  welcher  für 
den  in  Fig.  150  dar- 
gestellten oberen  Theil 
von  der  Höhe  w  —  y 
die  Belastung  bildet. 
Dieser  Belastungstheil 
ist  als  eine  Function 
von#  zu  betrachten  und 
kann  gleich  Q  .f(y) 
gesetzt  werden. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  ,ganze  verticale  Abscheerungs- 
kraft  V  über  die  Höhe  des  Balkens  sich  vertheilt,  wurde  bereits 
in  §  25  aufgefunden  und  graphisch  dargestellt.  Nach  demselben 
Gesetze  vertheilt  sich  auch  die  Kraft  P-f-  AV  über  die  Höhe  des 
Verticalschnitts;  folglich  gilt  dasselbe  Vertheilungögesetz  auch  für 
den  Kraftüberschuss  AV  Der  Bruchtheil  von  AP,  welcher  auf 
den  in  Fig.  150  dargestellten  oberen  Theil  des  Balkenstücks  wirkt, 
ist  daher  ebenfalls  eine  Function  von  y  und  kann  gleich  AP.  9  (y) 
gesetzt  werden.  Wenn  man  nunmehr  für  diesen  Theil  die  alge- 
braische Summe  sämmtlicher  auf  denselben  wirkenden  Vertical- 
kräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  0  =  3^  +  Q./(^)-AF.cp(y), 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  1)  für  AV  zu 
entnehmenden  Werthes  auch  die  Form  geben  kann: 

3)  3- *  =  QMy) -/&)]. 

Wenn  also  3  =  0  se*n  S°H»  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

4)  /(y)  =  <p(y), 

d.  h.  die  Belastung  Q  muss   über  die  Höhe  des  Balkens  nach 
demselben  Gesetze  vertheilt  sein,  welches  in  §  25  für  die  Ver 
theilung  der  Verticalkraft  V  gefunden  wurde. 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  g 
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Fig.  151. 


Bei  einem  Blechbalken  darf  die  Verticalkraft  V  als  gleich- 
förmig über  die  Höhe  des  Verticalschnitts  der  Blechwand  vertheilt 
angenommen  werden.  Die  Gültigkeit  der  in  Bezug  auf  den  Blech- 
balken gefundenen  Resultate  ist  daher -an  die  Bedingung  geknüpft: 
dass  die  einzelnen  Belastungen  desselben  —  sowie  auch  die 
sonstigen  auf  denselben  wirkenden  Verticalkräfte,  wie  z.  B.  die 
vertical  aufwärts  wirkenden  Gegendrücke  der  Stützpunkte  — 
gleichförmig  über  die  Höhe  der  Blechwand  vertheilte  Kräfte  bilden. 
Eine  solche  Vertheilung  der  Belastung  Q  würde 
man  annähernd  dadurch  herbeiführen  können,  dass 
man  dieselbe  in  ngleiche  Theile  zerlegt  und  an  dem 
Verticalstreifen  der  Blechwand  in  verticaler  Reihe 
ebenso  viele  gleichweit  von  einander  abstehende  Niet- 
bolzen anbringt,  an  deren  jedem  ein  Blechtäfelchen 

mit  dem  Belastungstheile  —  aufgehängt  ist  (Fig.  151). 

Wenn  alsdann  alle  diese  Blechtäfelchen  zu  einem 
Körper  vereinigt  werden,  so  nimmt  derselbe  die  Form 
eines  an  die  Blechwand  genieteten  Verticalständers 
an,  welcher  mit  der  Summe  jener  Belastungstheile,  also  mit  dem 
ganzen  Gewichte  Q  belastet  ist,  und  es  kann  nachher  jeder  be- 
liebige Punkt  dieses  Verticalständers  als  Angriffspunkt  jener 
Verticalkraft  gewählt  werden,  ohne  dass  in  dem  Gesetze  der 
Vertheilung  etwas  geändert  wird.      So  z.  B.    dürfte    bei   dem    in 

Fig.  152  dargestellten 
Blechbalken  jene  Be- 
dingung als  erfüllt  be- 
trachtet werden,  obwohl 
für  die  Belastungen  die 
oberen  Endpunkte  und 
für  die  Gegendrücke  der 
Stützpunkte  die  unteren  Endpunkte  der  betreffenden  Veiticalatänder 
die  unmittelbaren  Angriffspunkte  bilden. 

Die  Stärke  des  (prismatisch  vorausgesetzten)  Verticalständers 
muss  so  gewählt  werden,  dass  an  der  Stelle  des  Angriffspunktes 
der  betreffenden  Verticalkraft  die  Spannung  pro  Flächeneinheit 
des  Querschnitts  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung  wird. 
Die  erforderliche  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  den  Vertical- 
ständer  mit  der  Blechwand  verbinden,  findet  man  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  indem  man  die  Summe  der  Abscheerungswiderstände 


Fig.  152. 


iiiiii  t 
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aller  dieser  Nietbolzen  gleich  der  Verticalkraft  setzt,  welche  die- 
selben in  Anspruch  nimmt. 

Bei  dem  in  §  32  und  §  34  als  Beispiel  gewählten  Blechbalken  auf  drei 
Stützen  betrug  der  Gegendruck  der  Mittelstütze  1  250000  Kil.  Da  diese  Kraft, 
an  der  Unterkante  des  Balkens l  ihren  Angriffspunkt  hat,  so  muss  über  der 
Mittelstütze  ein  Vertical Ständer  angebracht  werden,  und  wenn  die  praktisch 
zulässige  Druckspannung  gleich  6  KU.  gesetzt  wird,  so  muss  die  Querschnitts- 

1250000 
fläche  dieses  Verticalständers  — ^—  =  208300  Quadratmillimeter  enthalten. 

Die  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  diesen  Verticalständer  mit  der  Blechwand 
verbinden,  ist  auf  ähnliche  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

n.S.—-  =  12bO0M, 

und  wenn  man  wieder  £  =  4  Kil.,  d  =  20mm  setzt,  so  erhält  man  für  die 
erforderliche  Nietzahl  den  Werth: 

4.1250000 


4  .  20*  .  3,14 


=  995,2. 


>36. 

Brückeubalken  auf  drei  Stützen.    Berechnung  der  grössten 

verticalen  Abscheerungskräfte  mit  Berücksichtigung  der 

mobilen  Belastung. 

In  §  34  wurde  bei  Berechnung  der  erforderlichen  Nietzahlen 
eine  gegebene  constante  Belastung  vorausgesetzt.  Wenn  ausser 
einer  solchen  permanenten  Belastung  noch  eine  (veränderliche) 
mobile  Belastung  vorhanden  ist,  so  hat  man  die  Berechnung  der 
für  eine  bestimmte  Nietfugenstrecke  erforderlichen  Anzahl  von 
Nietbolzen  stets  unter  Voraussetzung  des  ungünstigsten  Belastungs- 
zustandes auszuführen,  d.  h.  man  hat  zuvor  denjenigen  Belastungs- 
zustand aufzusuchen,  bei  welchem  die  Abscheerungswiderstände 
der  an  jener  Stelle  befindlichen  Nietbolzen  am  stärksten  in  An- 
spruch genommen  werden.  Bei  den  horizontalen  Nietfugen  sind 
es  lediglich  die  horizontalen  Abscheerungskräfte,  welche  die  Ab- 
scheerungswiderstände der  Nietbolzen  in  Anspruch  nehmen,  und 
da  für  den  Blechbalken  (nach  §  25): 

i)  $  =  *=-£ 

zu  setzen  ist,  so  würde  man  bei  der  Berechnung  der  Nietzahl  für 
die  horizontale  Nietfuge  zuvor  denjenigen  Belastungszustand  auf- 
zusuchen haben,  bei  welchem  die  Grösse  V  an  der  betreffenden 
Stelle  ihren  Maximalwerth  annimmt. 
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Für  den  Blechbalken  auf  drei  Stützen  kann  man  bei  dieser 
Untersuchung  die  (schon  in  Fig.  60  ausgeführte)  graphische  Dar- 
stellung der  von  einer  Einzellast  Q  hervorgebrachten  Biegungs- 
momente benutzen,  insofern  man  mit  Benutzung  der  Gleichung  1) 
des  §  15  aus  jener  Figur  unmittelbar  die  graphische  Darstellung 
der  von  jener  Belastung  hervorgebrachten  verticalen  Abscheerungs- 
kräfte  ableiten  kann.  Wenn  man  sich  den  Angriffspunkt  der 
Kraft  Q  allmählich  von  einem  Endpunkte  des  Balkens  bis  zum 
anderen  Endpunkte  fortrückend  und  sich  zugleich  für  jede  Lage 
desselben  die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  (Fig.  153 


und  Fig.  154),  sowie  die  aus  derselben  abzuleitende  graphische  Dar- 
stellung der  verticalen  Abscheerungskräfte  (Fig.  155  und  Fig.  156) 
ausgeführt  denkt,  so  kann  man  auf  solche  Weise  leicht  diejenigen 
Strecken  ermitteln,  deren  Belastungen  positive  Beiträge  liefern  zu 
der  verticalen  Abscheerungskraft  an  einer  bestimmten  Stelle  M, 
und  diejenigen  Strecken,  deren  Belastungen  negative  Beiträge  zu 
derselben  liefern.  Man  erkennt  alsdann,  dass  es  die  in  Fig.  157 
und  Fig.  158  dargestellten  Belastungszustände  sind,  bei  denen  die 
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von  der  mobilen  Belastung  an  der  Stelle  M  hervorgebrachte  ver- 
ticale  Abscheerungskraft  Vq  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum 
wird.     Nach  Fig.  158  ist: 


2) 


'«(min)  K 


zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  K  den  aus  der  Gleichung  22)  des 
§  10  zu  berechnenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

16  r         i  ^     p-     v 


3)     Vq 


q  (min)  


Für  das  Maximum  der  Grösse  Vq  ergiebt  sich  aus  Fig.  157  zu- 
nächst der  Ausdruck: 

4)     Vq{mMX)  =  qx-D. 
Der  Gegendruck  der  Endstütze  ist  wieder  nach  der  in  §  10  er- 
klärten Methode  zu  berechnen  und  hat  die  Grösse: 


x 


7  _  16  -f  -f  10 


TT 


und  wenn  man  diesen 
Ausdruck  substituirt  in 
der  vorigen  Gleichung, 
so  erhält  man  für  die 
Grösse  Vq{mmx)  den  Werth: 

O)  ^7(max)  === 


jLji  +  io--- 

Wenn  mit  p  die  per- 
manente Belastung  pro 
Längeneinheit  und  mit 
Vp  der  Beitrag  bezeich- 
net wird,  welchen  zu 
der  ganzen  verticalen 
Abscheerungskraft  an 
der  Stelle  M  die  perma- 
nente Belastung  liefert, 

so  ist  (nach  §  10): 
3 
7)     vp  =  px--gpl 

.Aus  den  Gleichungen 
3),  6),  7)  ergeben  sich 
die  in  nachfolgender  Ta- 
belle zusammengestell- 
ten Zahlenwerthe : 
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X 

X 

=    *         1 

3             1 

8              2 

3 
4 

r  q  (min) 

=  0,4375      0,2263 

0,1492     0,0898 

0,0193 

V 

*  q(m*x) 

ql 

=  0,0625      0,1013 

0,1492     0,2148 

0,3943 

2i 

=  -0,375  —0,125 

0    +  0,125  -) 

-  0,375 

1, 
o, 

0,625, 


Die  Gesetze,  nach  welchen  die  drei  Grössen  Vq{mln),  Vq{mui)1 
Vp  mit  x  sich   ändern,   sind   resp.  in  den  Figuren  159,  160,  161 

für  die  eine  Hälfte  des 
Fig.  162.  Balkens  graphisch  dar- 

gestellt. Die  ganze  ver- 
ticale  Abscheerungs- 
kraft  V  setzt  sich  aus 
den  zwei  Beiträgen  Vq 
und  Vp  zusammen.  Es 
ist  also: 

U6t        ®)     M«in)=  Vq{min)-\-Vp, 
9)    r(max)  =  Vj(n„)  -J-  Vp. 

Die  graphische  Dar- 
stellung des  Gesetzes, 
nach  welchem  V{min)  mit 
x  sich  ändert  (Fig.  162), 
kann  man  aus  den 
beiden  Figuren  159  und 
16T  in  der  Weise  ab- 
leiten, dass  man  an 
p>  jedem  Punkte  der  Hori- 
zontalen eine  Ordinate 
errichtet,  welche  gleich 
der  algebraischen  Sum- 
j  me  der  aus  jenen  beiden 
Figuren  für  diese  Stelle 
zu  entnehmenden  Ordi- 
naten  ist. 

Auf  gleiche  Weise  ist  die  graphische  Darstellung  der  Grösse 
V(m^x)  aus  den  beiden  Figuren  160  und  161  abzuleiten  (Fig.  163). 
Wenn  man  endlich  noch  das  Gesetz,  nach  welchem  das  Maximum 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Graphische  Darstellung  der  grössten  Biegungsmomente.. 


119 


des  absoluten  Werthes  von    V  mit  x  sich  ändert,  graphisch  dar- 
Pig.  164.  stellen  will  (Fig.  164), 

so  hat  man  an  jedem 
Punkte  der  Horizon- 
talen eine  Ordinate  zu 
errichten ,  welche  so 
gross  ist  wie  die  grössere 
von  den  beiden  aus 
Fig.  162  und  Fig.  163 
für  diese  Stelle  zu 
entnehmenden  Ordi- 
naten. 


§  37. 

Berechnung  des  grössten  Biegnngsmoments  für  jede  Stelle 
des  Brückenbalkens  auf  drei  Stützen. 

Nach  §  10  (Gleichung  17)  erhält  man  für  den  Gegendruck 
der  linksseitigen  Endstütze  bei  dem  in  Fig.  165  dargestellten  Be- 
lastungszustande ,    indem    man    abkürzungsweise    das   Verhältniss 

x 
-j-  =  (f  setzt,  die  Gleichung: 

1)  *= -|  (4 -5<p +  <p'). 

Um  diejenige  Stelle  zu  finden,  an  welcher  das  Biegungs- 
moment gleich  Null  ist,  hat  man  in  der  Gleichung: 

2)  0=Q(z  —  x)  —  Kz 

für  K  den  obigen  Werth  zu  substituiren  und  die  Gleichung  als- 
dann für  z  aufzulösen.  Wenn  man  abkürzungsweise  das  Ver- 
hältniss -.--  =  t{i  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

3)  *  =  5--V 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  ergeben  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

9  =  0       0,1        0,2        0,3        0,4        0,5       0,6        0,7       0,8        0,9        1, 
+  =  0,8    0,802    0,806    0,815    0,826    0,842    0,862    0,887    0,917    0,955    1, 

-J  =  l       0,875    0,752    0,632    0,516    0,406    0,304    0,211    0,128    0,057    0. 
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Wie  man  nach  Gleichung  3)  für  jede  Lage  der  Belastung  Q 
diejenige  Stelle  finden  kann,  an  welcher  dieselbe  das  Biegungs- 
moment SIR  =  0  hervorbringt,  so  kann  man  diese  Gleichung  auch 
umgekehrt  in  der  Form: 


4) 


* 


Fig.  165. 


dazu  benutzen,  um  diejenige  Stelle  M  zu  finden,  an  welcher  das 
Gewicht  Q  aufgehängt  werden  muss,  wenn  an  einer  bestimmten 
gegebenen  Stelle  N  das  von  demselben  hervorgebrachte  Biegungs- 
moment )Sl  gleich  Null  werden  soll.  Aus  der  graphischen  Dar- 
stellung der  Biegungsmomente  erkennt  man,  dass  2R  einen  positiven 
Werth  annehmen  würde,  wenn  der  Aufhängepunkt  M  weiter  links 
läge,  und  dass  SSI  negativ  wird,  wenn  der  Punkt  M  etwas  nach  rechts 

verschoben  wird. 
Hieraus  ergiebt  sich, 
dass  alle  Belastungen 
der  Strecke  AM  po- 
sitive, alle  Belastun- 
gen der  Strecke  CM 
dagegen  negative  Bei- 
träge zu  dem  an  der 
Stelle  N  hervorge- 
brachten Biegungs- 
momente üft  liefern 
würden.  Wenn  man 
ferner  berücksichtigt, 
dass  nach  Fig.  154 
jede  Belastung  der 
rechtsseitigen  Balken- 
hälfte BC  einen  po- 
sitiven Beitrag  zu  dem 
Biegungsmomente  üft 
liefert,  so  erkennt 
man,  dass  es  die  in 
Fig.  166  und  Fig.  167 
dargestellten  Belastungszustände  sind,  für  welche  das  von  der 
mobilen  Belastung  hervorgebrachte  Biegungsmoment  9Kg  an  der 
Stelle  N  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum  wird. 

Wenn  <|*  =  0,8  ist,  so  wird  <p  =  0,  d.  h.  wenn  AN  =  0,8  . 1 
ist,  so  fällt  der  Grenzpunkt  M  mit  dem  Endpunkte  A  zusammen, 
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und  die  Strecke  AM  =  x  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  Null. 
Letzteres  findet  auch  dann  statt,  wenn  AN <COfi  .1  ist,  da  in 
diesen  Fällen  für  die  Grösse  <p  ein  imaginärer  Werth  aus  Glei- 
chung 4)  sich  ergeben  würde. 

Nach  Fig.  166  und  Fig.  167  sind  nunmehr  resp.  das  Maximum 
und  das  Minimum  des  allein  von  der  mobilen  Belastung  an  der 
Stelle  N  hervorgebrachten  Biegungsmoments  zu  berechnen  aus 
den  Gleichungen: 

5)  au»,  =  8»  («.--|)-*«,    6)  aiu.)-?(*7x),-g«. 

in  welchen  für  K  der  dem  jedesmaligen  Belastungszustande  ent- 
sprechende Werth  zu  substituiren  ist. 

Um  das  Maximum  und  das  Minimum  des  ganzen  Biegungs- 
.  moments  ÜÄ  zu  erhalten,   hat  man  zu  den  obigep  Werthen  noch 
die  Grösse: 

7)    Wp  =  ^--^pl.z 

als  den  von  der  permanenten  Belastung  zu  dem  Biegungsmomente 
2R  gelieferten  Beitrag  hinzu  zu  addiren. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle  zusammengestellte^  Zahlenwerthe: 


T-« 

3 

7 

1 

3 

8 

16 

2 

4 

3 

128 

7 
256 

1 
32 

3 

64 

Jjtq  (min)       ^v 

3 
32 

49 
512 

3 
32 

3 
64 

*-   0 

pP 

9 

128 

35 
512 

1 

16 

0 

0,8  1 

^r        0,05 


8 
-Zr        0,03         0 

+  0,02    +i- 

Die  Gesetze,  nach  welchen  die  Grössen  3Wg(lDax),  2Wg(min),  9Rp 
mit  z  sich  ändern,  sind  resp.  in  den  Figuren  168,  169,  170  gra- 
phisch dargestellt.  Wenn  man  die  letztere  das  eine  Mal  mit 
Fig.  168,  das  andere  Mal  mit  Fig.  169  zusammensetzt  in  der 
Weise,  dass  man  die  Ordinaten  mit  Berücksichtigung  ihres  Vor- 
zeichens zu  einer  algebraischen  Summe  vereinigt,  so  erhält  man 
die  graphischen  Darstellungen  der  beiden  Grössen: 
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Fig.  168, 


und  wenn  man  endlich 
von  den  absoluten  Wer- 
tben dieser  letzteren  bei- 
den Grössen  jedesmal  den 
grösseren  auswählt,  also 
an  jedem  Punkte  der 
Horizontalen  eine  Ordi- 
nate errichtet,  welche 
den  grösseren  der  beiden 
absoluten  Werthe  dar- 
stellt, so  erhält  man  die 
in  Fig.  171  ausgeführte 
graphische  Darstellung 
des  Gesetzes,  nach  wel- 
chem das  Maximum  des 
absoluten  Werthes  von  2ft 
mit  z  sich  ändert. 

Die  beiden  Figuren  164 
und  171  würde  man  nun- 
mehr bei  Berechnung  der 
erforderlichen  Nietzahlen 
in  der  Weise  benutzen 
können,  dass  man  in  den  * 
Gleichungen  des  §  34  für 
die  ^Grössen  33  und  © 
ihre  Maximalwerte  ein- 
setzt —  diejenigen  Werthe 
nämlich,  welche  den  aus 
jenen  beiden  Figuren  zu 
entnehmenden  Maximal- 
werthen  der  Grössen  V 
und  3K  entsprechen.  Zwar 
würde  man  hinsichtlich 
der  verticalen  Nietfugen 
hierbei  einen  kleinen  Feh- 
ler begehen,  insofern  — 
wie  die  Vergleichung  der 
Figuren  166,  167  mit  den 
Figuren  157,  158  zeigt  — 
es  nicht  ein  und  derselbe 
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Belastungszustand  ist,  bei  welchem  die  Grössen  V  und  3K  ihre 
Maximalwerte  annehmen.  Indessen  wird  bei  practischen  An- 
wendungen dieser  Fehler  keinen  nachtheiligen  Einfluss  haben,  da 
die  auf  solche  Weise  berechneten  Nietzahlen  für  die  verticalen 
Nietfugen  etwas  grösser  ausfallen  werden,  als  dieselben  in  Wirk- 
lichkeit zu  sein  brauchen. 
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Berechnung  des  Material-Aufwandes  für  Blech- 
und  Gitter -Brücken. 


Fig.  172. 


§  38. 
Erklärung  der  anzuwendenden  Berechnungs- Methode. 

JDei  einem  Blechbalken  von  geringer  Stärke  der  Blechwand 
und  geringer  Höhe  des  Flanschenquerschnitts  darf  man  —  wie  im 
vorigen  Abschnitte  gezeigt  wurde  —  annäherungsweise  annehmen, 
dass  es  ausschliesslich  die  Blechwand  ist,  welche  durch  die  ver- 
ticale  Abscheerungskraft  V  in  Anspruch  genommen  wird,  und 
dass  diese  Kraft  gleichförmig  über  die  Höhe  des  Verticalschnitts 
der  Blechwand  sich  vertheilt. 

Denkt  man  sich  zwischen  'die  beiden  Flanschen  des  Blech- 
balkens   statt   der   Blech -Wand    eine   Gitter -Wand    eingeschaltet 

(Fig.  172),  so  überzeugt  man 
sich  leicht,  dass  in  diesem 
Falle  die  Verticalkraft  V  Zug- 
und  Druck  -  Widerstände  in 
den  vom  Verticalschnitte  ge- 
troffenen Gitterstäben  her- 
vorruft, und  dass  die  ver- 
ticalen  Seitenkräfte  dieser 
Widerstände  in  ihrer  Gesammtheit  eine  ähnliche  Wirkung  haben 
wie  die  Abscheerungswiderstände  der  Blechwand. 

Je  kleiner  die  (in  Fig.  172  mit  \  bezeichnete)  Horizontal- 
Projection  des  einzelnen  Gitterstabes  im  Verhältniss  zur  ganzen 
Länge  des  Gitterbalkens  ist,  um  so  kleiner  wird  der  Fehler  sein, 
den  man  begeht,  indem  man  auf  die  in  Fig.  173  angedeutete 
Weise    die    einzelnen    Gitterstäbe    gruppenweise    einander    näher 
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gerückt    und    nachher    die   zu   einer  und   derselben   Gruppe   ge- 
hörigen  Gitterstäbe    zu    einem   Stabe    zusammengeschweisst    sich 

denkt   (Fig.  174).       Für    die 
Fig.  173.  Zug-  und  Druck-Widerstände 

~*3. — ,     —         ^  jtaaK  der  in  ihrem  Kreuzungspunkte 

durch  den  Verticalschnitt  ge- 
troffenen beiden  Stäbe  ergiebt 
sich  nunmehr  aus  Fig.  174 
die  Gleichung: 

1)  2JTsina  =  F    oder 

K  =     v 

2  sin  ot 

Wenn  also  mit  S  die  prac- 
tica zulässige  Spannung  (pro 
Flächeneinheit'  der  Quer- 
schnittsfläche) bezeichnet  wird, 
so  ist: 

2)  F=^  =  „J. 

'  S        2  o  sm  a 

die  erforderliche  Querschnittsfläche  jedes  der  beiden  Gitterstäbe, 

und  da  ein   jeder  die  Länge  hat,  so  ergiebt  sich  für  den 

cos  a 

körperlichen   Inhalt    der   beiden   Stäbe    zusammengenommen    der 
Werth: 

OX       sy  or,        *  V\  2V\ 

6) 


G  =  2F—±—  = 


C08  OL 


/Ssinacosa        S  sin  2a 


Wenn  es  statt  der  Gitter-Wand  eine  Blech- Wand  wäre,  welche 
die  verticale  Abscheerungskraft  aufzunehmen  hätte,  ßo  würde  man 
unter  der  Voraussetzung,  dass  in  derselben  nicht  gleichzeitig  auch 
Biegungsspannungen  stattfinden,  für  die  erforderliche  verticale 
Querschnittsfläche  derselben  den  Werth: 

4)  ,  =  £ 

erhalten,   und  es  würde  unter  der  genannten  Voraussetzung  für 
die  Strecke  X  eine  Materialmenge  erforderlich  sein  von  der  Grösse: 

5)    B  =  ?\  =  -~- 

Aus  den  beiden  Gleichungen  3)  und  5)  ergiebt  sich  für  das 
Verhältniss  der  beiden  Materialmengen  G  und  B  der  Werth: 
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6)  *«4- 


Fig.  175. 


B        sin  2a 

Die  Berechnung  der  erforderlichen  Materialmenge  für  die 
Gitterwand  eines  Gitterbalkens  kann  mit  Hülfe  dieser  Gleichung 
zurückgeführt  werden  auf  die  im  vorigen  Abschnitte  entwickelte 
Theorie  der  Blechträger,  und  es  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung 
die  folgende  Methode  der  Berechnung: 

Man  berechnet  zunächst  die  Materialmenge,  welche  zu  der 
/B)ech wand  in  dem  Falle  erforderlich  sein  würde,  wenn  dieselbe 
an  den  Biegungsspannungen  nicht  theilnähme  —  also  ausschliess- 
lich auf  Abscheerung  in  Anspruch  genommen  würde.  Den  auf 
solche  Weise  gefundenen  Werth  multiplicirt  man  alsdann  mit  dem 
Coefficienten  fc,  dessen  Grösse  von  dem  Neigungswinkel  der  Gitter- 
stäbe abhängt  und  nach  Gleichung  6) 
berechnet  werden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Anzahl  der 
Gitterstäbe  unendlich  gross  und  als- 
dann die  Gitterstäbe  zu  einer  massiven 
Blech  wand  zusammengeschweisst,  so 
erkennt  man,  dass  die  auf  solche  Weise 
gefundene  Materialmenge  auch  für  die 
Blechwand  eines  Blechbalkens  eine  ausreichende  Grösse  besitzen 
würde.  In  solchen  Fällen  also,  wo  es  sich  nur  um  die  Berech- 
nung eines  vorläufigen  Annäherungswerthes  der  Materialmenge 
handelt,  ist  es  nicht  erforderlich,  zwischen  Gitterbalken  und  Blech- 
balken einen  Unterschied  zu  machen. 

Zu  denselben  Resultaten  wie  oben  würde  man  auch  gelangt  sein,  wenn 
man  statt  der  verticalen  Abscheerungskraft  die  horizontale  Abscheerungskraft 
als  Ausgangspunkt  für  die  Rechnung  gewählt  hätte.    Nach  §  24  und  Fig.  172 

hat  die  horizontale  Abscheerungskraft  pro 
Längeneinheit  die  Grösse: 

•n    ft-  dH 

und  da  man  dieselbe  annäherungsweise  als 
längs  der  kleinen  Strecke  X  constant  be- 
trachten darf,  so  ist: 


Fig.  176. 


8) 


»-s 


-,-.X 


die  Horizontalkraft,  welche  an  dem  oberen 
Verbindungspunkte  der  beiden  Gitterstäbe  angreifend  die  Zug-  und  Druck- 
Widerstände  in  denselben  hervorruft  (Fig.  176).  Für  die  Grösse  jedes  dieser 
beiden  Widerstände  ergiebt  sich  aus  Fig.  176  die  Gleichung: 
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dx 
und   nach   Substitution   des   aus   dieser  Gleichung   für  K  zu   entnehmenden 
Werthes  erhält  man  für  den  Querschnitt  F  die  Gleichung : 

io)  *.*     4«E.      > 


■%' 


S            dx      S  cos  a 
Die  Länge  jedes   Gitterstabes  hat  nach   Fig.  176   die   Grösse  — = ;   folg- 

m,        ,r,r»  Hch    i8t : 

VI  tu        11)   O - W-A-  =  ™  .  "         • 

-ä— - -Äi  sin  a  <&c      £  sin  a  cos  a 

Um  die  in  Gleichung  5)  mit  B  bezeich- 
nete Grösse  zu  berechnen,  würde  man  zu- 
nächst nach  Fig.  177,  indem  man  mit  b  die 
Stärke  der  Blechwand  bezeichnet: 

12)    ~^\  =  Sb\ 


zu  setzen  haben,   woraus  für  die  Grösse  B  alsdann  der  Werth  sich  ergiebt: 

!3)    *~*X=«.   ». 

Indem  man  die  Gleichung  11)  durch  diese  letztere  Gleichung  dividirt, 
erhält  man  für  den  Coefh'cicnten  k  wie  oben  den  Werth: 

14)  k  =  9.  = !___  =     2     . 

B  sin  a  cos  a  sin  2a 

§39. 
Träger  von  constanter  Höhe. 

Bei  dem  in  Fig.  178  dargestellten  Balken  auf  zwei  Stützen 
hat  das  Biegungsmoment  im  Abstände  x  von  der  Mitte  (nach  §  3) 
die  Grösse: 

i)  a»-(P  +  ?)(^=i^)- 

Zu  dieser  Grösse  des  Biegungsmoments  liefert  jeder  Be- 
lastungstheil  einen  positiven  Beitrag;  das  Hin  wegnehmen  irgend 
eines  Theiles  der  Belastung  würde  stets  eine  Verkleinerung  des 
Biegungsmoments  zur  Folge  haben.  Wenn  also  p  die  permanente 
und  q  die  mobile  Belastung  pro  Längeneinheit  bedeutet,  so  stellt 
der  obige  Werth  --  als  derjenige,  welchen  das  Biegungsmoment 
bei  voller  Belastung  des  Trägers  annimmt  —  zugleich  den  grössten 
Werth  dar,  welchen  das  Biegungsmoment  an  jener  Stelle  über- 
haupt erreichen  kann.  Nach  Fig.  179  ist  also  die  Grösse  f\  als 
die  an  dieser  Stelle  erforderliche  Querschnittsfläche  jeder  von  den 
beiden  Gurtungen,  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 
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2)     SFÄ  =  2R, 
in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung  pro  Flächeneinheit 
des  Querschnitts  bedeutet.    Folglich  ist: 

ö)    r  ~  Sh  -  Mh 

Für  die  unendlich  kleine  Strecke  dx  würde  an  dieser  Stelle  zu 

den  beiden  Gurtungen 


Fig.  178. 


UIUIHH 


~J-ar- 


HHilJH 


!    I 


£(P4^ 


Fig.  179. 


8.Ft 
h 


zusammen  genommen 
eine  Materialmenge  er- 
forderlich sein  von  dem 
körperlichen  Inhalte: 

4)  dJx  =  2Fdx. 
Die  ganze  zu  den  bei- 
den Gurtungen  erfor- 
derliche Materialmenge 
hat  also  den  körper- 
lichen Inhalt: 


5)  Jx  =2/2 


2Fdx. 


oben    für 
Form  an: 


Nach  Substitution  des 
gefundenen    Werthes    nimmt    diese    Gleichung    die 

2(P"h 


6)    J,  = 


7)   J,= 


Sh 


■4j(P-x<. 


)  dx    oder 


4(p  +  g)^3 
3Sh 


Um  die  Materialmenge  J2  zu  berechnen,  welche  zu  der  Bfech- 
wand  in  dem  Falle  erforderlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  an  den 
Biegungsspannungen  nicht  theilnähme,  hat  man  zunächst  diejenigen 
Belastungszustände  aufzusuchen,  bei  welchen  die  verticale  Ab- 
scheerungskraft  V  an  der  im  Abstände  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Jeder 
Belastungstheil  links  von  der  Stelle  M  liefert  einen  positiven  Bei- 
trag, jeder  Belastungstheil  rechts  von  der  Stelle  M  liefert  einen 
negativen  Beitrag  zu  der  an  dieser  Stelle  hervorgebrachten  verti- 
calen  Abscheerungskraft.  Es  sind  also  die  in  Fig.  180  und  Fig.  181 
dargestellten  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Grösse  Vq'  — 
als  die  von  der  mobilen  Belastung  allein  hervorgebrachte  verticale 
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Abscheerungskraft  —  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum  wird. 
Nach  Fig.  182  und  Fig.  183  ist: 

8}    v,  ,    q(i  +  *Y  9v    v      _      g(i-*Y 

Die  permanente  Belastung  liefert  zu  der  verticalen  Abscheerungs- 
kraft den  Beitrag: 

10)     Vp  =  +  px. 

Da  die  Grösse  x  hier  als  positiv  vorausgesetzt  wird,  so  hat  der 


Fig.  180. 


i+x 


J    t 


TT 


Fig.  181. 


l+fi 


*M 


Fig.  182. 


Fig.  183. 


J 

SM  ¥H 

grösste  absolute  Werth,  welchen  die  verticale  Abscheerungskraft 
an  jener  Stelle  annehmen  kann,  die  Grösse: 

q(i  +  xy 


11)     V  =  px  + 


41 


Wenn  also  die  Blechwand  an  den  Biegungsspannungen  nicht 
theilnähme,  so  würde  die  Grösse  6,  als  die  an  jener  Stelle  er- 
forderliche Stärke  dieser  hypothetischen  Blechwand,  zu  bestimmen 
sein  aus  der  Gleichung: 

12)    Sbh=V, 

aus  welcher  man  für  den  Verticalschnitt  der  Blechwand  den  Werth 
erhält : 

18)  B_!_5  +  iS£L.    . 

Die  ganze  Materialmenge,  welche  unter  obiger  Voraussetzung 
zu  der  Blechwand  erforderlich  sein  würde,  hat  also  den  körper- 
lichen Inhalt: 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  9 
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14)    J2  =  2 ßhdx  =  2  T\^^  -^+^^dx     oder: 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Regel  hat  man 
diesen  Werth  noch  mit  dem  Coefficienten  k  zu  multipliciren,  um 
die  zur  Blech-  oder  Gitter -Wand  wirklich  erforderliche  Material- 
menge zu  erhalten.  Die  zu  dem  ganzen  Träger  wirklich  erforder- 
liche Materialmenge  hat  also  den  körperlichen  Inhalt: 
16)    J  =  Jl+kJ2. 

Nach  Substitution  der  oben  für  die  Grössen  Jt  und  J3  gefundenen 
Werthe  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

Wenn  man  hierin  21  =  L  und  -j-  =  n  setzt,  so  kann  man  dieser 
Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

Nach  den  Gleichungen  6)  und  14)  des  vorigen  Paragraphen 
wird  &  =  2,  wenn  ot  =  45°  ist.  Wenn  man  ausserdem  w  =  10 
setzt,  so  erhält  man  für  einen  Träger,  dessen  Länge  das  Zehn- 
fache der  Höhe  ist,  den  Werth: 


19)  J=w|52p+54|, 


Anstatt  bei  der  Berechnung  der  Grösse  J2  von  der  verticalen  Abschee- 
rongskraft  V  auszugehen ,  hätte  man  auch  die  horizontale  Abscheerungskraft 

-j—  als  Ausgangspunkt  wählen  können.     Bei  dem  in  Fig.  184  dargestellten 

Belastungszustande  ist  nach  Fig.  185 : 

20)    j»=-5*a_.)     oder     21)   ff  —  & " 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  qdz  statt  Q  setzt  und  alsdann 
zwischen  den  Grenzen  jer  =====  0  und  z  =  l  -\-  x  integrirt,  so  erhält  man  für  den 
grössten  negativen  Werth,  welchen  die  von  der  mobilen  Belastung  allein 
hervorgebrachte  horizontale  Abscheerungskraft  annehmen  kann,  die  Gleichung: 


dxK     }  I    2lh  ±lh 
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Die  Stärke  ft«,  welche  die  hypothetische  Blechwand  hahen  müsste,  wenn 
nur  die   mobile  Belastung  vorhanden  wäre,  ist  also  zu  bestimmen  aus   der 

Gleichung : 

fij-    23)5.&q.l-— 4l;r-. 

Die  Stärke  6P,  welche  er- 
forderlich sein  würde,  wenn 
nur  die  permanente  Be- 
lastung vorhanden  wäre, 
ist  zu  berechnen  aus  den 
Gleichungen: 


24) 

25) 


™=,(i^), 


dH 
dx 

S.b, 


Fig.  185 


_        Px 

1—  PJL 
'  h 


Die  in  Gleichung  12) 
mit  b  bezeichnete  Grösse 
ist  gleich  der  Summe 
6P  +  6q  zu  setzen.  Nach 
Substitution  der  für  diese 
beiden  Grössen  aus  den  Gleichungen  26)  und  23)  zu  entnehmenden  Ausdrücke 
erhält  man  für  den  Verticalschnitt  der  Blechwand  wiederum  den  schon  in 
Gleichung  13)  gefundenen  Werth: 

27)    M~fo+fr)»--f-+   gg4+*)a- 


§40. 
Träger  mit  constanten  Horizontalspannnngen  der  Gurtungen. 

(Parabolischer  Träger.) 

Bei  dem  in  Fig.  186  dargestellten  Träger  sind  die  horizon- 
talen Seitenkräfte  der  Spannungen  in  den  Gurtungen  nach  Fig.  187 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

>l2 


1)   Hu  =  P(L--J>L). 


Wenn  mit  H0  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  Grösse 
H  für  x  =  0  annimmt,  so  ist: 

2)    H0h  =  ^- 

Durch  Gleichsetzung  der  aus  diesen  beiden  Gleichungen  resp. 
für  die  Grössen  H  und  H0  zu  entnehmenden  Werthe  erhält  man 
die  Gleichung: 
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8)  4- 


P 


h     —  P 

als  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  H  eine  von  x  un- 
abhängige   constante    Grösse,    und    demgemäss    die    horizontale 

dH 


Fig.  186. 


Abscheerungskraft    -y— 

überall  gleich  Null  sein 
soll.  Die  obige  Glei- 
chung nimmt  nach  Sub- 
stitution des  Werthes 
h  — u =y  die  einfachere 
Form  an: 


IL  — 

h  ~ 


4) 

Wenn  man  hierin 
h  =■  hx  -{-  h2  und  y  = 
V\  ~f~  y%  setzt,  so  er- 
kennt man,  dass  dieser 
Bedingung  auf  die  in 
Fig.  188  angegebene 
Weise  Genüge  geleistet 
werden  kann,  sobald  die  Formen  der  beiden  Bögen  den  Parabel- 
Gleichungen  entsprechen : 

5)    £-- £     und     6)    £-£; 

denn  man  erhält  durch  Verbindung  derselben  wiederum  die  mit 
der  obigen  Bedingung  übereinstimmende  Gleichung: 

yi  +  y2  _  g!  _  y 
it  4.  Ät  —  p  —  n 

Bei  einem  solchen  Träger  mit  parabolisch  gekrümmten  Gurtungen 

würde  man  also,  wenn 
derselbe  stets  nur  eine 
gleichförmig  über  die 
Horizontal  -  Projection 
vertheilte  Belastung  zu 
tragen  hätte,  die  Blech- 
oder Gitterwand  zwi- 
schen den  beiden  Gur- 
tungen ganz  fortlassen  dürfen.  Jeder  von  den  beiden  Bögen  würde 
in  diesem  Falle  als  eine  in  ihrer  Gleichgewichtslage  befindliche 


7) 


Fig.  188. 


.™« 
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vollkommen  biegsame  Kette  betrachtet  werden  können,  deren 
Spannung  an  jeder  Stelle  eine  Kraft  bildet,  welche  mit  der  Tan- 
genten-Richtung daselbst  zusammenfällt.  Für  die  constante  hori- 
zontale Seitenkraft  dieser  Spannung  ergiebt  sich  aus  Gleichung  2) 
der  Werth: 


8) 


2h 


und  da  in  der  Mitte  des  Trägers  die  verticalen  Seitenkräfte  der 
Bogenspannungen  gleich  Null  sind,  so  ist  der  an  dieser  Stelle 
erforderliche  Querschnitt  jedes  der  beiden  Bögen  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

QN      F    -H-    P12    , 

in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung,  pro  Flächeneinheit 

des      Querschnitts      be- 
Fig.  189.  deutet. 

;.f-— i  Im  Abstände  x  von  der 

%         ~  Mitte  hat  nach  Fig.  189 

die  Spannung  des  oberen 
Bogens  die  Grösse: 

10)    R=      H 


h 


i 


COS  OL 


Wenn  also  mit  F  der  an  dieser  Stelle  erforderliche  Querschnitt 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

F        R  _       1 
H  ~~  cos  ot. 


ii)  ■»—■»= 


zu  setzen,  und  der  Verticalschnitt  des  Bogens  an  dieser  Stelle  hat 

nach  Fig.  190  die  Grösse: 

Fig.  190. 

</  F 

■*- w 


12)     U  = 


cos  a 


cos  <xt 


13) 


dy,  _  2Atx 


Für  tga,  erhält  man  nach 
Gleichung  5),  indem  man 
dieselbe  differenziirt,  den 
Werth  :v 


und  nach  Substitution  desselben  nimmt  die  vorhergehende  Gleichung 
die  Form  an: 
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14)  17=  F.  (l +  -*$£). 

Der  körperliche  Inhalt  der  zu  dem  oberen  "Bogen  erforderlichen 
Materialmenge  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

i  i 

15)  J,  =  2  jUdx  =  2F0  Ml  +  —^~) *"    oder : 

0  ° 

16)  J1==2f0(«4-^-). 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  die  zu  dem  unteren  Bogen 
erforderliche  Materialmenge  die  Gleichung: 

17)  J2  =  2F0(l +*£-)■ 

Wenn  man  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  für  F0  den 
in  Gleichung  9)  gefundenen  Werth  substituirt,  so  erhält  man 
durch  Addition  derselben  für  die  zu  beiden  Bögen  zusammen- 
genommen erforderliche  Materialmenge  die  Gleichung: 

§  41. 

Berechnung  der  für  die  Blech-  oder  Gitter- Wand  des  parabo- 
lischen Trägers  erforderlichen  Materialmenge. 

Wenn  zu  der  permanenten  Belastung  noch  mobile  Belastungen 
hinzukommen,  so  werden  die  Abscheerungswiderstände  der  zwischen 
die  beiden  Bögen  einzuschaltenden  Blech-  oder  Gitter- Wand  in  An- 
spruch genommen.  Nach  Fig.  191  und  Fig.  192  sind  die  von  dem 
Einzelgewichte  Q  hervorgebrachten  Horizontalspannungen  der  Bögen 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)    Hu  =  ^-(l-x), 

welche  für  H  aufgelöst  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  für  u  zu  entnehmenden  Werthes  die 
Form  annimmt: 

2^1     H—        Qlz 

Die  von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  horizontale  Ab- 
scheerungskraft  pro  Längeneinheit  hat  also  die  Grösse: 
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3) 


dH 
dx 


Qlz 


Fig.  191. 


2h(i  +  xy 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  jede  Belastung  links  von  dem  Vertical- 

schnitte  einen  negativen 
Beitrag  zu  der  an  dieser 
Stelle  hervorgebrachten 
horizontalen  Abschee- 
rungskraft  liefert.  Um 
den  grössten  negativen 
Werth  zu  erhalten,  wel- 
dH 


chen 


dx 


unter  Einwir- 


Fig.  192 


zu  integriren.    Es  ist  also: 


kung  der  mobilen  Be- 
lastungen annehmen 
kann,  hat  man  qdz  statt 
Q  zu  setzen  und  als- 
dann auf  der  rechten 
Seite  zwischen  den  Gren- 
zen z  =  0  und  z  =  l  -f-  x 


z  =  l  +  x  l 

.N     dH  C  qdz.lz  — ql         C 

4)       -^  <«"»>  =~J  2h  (,  +  xy  =  2J  {l  +  xyJ  * 


5) 


dx 
dH 


zdz 


oder: 


(min) 


_      iL 


dx  4A 

Die  Wirkung  eines  rechts  von  dem  Verticalschnitte  ange- 
brachten Einzelgewichts  Q  ist  nach  Fig.  193  und  Fig.  194  auf 
analoge  Weise  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

6)    Hu  =  %-(l  +  x)    oder     TT  QU 


H  = 


7) 


dH 


=  + 


QU 


2h  (l  —  x) 


und: 


dx       ~r2h{l  —  x)t 
Jede  Belastung  rechts  von  dem  Verticalschnitte  liefert  also 
einen  positiven  Beitrag   zu   der   horizontalen  Abscheerüngskraft. 

Folglich  ist  der  grösste  positive  Werth  von  -5—  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 


*  =  0 
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m     dH  .     ql 

Das  Maximum  und  das  Minimum  der  horizontalen  Abschee- 
rungskraft  haben  also  an  allen  Stellen  des  Trägers  den  von  x 
unabhängigen  Werth: 

">  SCI-**- 

Eine  zwischen  die  beiden  Bögen  eingeschaltete  Blechwand  würde 

demnach,    wenn    die- 
2^  A     selbe  an  den  Biegungs- 

spannungen nicht  theil- 
nehmend  nur  auf  Ab- 
scheerung  in  Anspruch 
genommen  würde,  über- 
all gleich  stark  zu 
machen  sein,  und  diese 
Blechstärke  b  würde  zu 
berechnen  sein  aus  der 
Gleichung: 

ii)».«.  i~£. 

Für  die  Strecke  dx 
würde  daher  eine  Ma- 
terialmenge   erforder- 


lich sein  vom  körperlichen  Inhalte: 

12)    dJ,  =  *.*,  =  *££ 


AhS 


q  (P  —  a;8)  dx 
AIS 


Die  ganze  Materialmenge,  welche  zu  dieser  hypothetischen  Blech- 
wand erforderlich  sein  würde,  hat  also  die  Grösse: 

«-I  i 

13)    J3  =  2jbudx  =  ^gf(li  —  xi)dx    oder: 


H)    J3  = 


-SJL 


3S 


Diesen  Werth  hat  man,  um  die  wirklich  erforderliche  Material- 
menge zu  erhalten  (nach  §  38),  noch  mit  dem  Coefficienten  k  zu 
multipliciren. 
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Zu  demselben  Resultate  wurde  man  auch  gelangen,  wenn  man  statt,  der 
horizontalen  Abscheerungskraft  die  verticale  Abscheerungskraft  als  Ausgangs- 
punkt wählte.    Die  ganze  in  dem 
Fig.  195, 


£*&«,«!£ 


V^Rtga, 


Verticalschnitte  auftretende  Ver- 
ticalkraft  V  kann  man  sich  auf 
die  in  Fig.  195  angedeutete  Weise 
in  drei  Theile  zerlegt  denken. 
Die  beiden  ersten  Theile  Vx  und 
V2  bilden  die  verticalen  Seiten- 
kräfte der  Bogenspannungen,  der 
dritte  Theil  «  bildet  die  verticale 
Abscheerungskraft  für  die  Blech- 
oder Gitter- Wand.  Nach  Fig.  195 
hat  also  die  ganze  Yerticalkraft 
die  Grösse: 

15)   F=fi(tga1+tgoc2)  +  «. 


Diese  Gleichung  nimmt,  für  «  aufgelöst,  nach  Substitution  der  aus  Gleichung  13) 
des  vorigen  Paragraphen  zu  berechnenden  "Werthe  von  tg  al  und  tg  a2  die 
Form  an: 

16)  a=F_  #.!£*. 

Wenn  man  hierin  für  die  Grössen  V  und  H  resp.  die  in  Fig.  191  und  Glei- 
chung 2)  angegebenen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

17)  ®-+  2l(l  +  x)  * 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  jede  Belastung  links  von  dem  Verticalschnitte 
einen  positiven  Beitrag  zu  der  verticalen  Abscheerungskraft  liefert.  Das 
Maximum  desselben  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

z  =  l  +  x  l-j-ac 

qde  .  (I  —  x)  e q  (l  —  x) 


18)    «(*»*) 


-/' 


19)      «(m«)=  + 


21  (J  +  x) 

g  (P  -  ■»«) 

4i 


21(1  + 


'iß- 


oder: 


Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  Gleichung  16)  für  V  und  H  die  Werthe 
substituirte ,  welche  dem  in  Fig.  193  angegebenen  Belastungszustande  ent- 
sprechen, so  würde  man  auf  analoge  Weise  zu  den  Gleichungen  gelangen: 

QQ  +  x)* 
21  (J  -  *)  ' 


20)    «  =  - 


21)    «oi. 


--/ 


«(min)  =  — 


qdz  (f  +  x)  z_  __ 
21(1  —  x)      ~~ 
*— o 

q  {l*  —  x2) 
4tl 


yg  +  g) 

,2*(l-*) 


/'*• 
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.  Das  Maximum  und  das  Minimum  der  verticalen  Abscheerungskraft  haben 
also  im  Abstände  x  von 'der  Mitte  die  Grösse: 

q  d2  -  «') 


23)    « 


{:;:}=  + 


4Z 


Folglich  ist  die  oben  mit  b  bezeichnete  Stärke  der  Blechwand  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

24)    S6«  =  Ü^, 

aus  welcher  man  für  die  Grösse  dJ3  wiederum  den  Werth  erhält,  welcher 
oben  in  Gleichung  12)  gefunden  wurde. 


§42. 

Methode  der  statischen  Momente. 

Die  in  dem  Punkte  Px   an  den  oberen  Bogen  gelegte  Tan- 
gente schneidet  die  Horizontale  AB  in  einem  Punkte  O,   dessen 


Fig.  196. 


-.0 


Fig.  197. 


Abstand    von   dem  Verticalschnitte  PlP2   nach  Fig.  196   zu   be- 
rechnen ist  aus  der  Gleichung: 


1)     w  -f-  l  —  *  : 


y. 


tg«, 


welche  für  w  aufgelöst  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichun- 
gen 5)  und  13)  des  §  40  für  die  Grössen  yl  und  tg  a,  zu  ent- 
nehmenden Werthe  die  Form  annimmt: 

(l-xy 


2)    w  = 


2x 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Lage  des  Durchschnittspunktes  0 
unabhängig  ist  von  der  Pfeilhöhe  des  Bogens.  Es  wird  daher 
die  Horizontale  AB  von  der  in  dem  Punkte  P%  an  den  unteren 
Bogen  gelegten  Tangente  ebenfalls  an  der  Stelle  O  geschnitten. 

Wenn  man  den  Träger  durch  den  Verticalschnitt  PlP2  in 
zwei  Theile  zerlegt,  so  hat  man  an  dem  rechts  von  diesem  Ver- 
ticalschnitte  befindlichen  Theile  (Fig.  197),  um  den  Gleichgewichts- 
zustand desselben  wieder  herzustellen,  drei  Kräfte  hinzuzufügen. 
An  den  Schnittstellen  der  Bögen  sind  die  Kräfte  Bt  und  B2  hinzu- 
zufügen, welche  die  Spannungen  der  Bögen  darstellen  und  mit 
den  Tangentenrichtungen  derselben  zusammenfallen.  Ausserdem 
ist  noch  die  längs  des  Verticalschnitts  wirkende  Kraft  81  hinzu- 
zufügen, welche  die  von  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  aufgenommene 
Abscheerungskraft  darstellt,  und  welche  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  berechnet  wurde.  Man  erkennt  aus  Fig.  197, 
dass  diese  Kraft  31  auch  noch  auf  andere  Weise  berechnet  werden 
kann.  Indem  man  nämlich  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  auf  diesen  Theil  wirkenden  Kräfte  gleich 
Null  setzt  und  dabei  den  Durchschnittspunkt  0  der  beiden  Bogen- 
spannungen  Rt  und  Rt  als  Drehpunkt  wählt,  erhält  man  die 
Gleichung : 

3)    0=-|Jl  .w-%(w  +  l-x), 
welche  für  81  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  to  gefun- 

Fig.  198. 


denen  Werthes  die  (mit  Gleichung  17  des  vorigen  Paragraphen 
übereinstimmende)  Form  annimmt: 

a\     9f  —   ^  (*  ~  g)  * 
v     Ä—    2l(l  +  x) 

Auf  gleiche  Weise  würde  man   für  den  in  Fig.  193   darge- 
stellten Belastungszustand  nach  Fig.  198  die  Gleichung  erhalten: 
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5)     O  =  -|^.(2J  +  w)  +  3l(i0+.Z  —  «), 

welche  für  21  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  w  gefun- 
denen Werthes  die  (mit  Gleichung  20  des  vorigen  Paragraphen 
übereinstimmende)  Form  annimmt: 

V    *~         21(1  —  x) 

Dieselbe  Methode  würde  man  auch  anwenden  können,  um  die  beiden 
Bogenspannungen  B t  und  R2  (oder  deren  horizontale  Seitenkräfte)  zu  be- 
rechnen. Um  die  Kraft  Rt  (oder  deren  horizontale  Seitenkraft)  zu  berechnen, 
würde  man  den  Punkt  P2,  als  Durchschnittspunkt  der  beiden  Kräfte  9  und 
R2  als  Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Um  die  Kraft  R7  (oder  deren  horizon- 
tale Seitenkraft)  zu  berechnen,  würde  man  den  Punkt  Pt  als  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  Kräfte  %  und  Bx  als  Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Man 
würde  alsdann  für  die  horizontalen  Seitenkräfte"  der  Bogenspannungen  die- 
selben Werthe  erhalten,  welche  in  den  Gleichungen  2)  und  6)  des  vorigen 
Paragraphen  gefunden  wurden. 

§43. 

Berechnung  der  ganzen  Materialmenge  des  parabolischen 

Trägers. 

Für  die  zu  den  beiden  Bögen  erforderliche  Materialmenge 
erhält  man  nach  §  40,  Gleichung  18)  —  indem  man  darin  21  =  L 
setzt  und  zugleich  wegen  Vorhandenseins  der  mobilen  Belastung 
die  Grösse  p  mit  der  Grösse  p  -J-  i  vertauscht  —  den  Werth: 

Hierzu  kommt  nach  §  41  (Gleichung  14)  die  zur  Blech-  oder 
Gitter-Wand  erforderliche  Materialmenge: 

Die  ganze  zu  dem  parabolischen  Träger  erforderliche  Material- 
menge ist  nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

3)    J^J.  +  J.  +  ÄJ,, 

welche  nach  Substitution  der  oben  angegebenen  Werthe  die  Form 
annimmt: 

4n    j      (P  +  gUMi    I     *  (V±R\\   I   k!Li 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Berechnung  der  ganzen  Materialmenge  des  parabolischen  Trägers.  <    141 


Für  den  in  Fig.  199  dargestellten  Fall,  in  welchem  hl  —  h2  =  ±h 
zu  setzen  ist,  erhält  man  hiernach  den  Werth: 

Nach  den  Gleichungen  6)  und  14)  des  §  38  ist  h  =  2  zu  setzen  für  eine 

Gitterwand,  deren  Stäbe  um 

Fig.  199.  •  450  gegen   die  Horizontale 

1 ^_  geneigt  sind.     Wenn    also 

fCT         i^  -  -¥»-      3^     z.  B. -^^^  ist,  so  wird: 

' 6)  J=  24Ä{60,8l>+64'8T 

Für  den  in  Fig.  200  dargestellten  Fall,  in  welchem  A,  =  h 
und  A2  =  0  zu  setzen  ist,  erhält  man  die  Gleichung : 


*>  '-mp 


1    .    8Ü_(    .    *?L1 
"•"  3~  L2 1  "^  12  /S 


Dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  den  in  Fig.  201  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  hl  =  0  und  ä2  =  ä  zu  setzen  ist. 

X.  1 

setzt,  so  erhält  man  für  die 


Wenn  man  wiederum  k  =  2  und  —  : 

Li 


10 


in  jedem  dieser  beiden  Fälle  erforderliche  Materialmenge  den  Werth : 

8)  ^=^r{61,6p  + 65,6^}  . 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  nur  die  zu 

den  beiden  Bögen  er- 
Fig.  200.  forderliche     Material- 

menge von  dem  Höhen- 

verhältniss  -=-  abhängt, 

dass  dagegen  die  zu 
der  Blech-  oder  Gitter- 
wand erforderliche  Ma- 
terialmenge unabhän- 
gig ist  von  der  Höhe 
des  Trägers. 

Wenn  das  Verhält- 

.       AI 
niss  -y-  =  —    gesetzt 
Li         n 

wird,  so  nimmt  die  Gleichung  5)  die  Form  an: 

9)  J~ 4S        -r+3«/+  125 


Fig.  201. 
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Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Materialmenge  ab- 
hängt von  der  Function: 

10)  /W  =  „  +  -34n. 

Um  den  Werth  von  n  zu  finden,  für  welchen  die  Material- 
menge ein  Minimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten 
dieser  Function  gleich  Null  zu  petzen  und  erhält  dann  die  Gleichung: 

11)  0=/»  =  l-3^     oder    »~Vy' 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  9), 
indem  man  wiederum  k  =  2  setzt,  für  das  Minimum  der  erforder- 
lichen Materialmenge  den  Werth: 

12)  4-.)  =  gä|  13,86. p+  17,86. ?{. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  beiden  in  Fig.  200  und 
Fig.  201  dargestellten  Fälle  die  Gleichungen: 

lö)    J  45       An  +  3n/+   US 

14)  /(■)  =  .  +  £. 

15)  0=/'(n)=l-g|,-    oder    «  =  Y^- 

16)  J(miD)  =  2^jl9,6.p  +  23,6.9j. 

Es  ist  hierbei  jedoch  zu  berücksichtigen,  dass  die  in  den 
Gleichungen  12)  und  16)  gefundenen  Werthe  wegen  Ungenauigkeit 
der  gemachten  Voraussetzungen  noch  einer  Correction  bedürfen, 
insofern  die  in  §  38  bei  der  Berechnung  des  Coefficienten  k  ge- 
machten  Voraussetzungen   um   so   weniger    zutreffen  werden,   je 

grösser  das  Verhältniss  y  ist. 

§44. 
Continuirlicher  parabolischer  Träger  mit  Gelenken. 

Wenn  die  Horizontalspannungen  der  Gurtungen  überall  gleich 
gross  sein  sollen,  so  müssen  —  wie  in  §  40  mit  Bezug  auf  Fig.  186 
erklärt  wurde  —  die  Höhen  des  Trägers  an  den  verschiedenen 
Stellen  sich  verhalten  wie  die  Biegungsmomente  an  diesen  Stellen: 
in  solcher  Weise,  dass  die  Figur  des  Trägers  selbst  zugleich  als 
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graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  gelten  kann.  Denkt 
man  sich  das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  des  Trägers  um 
eine  constante  Grösse  vermindert,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem 
Falle  auch  die  Höhe  des  Trägers  an  allen  Stellen  um  eine  con- 
stante Grösse  vermindert  werden  müsste,  wenn  derselbe  die  Eigen- 
schaft eines  „Trägers  mit  constanten  Horizontalspannungen  der 
Gurtungen"  beibehalten  soll.  Da  ferner  nach  §  40  (Gleichung  1) 
die  Horizontalspannung  gleich  dem  constanten  Verhältniss  des 
Biegungsmoments  zur  Höhe  ist,  so  wird  die  Grösse  der  Horizontal- 
spannung dabei  selbst  ungeändert  bleiben,  wenn  jene  constanten 
Grössen,  um  welche  resp.  die  Biegungsmomente  und  die  Höhen  ver- 
mindert wurden,  ebenfalls  in  diesem  Verhältniss  zu  einander  stehen. 
Bei  einem  Balken  auf  zwei  Stützen  kann  man  ■ —  wie  in  §  8 
gezeigt  wurde  —  durch  Einmauerung  der  beiden  Enden  bewirken, 
dass  das  Biegungsmoment  überall  um  eine  constante  Grösse  ver- 
mindert wird.  Genau  auf  dieselbe  Weise  also ,  wie  man  aus 
Fig.  18  durch  Subtraction  einer  constanten  Grösse  von  sämmt- 
lichen  Ordinaten  der  Parabel  die  Fig.  39  ableiten  konnte,  als 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  eines  an  beiden 
Enden  eingemauerten  Balkens:  so  kann  man  aus  Fig.  186,  indem 
man  die  Höhen  des  Trägers  überall  um  eine  constante  Grösse 

verkleinert,  die  in 

Fig.  202. 
AL=l x  ._ l=*L       ... 


Fig.  202  darge- 
stellte Form  ab- 
leiten. Wenn  also 
wieder  mit  At  und 


h2   die 
der 


Pfeilhöhen 
beiden  Bögen 
bezeichnet  werden, 
so  ist  auch  bei 
dieser  Form  des 
Trägers  die  zu  den 
beiden  Bögen  er- 
forderliche Mate- 
rialmenge wieder 
nach  Gleichung  1) 
des  vorigen  Para- 
graphen zu  berechnen,  in  welcher  man  für  den  in  Fig. .203  dar- 
gestellten speciellen  Fall  die  Werthe  A1  =  0  und  h2  =  h  zu  Sub- 
stituten haben  würde. 


%:m 
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Man  erkennt  aus  den  Figuren  202  und  203,  indem  man  die- 
selben als  graphische  Darstellungen  der  Biegungsmomente  be- 
trachtet, dass  an  den  Stellen  B  und  C,  wo  die  Höhe  des  Trägers 
gleich  Null  ist,  auch  das  Biegungsmoment  gleich  Null  sein  muss, 
wenn  die  oben  genannte  Bedingung  erfüllt  sein  soll.  Dieses  Null- 
werden der  Biegungsmomente  wird  durch  die  von  den  Wänden 
auf  die  Enden  des  Trägers  übertragenen  Kräftepaare  bewirkt, 
deren  Moment: 

i)  aß  =  (P  +  2)(i^) 

die  constante  Grösse  bildet,  um  welche  in  Folge  der  Einmauerung 
die  Biegungsmomente  des  vollbelasteten  Trägers  überall  vermindert 
wurden. 

An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment,  gleich  Null  ist, 
würde  man  (nach  §  8)  Gelenke  einschalten  können,  ohne  dass 
dadurch  in  den  Biegungszuständen  der  einzelnen  Theile  des  Trägers 
etwas  geändert  wird.  Da  die  Horizontalspannungen  in  beiden 
Gurtungen  gleich  gross  sind,  so  werden  in  jenen  Gelenkpunkten 
nur  Verticaldrücke  von  dem  Mittelstücke  BC  auf  die  beiden  an- 
grenzenden Theile  AB  und  CD  übertragen.  Der  Theil  BC  ist 
daher  als  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  behandeln,  und  die  zur 
Blech-  oder  Gitterwand  dieses  Theiles  erforderliche  Materialmenge 
ist  auf  dieselbe  Weise  wie  für  den  gewöhnlichen  parabolischen 
Träger  nach  den  Gleichungen  des  §  41  zu  berechnen.  Es  bleibt 
also  nur  noch  übrig,   die  zur  Blech-  oder  Gitter -Wand  eines  der 

Fig.  204. 


beiden  Endstücke  AB  oder  CD  erforderliche  Materialmenge  zu 
berechnen.    Sobald  diese  Materialmenge  gefunden  ist,  wird  man 
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alsdann  auch  für  die  in  Fig.  204  und  Fig.  205  dargestellten  con- 
tinuirlichen  Träger  über  drei  Oeffnungen  durch  Summation  der  für 
die  einzelnen  Theile  gefundenen  Materialmengen  die  Gleichung  für 
die  Gesammtmenge  des  erforderlichen  Materials  aufstellen  können. 

§45.     ' 
Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand. 

Die  obere  Gurtung  des  in  Fig.  206  dargestellten  Theiles  ist 
nach  einer  Parabel  gekrümmt,  für  welche  nach  §  40  die  Glei- 
chungen gelten: 


i) 

2) 


/ 

dx 


=  — ,-    oder 
a' 


2fx        du 


Die  von  dem  Einzelgewichte  Q   an  den  Stellen  M  und  N  hervor- 
gebrachte  Horizon- 
ts. 206.  talspannung  H   ist 

nach  Fig.  207  zu 
berechnen  aus  der 
Gleichung : 
3)  Hu  =  Q(x  —  *), 
welche  nach  Sub- 
stitution des  für  u 
aus  Gleichung  1)  zu 
entnehmenden  Wer- 
thes,  für  H  aufge- 
löst, die  Form  an- 
nimmt: 


E 


Fig.  207. 


Die  ganze  in  dem 
Verticalschnitte  MN 
wirkende  Verticalkraft  hat  die  Grösse  Q.  Dieselbe  setzt  sich  aus 
den  beiden  Theilen  /Ztga  und  31  zusammen.     Folglich  ist: 

5)    21=  Q  —  #tg<x. 
Hierin  sind  für  die  Grössen  H  und  tg  a  die  resp.  in  Gleichung  4) 
und  Gleichung  2)  angegebenen  Werthe  zu  substituiren.    Für  die 
von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  verticale  Abscheerungskraft 
ergiebt  sich  alsdann  der  Werth: 


Ritter,  Ingenieur -Mechanik. 


10 
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(5)     31  = 


Q  (2xz  —  x1—  g») 


x'  —  er 

Wenn  mit  z,    derjenige  Werth  von  z  bezeichnet  wird,  für 
welchen  31  =  0  wird,  so  ist: 

x1  +  a8 
2aj 


7) 


Die  Bedeutung  der  Grösse  ex  kann  man  auf  die  in  Fig.  208  angedeutete 
Weise  sich  veranschaulichen.    Wenn  man  nämlich  zur  Bestimmung  der  Kraft 

%  die  in  §  42  erklärte  Me- 
Pig.  208.  thode  der  statischen  Momente 

benutzt,  so  erkennt  man,  dass 
der  Durchschnittspunkt  0,  in 
welchem  die  Richtungslinien 
der  beiden  Kräfte  R  und  II 
einander  schneiden,  die  Stelle 
bezeichnet,  an  welcher  das 
Gewicht  Q  aufgehängt  werden 
muss ,  damit  %  =  0  werde. 
Nach  Fig.  208  würde  die 
Grösse  zx  zu  bestimmen  sein 
■a -    aus  der  Gleichung: 

8)    *-*.=^a-. 

welche  für  zx  aufgelöst,  nach 
Substitution  der  für  u  und 
tga  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  entnehmenden  Werthe,  ebenfalls  zu 
dem  in  Gleichung  7)  gefundenen  Resultate  führt.  ^ 

Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  9t  positiv  wird,  wenn  z  >  zx 
ist,  und  dass  21  negativ  wird,  wenn  z  <  zx  ist.*  Folglich  wird 
9t  =  9t(m„J,  wenn  die' in  Fig.  209  mit  „Plus"  bezeichnete  Strecke 


Null  Hus 


Fig.  209. 
Minus 


Null 


allein  belastet  ist,  und  es  wird  81  = 

bezeichneten  Strecken  allein  belastet  sind,  während  die  Belastungen 


(min)i  wenn  die  mit  „Minus* 
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der  mit  „Null"  bezeichneten  Strecken  gar  keinen  Beitrag  zu  der 
Grösse  31  liefern.  Um  die  Grösse  2f(11Mlx)  zu  erhalten,  hat  man  qdz 
statt  Q  zu  setzen  in  Gleichung  6)  und  dann  die  Integration  aus- 
zuführen zwischen  den  Grenzen  z  =  zx  und  z  =  x.    Folglich  ist: 

Z—X 

9)    «,„,„)=/?  dz  j _k_^_^|     oder: 

*  =  *,  *  X 

10)    3U,,  =  (-,-L)  I*  fZzdz  —  (z5  -f  aJ)  jdzl     oder: 

ii)   *U,  =  (~Hr^)  j*  (*2  -  «?)  -  (*2  +  «')  (*  -  *i)|  • 

Die  letztere  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  des  in 
Gleichung  7)  für  zx  gefundenen  Werthes  die  Form  an: 

i*;   ^(m»x)  —       4— 

Die  Grösse  8l(lnJn)  kann  man  sich  in  die  zwei  Theile  81,  und 
81 2  zerlegt  denken,  indem  man  mit  81,  den  Beitrag  bezeichnet, 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  OB,  und  mit  8t4  den  Beitrag, 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  B  C  zu  der  Grösse  %miu)  liefert. 
Für  die  erstere  erhält  man  die  (den  vorigen  analog  gebildeten) 
Gleichungen:  z==t, 

ia\     «          Ca   \2xz  —  (x2  +  a*)\ 
13)     *t=Jqd*\ -s—^-yj, 

14>  *«  =  (p4^) {«/W  - (*2  +  ai)fdz) > 

a  o 

15)  «,  =  (^^j)  I*«  -  a»)  -  (**  +  «')  («t  -  «)J , 

welche  letztere  nach  Substitution  des  in  Gleichung  7)  für  2,  ge- 
fundenen Werthes  die  Form  annimmt: 

16)  31   =_q{x-a)\ 
'        1  4  x  (x  -f-  a) 

Für  die  Grösse  3l2  erhält  man  unmittelbar  aus  Gleichung  6), 
indem  man  darin  a  statt  z  und  ya  statt  Q  setzt,  den  Werth: 

Die  Grösse  Ä(min)  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  letzteren 
Ausdrücke  zu  setzen;  also  ist: 

10* 
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18)  3U,  =  «,  +  «,  =  -  g(ZVxa,)- 
Die  beiden  Gleichungen  12)  und  18)  zeigen,  dass  die  absoluten 
Werthe  der  beiden  Grössen  %wx)  und  8((mlll)  einander  gleich  sind. 
Hieraus  folgt,  dass  bei  voller  Belastung  21  =  0  ist,  insofern  dann 
die  positiven  und  negativen  Beiträge,  welche  die  Belastungen  der 
mit  „Plus"  und  „Minus"  bezeichneten  Strecken  zu  der  Grösse  8 
liefern,  einander  gegenseitig  aufheben. 

Die  verticale  Querschnittsfläche,  welche  die  Blechwand  haben 
mü8ste,   wenn   dieselbe   an  den  Biegungsspannungen  nicht  theil- 
nehmend  nur  Abscbeerungswiderstände  zu  leisten  hätte,  ist  dem- 
nach zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
q  (x2  -  q2) 


19)     <p  = 


4:Sx 


und  die  Materialmenge,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  zu  der 
ganzen  Blechwand  des  Stückes  AB  erforderlich  sein  würde,  hat 
die  Grösse:  t  i 


20) 


B  =  Cffdx  =  rg(a?^~aa)  dx    oder: 


«>    '-isf^-^TÜ- 


Dieselbe  Gleichung  ist  auch  für  die  in  Fig.  202  dargestellte  Form  des 
Fig.  210.  Trägers    als    gültig 

----- - —  «r- - 


#.--■ 


zu  betrachten.  Denn 


Fig.  211. 


•  für  diesen  Fall  würde 

•  man  nach  Fig.  210 

""""    i  und  Fig.  211  die  Glei- 

.^. jf  chungen  erhalten: 

J*22)  #(«,+«,) 

=  Q(s-*), 

23)  H  =  Q  — 

#(tg*i+tga2), 

und  wenn  man  in 
diesen  Gleichungen 
die  aus  §  40  zu  ent- 
nehmenden Werthe 
substituirt: 

M)«,=/ig-l> 
25)uJ=/,g-l), 
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26)    *«,=■££,  27)    tg«2  =  ^, 

so  erhält  man  für  die  von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  verticale  Ab- 
scheerungskraft  den  Werth: 


*>  «  =  Q{2aVX~aT 


welcher  mit  dem  in  Gleichung  6)  gefundenen  Werthe  übereinstimmt.  Es  folgt 
hieraus,  dass  die  zu  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  erforderliche  Materialmenge 
ebenso  wie  bei  dem  gewöhnlichen  parabolischen  Träger  ganz  unabhängig  ist 
von  den  Pfeilhöhen  der  beiden  Bögen. 

Die  Materialmenge,  welche  zu  der  Blechwand  des  Mittelstücks 
BC  (in  Fig.  202)  erforderlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  nur  Ab- 
scheerungs widerstände  zu  leisten  hätte,  ist  nach  §  41  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

29)  •_£. 

Hiernach  erhält  man  für  die  zu  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  des 
ganzen  in  Fig.  202  dargestellten  Trägers  wirklich  erforderliche 
Materialmenge  die  Gleichung: 

30)  Jf  =  *(2B  +  »)    oder: 

SD  *=HK0._a..21g(i)j+^!  —= 

a2         1 
Wenn  man  hierin  z.  B.  -=j-  =  -«-  setzt,  so  erhält  man  für  M  den  Werth: 

33)    M=^-.  0,615. 

Die  Vergleichung  desselben  mit  dem  in  §  43  (Gleichung  2)  für  den  gewöhn- 
lichen parabolischen  Träger  gefundenen  Werthe  zeigt,  dass  die  Ersparung  an 
Material  für  die  Blech-  oder  Gitter- Wand  etwa  38,5  Procent  betrügt. 


§  46. 
Continuirlicher  Parallelträger  mit  Gelenken. 

Da  das  Mittelstück  BC  als  ein  an  beiden  Enden  frei  auf- 
liegender Balken  zu  betrachten  ist  und  die  zu  demselben  erforder- 
liche Materialmenge  demnach  aus  den  Gleichungen  des  §  39  ent- 
nommen werden  kann,  so  ist  hier  nur  noch  nöthig,  für  eines  der 
beiden  Endstücke  AB  oder  CD  die  erforderliche  Materialmenge 
zu  berechnen  (Fig.  212). 
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Für  die  Querschnittsflächen  der  Gurtungen  ergiebt  sich  aus 
Fig.  213  die  Gleichung: 

1)    SFh  =  pa(x-a)  +  p(x-^     oder    F-J*^*)-. 

Die  zu  den  beiden  Gurtungen  des  Stückes  AB  erforderliche 
Materialmenge  hat  also  die  Grösse: 

i  i 

2)     Mx  =  f2Fdx  =  f-P^^a^  dx    oder: 


3) 


M  =  P('3-3Zq2  +  2"3) 


SSk 


Für  die  Yerticale  Abscheerungskraft  im  Abstände  x  von  der 
Mitte  ergiebt  sich  aus  Fig.  213  der  Werth: 

4)     V'=pa-\-p  (x —  a)  =  px. 

Der  Verticalschnitt  der  Blechwand  müsste  also,  wenn  dieselbe  an 

Fig.  212. 


den   Biegungsspannungen   nicht   theilnehmend   nur   Abscheerungs- 
widerstände  zu  leisten  hätte,  die  Grösse  haben: 

und  zu  der  Blechwand  des  Stückes  AB  würde  in  diesem  Falle 
die  Materialmenge  erforderlich  sein: 
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6)    M^f^-p-^-l^l.  ' 

a  a 

( 

Die  zu  dem  ganzen  Stücke  A  B  wirklich  erforderliche  Material- 
menge hat  also  die  Grösse: 

7)  U-M.+UI,.  y(''-^+2°')  +*^- 

In  dieser  Gleichung  hat  man  p  -(-  q  statt  p  zu  setzen,  wenn 
ausser  der  permanenten  Belastung  p  noch  die  mobile  Belastung  q 
zu  berücksichtigen  ist.    Für  diesen  Fall  wird  also: 

Die  zu  dem  Mittelstücke  BC  erforderliche  Materialmenge  hat 
nach  §  39  die  Grösse: 

Für  die  Materialmenge,  welche  zu  dem  ganzen  Träger  AD 
erforderlich  sein  würde,  erhält  man  hiernach  die  Gleichung: 

10)  2JV  +  J  =  ^!^-^jz3-3ZaJ  +  4«'| 

+>'+*(" +4)1- 

1 

Wenn  z.  B.  -=-  =  -^   gesetzt  wird,  so  kann  man  dieser  Glei- 

l  6  j- 

chung,  indem  man  zugleich  l  =  \L  und  -v-  =  n  setzt,    auch   die 
folgende  Form  geben: 

11)  2A1  +  J  =  Tjg2£  {(67*  -{-  2ik)p  +  (6n  +  25*)?}. 

Wenn  man  ferner  —  wie  bei  dem  in  §  39  berechneten  Zahlen- 
beispiele —  wieder  n  =  10  und  k  =  2  setzt,  so  erhält  man  den 
Werth: 


12)-  2M+J  =  -4^{54p  +  55gj. 
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Die  Vergleichung  desselben  mit  dem  in  §  39  (Gleichung  19) 
gefundenen  .Werthe  zeigt,  dass  die  erforderliche  Materialmenge 
bei,  gleichem  Höhenverhältniss  etwa  die  Hälfte  von  derjenigen 
Materialmenge  beträgt,  welche  für  den  an  beiden  Enden  frei  auf- 
liegenden Träger  erforderlich  sein  würde. 

Für  die  ganze  Materialmenge,  welche  zu  den  drei  zwischen 
den  Pfeilern  liegenden  Abtheilungen  des  in  Fig.  214  dargestellten 


Fig.  214. 


a     .    a 


Lift 


--*•£ 


!  I      . 


-iL- 


* 


-fL- 


--■tL 


TF1 

I 


Brückenträgers  über  drei  Oeffnungen  erforderlich  ist,  so  ergiebt 
sich  hiernach  der  Werth: 

13)    m  +  3  J  -  ~  (124  p  +  127  q). 


§47. 
Bogenbrücke  mit  Scharnier. 

Bei  dem  in  Fig.  200  dargestellten  parabolischen  Träger  würde 
—  wie  in  §  40  erklärt  wurde  —  die  Blech-  oder  Gitter-Wand 
zwischen  den  beiden  Gurtungen  ganz  überflüssig  sein,  so  lange  die 
Belastung  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilt  ist. 
Denkt  man  sich  die  untere  horizontale  Gurtung  ebenfalls  hinweg- 
genommen, so  erkennt  man,  dass  die  horizontalen  Zugkräfte, 
welche  vorher  von  derselben  auf  die  beiden  Enden  des  Bogens 
übertragen  wurden,  in  diesem  Falle  ersetzt  werden  durch  die 
horizontalen  Gegendrücke  der  festen  Unterstützungspunkte.  Der 
Bogen  ist  nunmehr  zu  betrachten  als  eine  an  beiden  Endpunkten 
unterstützte  parabolische  Kette,  welche  unter  Einwirkung  der 
gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilten  Belastung 
in  ihrer  labilen  Gleichgewichtslage  sich  befindet. 

Bei  ungleichförmiger  Lastvertheilung  würde  die  Kette  eine 
Formänderung  erleiden,  und  wenn  eine  solche  verhindert  werden 
soll,  so  muss  die  Kette  auf  irgend  eine  Weise  abgesteift  werden. 
Diesen  Zweck  kann  man  dadurch  erreichen,  dass  man  die  hori- 
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zontale  Gurtung  über  dem  Bogen  anbringt  und  mit  demselben 
durch  eine  Blech-  oder  Gitter-Wand  verbindet.  Denkt  man  sich 
alsdann  durch   die   Mitte    einen   Verticalschnitt   gelegt    und    die 

beiden    getrenn- 
Fig.  215.  ten  Hälften  durch 

ein  Scharnier  wie- 
der verbunden, 
so  erhält  man  die 
in  Fig.  215  dar- 
gestellte Bogen- 
brücke, bei  wel- 
cher die  von  einem 
Einzelgewichte  Q 
hervorgerufenen 
Gegendrücke  der 
Unterstützungs- 
punkte durch  die 
in  der  Figur  angedeutete  Construction  des  Kräfteparallelogramms 
ermittelt  werden  können. 

Die  drei  Constructionstheile ,  aus  denen  das  Ganze  zusam- 
mengesetzt ist,  nämlich:  erstens  die  obere  horizontale  Gurtung, 
zweitens  die  untere  bogenförmige  Gurtung,  und  drittens  die 
zwischen  beiden  befindliche  Blech-  oder  Gitter- Wand  werden  durch 
das  Gewicht  Q  in  gespannten  Zustand  versetzt,  und  die  drei  Span- 
nungen, welche  in 
Fig.  216.  einem    bestimm- 

ten Vertical- 
schnitte  durch 
das  Gewicht  Q 
hervorgebracht 
werden ,  können 
mit  Hülfe  der  in 
§  42  erklärten. 
Methode  der  sta- 
tischen Momente 
berechnet  wer- 
den. Zu  diesem 
Zwecke  hat  man 

für  den  zwischen  dem  Verticalschnitte  und  dem  Scharniere  be- 
findlichen Theil  dreimal  die  Gleichung   der  statischen   Momente 
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aufzustellen,  indem  man  bei  Berechnung  einer  jeden  Yon  den  drei 
Spannungen  den  jedesmaligen  Durchsehnittspunkt  der  zwei  anderen 
als  Drehpunkt  wählt.  Nach  Fig.  216  würde  also  bei  der  Be- 
rechnung von  X 
der  Punkt  JV,  bei 
der  Berechnung 
von  Z  der  Punkt 
M,  bei  der  Be- 
rechnung von  31 
der  Punkt  L  als 
Drehpunkt  zu 
wählen  sein. 

Denkt  man  sich 
zugleich  die  bei- 
den Kräfte  Q  und 
D  durch  ihre  Mit- 
telkraft R=W 
ersetzt,  so  über- 
zeugt man  sich 
leicht,  dass  die 
betreffende  Span- 
nung allemal 
dann  gleich  Null 
wird ,    wenn    die 

Richtungslinie 
dieser  Mittelkraft 
K  durch  den  be- 
treffenden Dreh- 
Fi*-  219.  pUnkt  selbst  hin- 

durchgeht. Es 
ergeben  sich  hier- 
aus die  in  Fig.  217, 
Fig.  218,  Fig.  219 
dargestellten  La- 
gen, welche  der 
Belastungspunkt 
haben  muss,  wenn 
resp.  X=0  oder 
Z=Ooder«=0 
werden  soll. 
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§48. 
Berechnung  der  oberen  horizontalen  Gurtung. 

Die  Verticale  des  Punktes  0,  durch  welchen  die  Richtungs- 
linie des  Gewichts  Q  hindurchgehen  muss,  wenn  die  Spannung  X 
gleich  Null  werden  soll,  zerlegt  die  ganze  Spannweite  in  zwei 
Abtheilungen,  welche  mit  den  Ueberschriften  „Plus"  und  „Minus* 
bezeichnet  werden  können,   insofern   alle  Belastungen  der  einen 

Abtheilung  posi- 
Fi«-2ao-  tive,     alle     Be- 

„ Minus. ^ Rus ,     ,  lastungen  der  an- 

i  deren  Abtheilung 

:  -*?  *       dagegen  negative 

-  Beiträge  zu  der 
Grösse  -X  liefern 
würden  (Fig.220). 

1  Die  Spannung  X 

-  wird  ein  Maxi- 
mum,  wenn  die 
mit    „Plus"    be- 

:Vs  zeichnete  Strecke 
&gj  allein  belastet  ist, 
~~  und  ein  Mini- 
mum, wenn  die  mit  „  Minus a  bezeichnete  Strecke  allein  belastet  ist. 
Für  die  Lage  des  Punktes  0  erhält  man  aus  Fig.  220,  indem 
man  die  Linie  OP  das  eine  Mal  als  Seite  des  Dreiecks  APO, 
das  andere  Mal  als  Seite  des  Dreiecks  BPO  berechnet  und  die 
beiden  Werthe  alsdann  einander  gleich  setzt,  die  Gleichung: 

1)    (/-«)tgs  =  (*  +  «)tgo,    oder   ^=geS-g:- 

Die  Grössen  tg  u>  und  tg  e  sind  nach  Fig.  220  zu  berechnen  aus 
den  Gleichungen: 


2)    tg« 


_/ 


3)    tge  =  £-f- 


In  letzterer  Gleichung  hat  man. für  y  den  aus  der  Parabel- 
Gleichung  : 

V  _  x* 


4) 
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zu  entnehmenden  Werth  einzusetzen.     Man  erhält  dann  f ür  tg  e 
die  Gleichung: 

-%       4  ZV2-*2)  A  *  /(*  +  ») 


sc) 


Z2 


Wenn  man  für  die  Grössen  tg  e  und  tg  u>  die  obigen  Werthe 
in  Gleichung  1)  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

u 
6)     -j-  = 


l         2l  +  x 

Um  den  Druck  zu  berechnen,  welcher  im  Scharnierpunkte  C 
durch  die  Belastung  der  Plus-Abtheilung  hervorgebracht  wird,  hat 
man  nach  Fig.  221  und  Fig.  222  für  jede  der  beiden  Hälften  die 


Flg.  221. 


Fig.  222. 


Gleichung  der  statischen  Momente  aufzustellen  und  den  festen 
Unterstützungspunkt  dabei  als  Drehpunkt  zu  wählen;  man  erhält 
dann  die  Gleichungen: 

7)  Hf-Vl  =  qu(l-iu), 

8)  Hf+Vl  =  ±ql\ 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  beiden  Seitenkräfte  jenes  Druckes 
die  Werthe: 

9)  *_£(,  +  ,■_*). 

10)  '-4(l-T)'- 

Die  Spannung  X,  welche  bei  diesem  Belastungszustande  an 
der  Stelle  M  hervorgebracht  wird,  kann  man  nunmehr  nach 
Fig.  223  berechnen  aus  der  Gleichung  der  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  N: 

11)  X(c  +  y)  =  qu(x  —  iu)  —  Hif+Vx. 
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Fig.  223. 


Wenn  z.  B.  die  Werthe  l  =  20*»,  /=  5m,  c  =  O^ö,  q  =  2000  KU.  ge- 
geben sind  und  ar  =  10m 
gesetzt  wird",  so  er- 
geben sich  aus  den 
obigen  Gleichungen  die 
Werthe : 

y  =  lm,25, 
u  =  4m, 

#=54400Kil., 
V  =  6400  Kil., 

und  nach  Substitution 
derselben  erhält  man 
aus  Gleichung  11)  für 
X  den  Werth: 

X=  +  34  200  KU. 

Da  bei  voller  Belastung  X  =  0  ist,  so  muss  der  absolute  Werth  von  X(min) 
ebenso  gross  sein  wie  JT(m.x);  also  ist: 

XCnx!=±34  200KiJ. 
§49. 

Spannungen  im  Bogen. 

Die  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Spannung  Z  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird,  sind  in  Fig.  224  durch  die  Ueberschriften 

Plus  und  Mi- 


Fig.  224. 


Plus 


Minus 


1)    (/-r)tge  =  (/  +  V)tgto     oder    ~- =  f- 


nus  angedeu- 
tet Die  durch 
den  Punkt  O 
gelegte  Ver- 
ticale  bildet 
die  Bela- 
stungsgrenze, 
und  die  Lage 
derselben  ist 
wie  im  vo- 
rigen Para- 
graphen zu 
bestimmen 
aus  der  Glei- 
chung : 
tgs  —  Jg  cd  ^ 
tge~+tg<o 
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In  dieser  Gleichung  sind  für  die  Grössen  tg  s  und  tg  u>  resp.  die 
aus  Fig.  224  zu  entnehmenden  Werthe  zu  setzen: 


2)    <g.-£f 


3)    tg< 


und  nach  Substitution  derselben  erhält  man  für  das  Verhältniss  -j- 
den  Werth: 


4)    -     = 


cl+fx 


Den  Druck,  welcher  in  dem  Scharnierpunkte  C  stattfindet,  wenn 
die  mit  „Minus"  bezeichnete  Abtheilung  allein  belastet  ist,   kann 


Fig.  225. 


Fig.  226. 


man  nach  Fig.  225  und  Fig.  226  berechnen  aus  den  Gleichungen : 

5)  Hf-Vl  =  lpP  +  qv(l-iv), 

6)  Hf+Vl=i(p  +  q)l\ 

aus   welchen  man  für  die  beiden  Seitenkräfte  jenes  Druckes  die 
pig  a27  Werthe  erhält: 

*>  "-*'(» -tf 

Um  die  Spannung  Z 
zu  berechnen,  welche 
bei  diesem  Belastungs- 
zustande an  der  Stelle 
Ar  des  Bogens  statt- 
findet, hat  man  für  den  in  Fig.  227  dargestellten  Theil  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  M : 
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9)  Z  cos  a  .  (c  -{-  y)  =  —  \pxl  —  q v  (x  —  ±v)  —  Hc  —  Vx 
aufzustellen  und  die  darin  vorkommende  Grösse  cos  a  zu  berechnen 
aus  den  Gleichungen: 

10)     cos  a  =  -,,!__.,  11)     tga  =  ^=-i(-. 

}  |/T+tga2  '      6  dx  P 

Wenn  die  permanente  Belastung  p  =  1200  KU.  pro  Meter  gesetzt  wird, 
und  ausserdem  wieder  die  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen  Zahlen- 
werthe:  q  =  2000  KU.,  I  =  20m,  /  =  5m,  c  =  0m,5  substituirt  werden,  so 
erhält  man  für  x  =  10m  die  Werthe  : 

y  =  ln\25,  t?  =  7m,5,  77=112  375  KU.,  F  =  3  906  KU.,  tga  =  ^-,  cos  a  =  0,97, 

und  mit  Benutzung  derselben  erhält  man  aus  Gleichung  9)  für  das  Minimum 
von  Z  den  Werth: 

Z(min)  =  —  146  700  KU. 

Um  das  Maximum  von  Z  zu  berechnen,  würde  man  die  Plus- 
Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  im  Uebrigen  auf  ana- 
loge Weise  zu  verfahren  haben.    Man  findet  alsdann: 

Z(nux)  =  -  34  800KÜ. 
und  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,   dass   die  Berechnung  der 
Grösse  Z{mmx)  überflüssig   war,   insofern  bei  der  Bestimmung  der 
an  dieser N  Stelle   erforderlichen  Querschnittsfläche  des  Bogens  die 
Zahl  Z(min)  den  Ausschlag  geben  wird. 

Denkt  man  sich  den  Verticalschnitt  MN  durch  den  Punkt  F 
hindurchgelegt  (Fig.  224),  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  Falle 
die    drei    Punkte  O,  M,  F  in    dem    Punkte  F  zusammentreffen 

würden.    Für  diesen  Fall  wird  x  = =  ->-,  und  diesem  Werthe 

entspricht  nach  Gleichung  4)  der  Werth  v  =  ->-  =  x.     Wenn  x 

cl  * 

kleiner  ist  als  ->-,    d.  h.  wenn  der  Verticalschnitt  zwischen   den 

beiden  Punkten  F  und  E  hindurchgeht,  so  giebt  es  keinen  Null- 
punkt mehr,  d.  h.  keine  Stelle,  welche  als  Belastungspunkt  ge- 
wählt den  Werth  Z  =  0  ergeben  würde.  In  diesem  Falle  tritt 
also  die  stärkste  Spannung  des  Bogens  bei  voller  Belastung  ein. 
Es  ist  daher  die  betreffende  Abtheilung  des  Bogens  wie  eine  pa- 
rabolische Kette  mit  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection 
vertheilter  Belastung  zu  berechnen.  So  z.  B.  würde  für  den 
Scheitelpunkt  selbst  die  grösste  Druckspannung  des  Bogens  zu 
berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

12)    1U)  =  "(P4/ ~  =  l2Sm  KiI' 
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§  53. 

Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand. 

Die  Lage  des  Punktes  i,   welcher  bei  der  Berechnung  der 
verticalen  Abscheerungskraft  8t  als  Drehpunkt  zu  wählen  ist,  kann 

nach  Fig.  228 
berechnet  wer- 
den   aus    der 
Gleichung: 
1)  x  —  z  = 

tga 
Wenn  man 
hierin  die  aus 
der  Parabel- 
Gleichung  und 
deren      Diffe- 


Fig. 

228. 

M    x-z    L 

z 

''^/•fß. 

\9,S 

i- '% 

ytc    /^^ 

' — C 

"■««■»^^ 

f, 

/JA 

% 

?•-■■  ■'. 

14 

Y  ''■ 

y 

/             <u 

X 

3>  ^  =  -f-=tga 


4)    z=J 


renzial  -  Gleichung : 

2)    JL  =  ül 

resp.  für  die  Grössen  y  und  tg  ot  zu  entnehmenden  Werthe  sub- 

stituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  für  z  aufgelöst  die  Form  an: 
fx2  —  cl> 
2fx 

Die  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Kraft  91  ein  Maximum 

oder  Minimum 
ng.  229.  wird,   sind  in 

Fig.  229  durch 
die        Ueber- 

schriften 
„Plus"  und 
„Minus"  ange- 
deutet. Die 
Verticale  des 
Durchschnitts- 
punktes 0  bil- 
det die  Bela- 
stungsgrenze, 
und  die  Lage 

derselben  ist  wie  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  zu  bestimmen 

aus  der  Gleichung: 


Minus          ..                    Plus 
■-"*— - —  - 


M  x-z  VjN  g 
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5)    (l  — «0tgs  =  (l  +  «0tg»    oder    ^=  **'   .   **— - 

6  tgS  -f"  tgü) 

In  dieser  Gleichung  sind  für  die  Grössen  tg  s  und  tg  <u  resp.  die 
Werthe  zu  setzen: 


6)    *.-i±f 


7)    tg«.  =  ^, 


worauf  dieselbe   nach   Substitution    des    oben    für    *  gefundenen 
Werthes  die  Form  annimmt: 


«)    7  = 


«*__ 


JL_ 


w  __  /a?2  — -cZ(Z  —  2«) 

"z  ~"  /»(«— «)■+- ^+"2»)  ' 

Da  bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilter 
Belastung  keine  Abscheernngsspannung  in  der  Blech-  oder  Gitter- 
Wand  stattfindet,  so  darf  die  permanente  Belastung  bei  der  Be- 
rechnung der  Grösse  81  unberücksichtigt  gelassen  werden.  Um 
das  Maximum  von  81  zu  berechnen,  hat  man  die  mit  „Plus"  be- 
zeichnete Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  die  beiden 
Fig.  230  Seitenkräfte        des 

durch  diese  Bela- 
stung im  Scharnier- 
punkte hervorge- 
brachten Druckes 
nach  den  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  des 
§  48  zu  berechnen, 
indem  man  darin  w 
statt  «setzt.  Die  bei 
diesem  Belastungs- 
zustande stattfin- 
dende verticale  Abscheerungskraft  kann  man  alsdann  nach  Fig.  230 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

9)     «(sc-  z)  =  qto(z  —  ±w)-{-Hc-\-  Vz. 

Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen 
angenommenen  Zahlenwerthe  :  l  =  20m,  /  =  5m,  e  =  0"\5,  g  =  2000  KU. 
wiederum  x  =  lO™  setzt,  so  wird : 

r  =  3™,    w  =  2m,564,    #=49  600  KU.,     F=  7600  KU., 
und  man  erhält  aus  Gleichung  9)  für  das  Maximum  von  $  den  Werth: 

«(max)  =  +  8060  EU. 
Ebenso  gross  ist  auch  der  absolute  Werth  von  Uminj;  denn  hei  voller  Be- 
lastung ist  %  =  0,  folglich  auch  %(m*x)  +  fymin)  =  0. 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  H 
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Denkt  man  sich  in  Fig.  229  den  Verticalschnitt  M N  so  ge- 
legt, dass  der  Drehpunkt  L  mit  dem  Punkte  F  zusammenfällt, 
so  erkennt  man,  dass  in  diesem  Falle  auch  der  Punkt  O  mit  dem 

Punkte  F  zusammentrifft.      Diesem  Falle    entspricht  der  Werth 

c  l 
z  =  -j  ,   und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Glei- 
chung 4)  für  x  den  zugehörigen  Werth: 


.0)  *-${i+Y 


•+4}' 


8m,G33. 


Wenn  ein  anderes  Mal  der  Verticalschnitt  eine  solche  Lage 

hat,  dass  der 
Drehpunkt  L 
mit  dem 

Punkte  G  zu- 
sammenfällt 
(Fig.  231),  so 
wird  w  —  0, 
und  diesem 
Falle  ent- 
spricht nach 
Gleichung  8) 
der  Werth: 


11)    x  = 


/ 


-1+l/1+£l_ 


=  4m,633. 


Wenn  x  zwischen  diesen  beiden  Grenzwerthen  liegt,  d.  h. 
wenn  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der 
Drehpunkt  L  zwischen  die  beiden  Punkte  F  und  G  fällt,  so  ist 
die  Berechnung  nach  Fig.  231  auszuführen,  in  welcher  wiederupi 
durch  die  Ueberschriften  „Plus"  und  „Minus"  die  Belastungs- 
zustände  für  ä(m„}  und  ?I(min)  angedeutet  sind. 

So  würde  man  z.  B.  für  den  Fall :  x  =  8m,  welchem  nach  Gleichung  4) 
und  Gleichung  8)  die  Werthe  z  =  lm,5  und  w  =  lm,7284  entsprechen,  indem 
man  im  üebrigen  die  oben  erklärte  Berechnnngsmethode  wiederum  anwendet, 
den  Werth  finden: 

*C}  =  ±6127Kil. 

Wenn  endlich  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat, 
dass  der  Drehpunkt  L  in  die  Strecke  rechts  von  dem  Punkte  G 
fällt,  d.  h.  wenn  x  noch  kleiner  ist  als  der  untere  von  den  beiden 
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obigen  Grenzwerthen ,  so  bildet  der  Verticalschnitt  selbst  die  Be- 
lastungsgrenze,   und    die    Berechnung    ist    für    diesen  Fall    nach 

Fig.  232    auszu- 
8*  führen, in  welcher 

-flu8.„__.._.„„.„_„.Mnus„„_._„.._...T       wiederum    durch 

die  Ueberschrif- 
ten  „Plus"  und 
„Minus"  die  Be- 
lastungszustände 
füra(inax}und8r(lnln) 
angedeutet  sind. 

So   z.  B.   erhält 

man  für  den  Werth 

x  =  4m,     welchem 

'm  Ei    nach     Gleichung  4) 

der  Werth  z  =  —  3m  entspricht,  indem  man  im  Uebrigen  die  oben  erklärte 

Berechnungsmethode  wiederum  anwendet,  den  Werth: 

«C}  =  +  4571Kil. 

§51. 
Hängebrücke  mit  Scharnier. 

Wenn  man  die  in  den  vorigen  drei  Paragraphen  gefundenen 
Spannungszahlen  sämmtlich  mit  „Minus  Eins*  multiplicirte ,  so 
würden  dieselben  für  die  umgekehrte  (hängende)  Lage  der  Brücke 
gelten.      Die   mittlere   Abtheilung    der   in   Fig.  233   dargestellten 

Fig.  233. 


s*^1 


Hängebrücke  kann  daher  auf  dieselbe  Weise  wie  Fig.  215  berech- 
net werden,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  für  eine  von  den  beiden 
Seiten-Abtheilungen  AE  oder  BF  die  Berechnung  der  drei  Span- 

11* 
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nungen  Jf,  Z,  21  zu  erklären.  Bei  voller  Belastung  —  sowie  über- 
haupt bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  der  ganzen 
Brücke  vertheilter  Belastung  —  befindet  sich,  wie  man  leicht  er- 
kennt, jede  von  den  beiden  Seiten- Abtheilungen  genau  in  dem- 
selben Spannungszustande  wie  eine  von  den  beiden  Hälften  der 
Mittel-Abtheilung.  Es  darf  daher  bei  der  Berechnung  der  in  den 
vorigen  Paragraphen  mit  X  und  91  bezeichneten  Spannungen  die 
permanente  Belastung  auch  hier  unberücksichtigt  gelassen  werden. 
Die  Art  und  Weise,  wie  das  an  irgend  einer  Steife  der  mitt- 
leren Abtheilung  aufgehängte  Einzelgewicht  Q  durch  die  Wider- 
stände der  vier  Aufhängepunkte  22,  -4,  J3,  F  aufgehoben  wird, 
kann  man  sich  durch  die  in  Fig.  233  angedeutete  Construction 
veranschaulichen.  Da  von  den  beiden  Auf  hängepunkten  A  und  B 
stets  nur  verticale  Gegendrücke  auf  die  Brücke  übertragen  werden 
können,  so  haben  die  horizontalen  Seitenkräfte  der  vier  Wider- 
stände -R,  TT,  Wx ,  JB,  sämmtlich  dieselbe  Grösse,  und  diese  Ho- 
rizontalkraft kann  auf  dieselbe  Weise  berechnet  werden  wie  bei 
der  Bogenbrücke  Fig.  215  die  horizontale  Seiten  kraft  des  in  dem 
Scharnierpunkte  C  hervorgebrachten  Druckes.  Eine  Belastung 
der  Seiten- Abtheilung  AE  erzeugt  an  den  beiden  Unterstützungs- 
punkten A  und  E  verticale    Gegendrücke,    welche    auf   dieselbe 

Fig.  234. 


Weise  zu  berechnen  sind  wie  bei  einem  (an  beiden  Enden  frei 
aufliegenden)  Balken  auf  zwei  Stützen.  (Fig.  234). 

Wenn  man  auf  solche  Weise  zuvor  die  äusseren  Kraftwir- 
kungen ermittelt  hat,  welche  bei  einer  bestimmten  Lage  der  Be- 
lastung Q  auf  die  Abtheilung  AE  übertragen  werden,  so  kann 
man  nachher  die  in  den  drei  Constructionstheilen  derselben  her- 
vorgebrachten inneren  Spannungen  X,  Z,  3E  wiederum  mittelst  der 
Methode  der  statischen  Momente  berechnen.  Indem  man  sich 
den  Belastungspunkt  allmählich  von  F  bis  E  fortrückend  und  für 
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jede  Lage  desselben  jene  Berechnung  wiederholt  denkt,  findet  man 
auf  ähnliche  Weise  wie  bei  der  in  den  vorigen  Paragraphen  be- 
rechneten Bogenbrücke  diejenigen  Belastungszustände,  bei  welchen 
die  betreffende  Spannung  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  wor- 
auf dann  die  Berechnung  der  Spannungszahlen  selbst  auf  die  in 
den  folgenden  Paragraphen  erklärte  Weise  ausgeführt  werden  kann. 

§52. 
Berechnung  der  horizontalen  Gurtung. 

Für  die  Belastungen  und  Dimensionen  sind  die  in  §  48  an- 
genommenen Zahlenwerthe  beibehalten.  Die  Belastungszustände, 
bei  welchen  die  Spannung  X  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,    sind   in   Fig.  235    durch    die    Ueberschriften   „Plus*    und 


Fig.  235. 
..MffiQL 


„Minus"  angedeutet.  Die  Ueberschrift  Null  über  der  Abtheilung 
BF  bedeutet:  dass  die  Belastungen  dieser  Abtheilung  gar  keinen 
Beitrag  zu  der  Spannung  X  liefern.  Bei  Belastung  der  „Minus"- 
Abtheilung  entsteht  in   der   Kette    eine   Horizontalspannung  von 

der  Grösse: 

Flg.  236. 


qP 


2/ 


=  80000Kil. 


Dieselbe  Grösse  hat  auch 
die  horizontale  Seiten- 
kraft des  Widerstandes 
jß,  welcher  bei  diesem 
Belastungszustände  von 
dem  festen  Punkte  E 
auf  die  Brücke  über- 
ragen wird.  Nach  Fig.  236  hat  also  die  verticale  Seitenkraft 
dieses  Widerstandes  die  Grösse: 
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2)  F=#tgu>  =  80000.  -^-  =  20000  Kil. 

Das  Minimum  von  X  ist  nunmehr  nach  Fig.  236  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

3)  X.{c  +  y)  =  Hy-Vx% 

in  welcher  die  Werthe  H=  80000,  7  —  20000,  c  =  0m,5  zu  sub- 
stituiren  sind.    Für  x  =  101"  ist  y  =  lm,25  zu  setzen,  und  es  wird  : 


Fig.  237. 


*(min)  " 


57 143  KU. 


Um  das  Maximum  von 
X  zu  berechnen,  würde 
man  die  „Plus-Abtheilungu 
allein  belastet  anzunehmen 
haben,  und  für  diesen 
Belastungszustand  nach 
Fig.  237  die  Gleichung  er- 
halten: 

4)     X(c  +  y)  =  ±qlx 
—  \qx\ 

welche  nach  Substitution  der  Werthe:  2  =  2000,  Z==20m,  c  =  0m,5, 
x  =  10m,  y  =  lm,25  für  X  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

*(mM)  =  + 57 143  Kil. 

Es  ergiebt  sich  also  wiederum,  dass  die  Grössen  X{mMX)  und 
-XJmin)  gleiche  absolute  Werthe  haben,  dass  also  bei  voller  Be- 
lastung X  =  0  wird,  und  es  bestätigt  sich  die  Richtigkeit  der  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Behauptung:  dass  die  perma- 
nente Belastung  keine  Spannung  in  der  horizontalen  Gurtung 
hervorbringt. 

§53. 

Spannungen  der  Kette. 

Die  Spannung  Z  kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  Zp  und 
Zq  zerlegt  denken,  von  denen  ersterer  durch  die  permanente,  letz- 
terer durch  die  mobile  Belastung  hervorgebracht  wird.  Die  von 
der  permanenten  Belastung  hervorgebrachte  Horizontalspannung 
der  Kette  hat  die  Grösse: 


i) 


r  ~  2/  ~~ 


48  000  Kil. 
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Die  Spannung  Zp  ist  daher  für  diejenige  Stelle,  an  welcher 
die  Kettenrichtung  den  Winkel  a  mit  der  Horizontalen  bildet,  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

2)  Zp  =  -^  =  i/pJ/l  +  tga*, 

'       p       cos  a  p  r        ■     ° 

in  welcher  für  die  Grösse  tg  a  der  aus  Gleichung  12)  des  §  49 
zu  entnehmende  Werth  einzusetzen  ist. 

So  z.  B.  erhält  man  für  x  =  lO"1  aus  jener  Gleichung  den  Werth 
tg  a  =  -£ .    An  dieser  Stelle  ist  also : 

3)  Zp  =  48000)/l  +  (^)2  =  49  478Kü. 

Die  Bela8tungszustände,  bei  welchen  die  Grösse  Zq  resp.  ein 


Jüans.. 


Fig.  238. 

Bbh 


r  * 

^ßr 

^^^^^a_^^^  1  ^v-- 

SS+.SJ&. 

•*"     AT 

p 

19 

Maximum  und  ein  Minimum  wird,   sind  in  Fig.  238  durch  die 
Ueberschriften  „Plus"  und  „Minus"   angedeutet.     Für  das  Maxi- 
mum von  Zik  erhält  man 
Fig.  239.  nach  Fig.  239  die  Glei- 

chung: 
4)     Zn  cos  a  (y  +  c) 

=  HC  +   Vx, 

in  welcher  für  die 
Kräfte  H  und  V  wie- 
derum die  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  des 
vorigen  Paragraphen 
angegebenen  Werthe  zu  substituiren  sind.  Für  das  Minimum  von 
Z  erhält  man  nach  Fig.  240  die  Gleichung: 

5)     Zq  cos  a  (y  +  c)  —  \  qx2  —  \qlx. 

Für   x  —  10"    und    y  =  1"V25    ist    wieder =  11  +  (T  )      zu 

COS  a  r  \  4  / 

setzen,  und  es  ergeben  sich  aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  die  Werthe 
£,  (m«)  =  +  141 368  KU.,    Zq  (min)  =  -  58  903  Kil. 
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Mit  Benutzung  des  in  Gleichung  3)  für  ZP  gefundenen  Werthes  erhält  man 
nunmehr  für  das  Maximum  und  das  Minimum  der  Spannung  Z  selbst .  die 

Werthe: 


Fig.  240. 


Z{m**)  =  +  49478  +  141 368 

=  + 190846  KiL, 
Zo»in)  =  +  49478  —  58  903 
=  —  9425  Kil. 
Bei  der  Bestimmung   des 
Querschnitts  der  Kette  würde 
man    also    Rücksicht   darauf 
zu   nehmen    haben,    dass   in 
derselben    gelegentlich    auch 
Druckspannungen    stattfinden 
können. 


Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand. 

Bei  Berechnung  der  verticalen  Abscheerungsspannung  ä  darf 
wiederum    die    permanente    Belastung    unberücksichtigt    gelassen 

Fig.  241. 
Plus  Minns  m  Null 


Fig.  242. " 


werden,  insofern  [eine  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection 

der  ganzen  Brücke  ver- 
^  theilte     Belastung     aus- 

schliesslich in  der  Kette 
Spannungen  hervorbringt. 
Die  Belastungszustände, 
bei  welchen  die  Spannung 
Sl  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird,  sind  in 
L  *-*  M  "  Fig.  241  durch  die  Ueber- 

V*  Schriften  „Plus"  und  „Mi- 

nus u   angedeutet.     Für   das   Minimum  von  81   erhält  man   nach 
Fig.  242  die  Gleichung: 
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Fig.  243. 


1)     «  (x  —  z)  =  —  Hc  -  Vz, 
in  welcher  für  H  und  V  wieder  die  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 
des  §  52  angegebenen  Werthe  zu  substituiren  sind. 

Für  x  =  10m  ist  «er  =  3m  zu  setzen  (nach  §  50,  Gleichung  4),  und  man 

erhält  aus  obiger  Gleichung  den 
Werth: 

«(min)  =  —  14286KÜ. 

Das  Maximum  von  $  würde  nach 
Fig.  243  zu  berechnen  sein  aus 
der  Gleichung: 

2)     %(x  —  *)  =  \qU  + 

qx(\x  —  z)    oder; 
*<m«)  =  +  14286Kil. 


Die  obige  Berechnungs- 
weise entspricht  der  Voraus- 
setzung: dass  der  Drehpunkt 
L  rechts  von  der  Verticalen  des  Punktes  E  liegt.  Wenn  statt 
dessen  der  Verticalschnitt  AIN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Dreh- 
punkt L  in  die  Strecke 


Flg.  244. 


0* 


f 


j  A     OJ  fällt  (Fig.  244),  so 

"""' ---——---      -sj.  jje  Berechnung  nach 

Fig.  245  auszuführen, 
und  wenn  der  Drehpunkt 
L  links  von  dem  Punkte 
0  liegt,  so  ist  die  Be- 
rechnung nach  Fig.  246 
auszuführen. 


Die  Grenzfälle  sind  diejenigen  beiden  Fälle,   in  welchen  der 
Drehpunkt  L  entweder  mit  dem  Punkte  J  oder  mit  dem  Punkte  O 


Pins 


Fig.  245. 
Minus 


Null 


selbst  zusammenfällt.    Dem  ersteren  entspricht  der  Werth  z  =  0, 
oder  (nach  §  50,  Gleichung  4)  der  Werth: 


Digitized  by  V3OOQIC 


170 


Dritter  Abschnitt    §  54. 


3)    x 


=  iy±  ^  6»,324. 


cl 


Dem  letzteren  Grenzfalle  entspricht  der  Werth  s  = ?-,  oder 


(nach  §  50,  Gleichung  11)  der  Werth: 


/' 


4)    *  =  y!-l+J/l  +  4)  =  4B'633- 


Es  sind  also  bei  der  Berechnung  von  81  die  folgenden  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

<  6m,324 

>4m,633' 

Für  den  ersten  ist  die  Berechnung  nach  Fig.  241,  für  den  zweiten 
►  nach  Fig.  245,  für  den  dritten  nach  Fig.  246  auszuführen. 


x«>6m,324,  x. 


x  <  4m,633. 


Flg.  246. 
„PI™ Minus ;  .^ Hm?_. 


"Null 


fc—ü 


So  z.  B..  würde  man  für  den  Werth  x  —  6m,  welchem  (nach  §  50,  Glei- 
chung 4)  der  Werth  z  =  —  -^m  entspricht,  indem  man  die  Berechnung  von 
%  nach  Fig.  245  ausführt,  den  Werth  erhalten: 

Für  x  =  4m  wird  z  =  —  3m,  und  man  erhält,  indem  man  die  Berechnung 
von  %  nach  Fig.  246  ausführt,  den  Werth: 
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Berechnung  der  zerknickenden  Kraft  für  eine  prismatische 
Stange  init  freien  Enden« 

Die  in  §  4  gefundene  allgemeine  Differenzial- Gleichung  der 
elastischen  Linie: 


i) 


Ez^=m 


darf  auch  für  den  in  Fig.  247  dargestellten  Fall  als  gültig  be- 
trachtet werden,  bei  welchem  der  gebogene  Stab  durch  zwei  an 

den     beiden     End- 
Fig.  247.  punkten  desselben  in 

der  Richtung  ihrer 

Verbindungslinie 
wirkende  Druck- 
kräfte im  Gleichge- 
wichtszustände ge- 
halten wird.  In  obiger  Gleichung  bedeutet  3R  die  Grösse  des 
Biegungsmomentes  für  denjenigen  Punkt  der  elastischen  Linie, 
dessen  Goordinaten  x  und  y  sind.  Dieses  Biegungsmoment  ist 
als  eine  positive  oder  negative  Grösse  in  Bechnung  zu  bringen, 
je  nachdem  die  Grösse: 


2) 


dxr~ 


d(&l 


dx' d  tg  cp 


dx 


dx 


eine  positive  oder  negative  Grösse  ist  Da  nach  Fig.  247  die 
Grösse  tg  <p  mit  wachsendem  x  abnimmt,  so  ist  dasselbe  hier  ne- 
gativ, also: 

3)    2R  =  —  Ky 
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zu  setzen,  und  man  erhält  für  den  vorliegenden  Fall  die  Diffe- 
renzial  -  Gleich  ung : 

4>  **£—** 

Bei  einer  prismatischen  Stange  ist  die  Grösse  5E  als  Träg- 
heitsmoment der  Querschnittsfläche  eine  von  x  unabhängige  con- 
stante  Grösse,  und  wenn  man  abkürzungsweise  die  constante  Grösse: 

« v»-*_  • 

setzt,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  folgende  Forin 
geben: 

6)  ^  =  "*V 

Durch  zweimalige  Integration  derselben  erhält  man   alsdann  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

7)  y  =  A  sin  kx  -\-  B  cos  &e, 

in  welcher  die  beiden  Integrations-  Constanten  A  und  B  auf  fol- 
gende Weise  bestimmt  werden  können. 

Nach  Fig.  247  muss  für  x  =  0  auch  y  =  0  sein;  man  erhält 
also  für  die  Constante  B  die  Gleichung: 

8)  0  =  0  +  J3. 

Wenn  ferner  mit  /  die  gross te  Durchbiegung  oder  der  grösste 
Werth  von  y  bezeichnet  wird:  nämlich  derjenige  Werth,  welchen 
y  für  sin  kx  =  1  annimmt,  so  ist  die  Constante  A  =/  zu  setzen, 
und  man  erhält  für  die  elastische  Linie  die  Gleichung: 

9)  y=/8in(fcc). 

Da  in  der  Theorie  der  elastischen  Linie-  stets  eine  geringe 
Grösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt  wird,  so  darf  der  Unter- 
schied zwischen  der  Sehnenlänge  AB  und  der  Bogenlänge  AB  =  L 
vernachlässigt  werden.  Es  ist  also  nach  Fig.  247  für  x  =  L  eben- 
falls y  =  0  zu  setzen;  folglich  ist  0  =  sinAX,  oder: 

10)  JcL  =  W17T, 

-in  welcher  letzteren  Gleichung  der  Buchstabe  m  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  für  die  Con- 
stahte  k  zu  entnehmenden  Werth  in  den  Gleichungen  5)  und  9) 
substituirt,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 

11)  *= p 1  12)     y=/sm(— j-  y 

in  welchen  die  Theorie  des  vorliegenden  Falles  enthalten  ist. 
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Die  Gleichung  11)  giebt  an,  wie  gross  die  beiden  Kräfte  K 
sein  müssen,  um  bei  dem  willkürlich  angenommenen  Biegungs- 
zustande den  Stab  im  Gleichgewichte  zu  halten.  Sie  zeigt  zu- 
gleich, dass  diese  Kraftgrösse  unabhängig  ist  von  der  Grösse  der 
Durchbiegung.  Dieselbe  Kraftgrösse  würde  also  auch  ausreichen, 
um  den  Stab  so  stark  zu  biegen,  dass  die  Maximalspannung  in 
demselben  die  Elasticitätsgrenze  oder  gar  die  Festigkeitsgrenze 
überschreitet  Die  Gleichung  11)  enthält  daher  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Grösse  der  zerknickenden  Kraft. 

Um  die  Bedeutung  der  Constanten  m  zu  erkennen,  hat  man 
für  dieselbe  der  Reihe  nach  die  Zahlenwerthe  1,  2,  3,  4  ...  in 
den  obigen  beiden  Gleichungen  zu  substituiren  und  gelangt  dabei 
zu  den  folgenden  Resultaten: 


Für  m  =  1  wird  K  = 


m  =  2 


m  =  3 


m  =  4 


K  = 


K  = 


2E% 

4i:2EZ 

L2 
9*2EZ 

L2 
M>k*EZ 


und 


Fig.  248. 


Fig.  249 
m=2 


Fig.  250. 
m =3 


y=/sin(^), 
„   .     /2t:x\ 

y=f*m(-rr 

y=/sin(^), 

j,=/sin(^), 

welche  man  resp. 
durch  die  Figuren 
248,  249,  250,  251 

sich  veranschau- 
lichen kann.  Die- 
selben zeigen,  dass 
—  abgesehen  von* 
den  Grenzen,  wel- 
che durch  die 
Grösse  des  Festig- 
keits  -Coefficienten 
bedingt  sind  —  auf 
unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten 
der  gebogene  Stab 
durch  die  beiden 
Druckkräfte  K  im 
Gleichgewichtszu- 
stande      gehalten 
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resp.  zerknickt  werden  kann,  und  jedem  dieser  verschiedenen 
Fälle  entspricht  ein  besonderer  Werth  der  Kraft  K.  Der  kleinste 
Werth  der  zerknickenden  Kraft  entspricht  dem  in  Fig.  248  dar- 
gestellten Falle.  Wenn  daher  nicht  besondere  günstige  Umstände 
vorhanden  sind,- durch  welche  der  Stab  veranlasst  wird,  bei  ein- 
tretender Biegung  eine  der  in  den  übrigen  Figuren  dargestellten 
Biegungsformen  anzunehmen  —  was  z.  B.  dann  der  Fall  sein 
würde,  wenn  einzelne  Punkte  der  elastischen  Linie  verhindert 
werden,  aus  der  geraden  Verbindungslinie  der  beiden  Endpunkte 
seitwärts  herauszutreten  —  so  wird  die  Grösse  der  zerknickenden 
Kraft  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 


13)    K  = 


TZ2EZ 


§56. 
Prismatische  Stange  mit  eingemauerten  Enden. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 
zeigt,  dass  die  zerknickende  Kraft  dem  Quadrate  der  Länge  um- 
gekehrt proportional  ist.     Es  würde  also  z.  B.  für  eine 
Fig.  252.  L 

Stange  von  der  Länge  -^    die   zerknickende  Kraft  die 

vierfache  Grösse  annehmen.  Da  bei  der  zweifach  ge- 
bogenen Stange  (Fig.  249)  das  Biegungsmoment  in  der 
Mitte  der  Stange  gleich  Null  ist,  so  würde  man  an 
dieser  Stelle  die  Stange  durchschneiden  und  an  der 
Schnittstelle  ein  Scharnier  einschalten  können,  ohne 
dass  die  Spannungszustände  der  Stange  dadurch  ge- 
ändert werden.  Man  kann  daher  die  zweifach  gebogene 
Stange  auch  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  zwei 
durch  ein  Scharnier  verbundenen  einfach  gebogenen 
Stangen  und  demgemäss  die  zerknickende  Kraft  für 
dieselbe  ebenfalls  nach  Gleichung  13)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen berechnen,  indem  man  darin  \L  statt  L  setzt 
(Fig.  252).  Ebenso  kann  man  die  dreifach  gebogene 
Stange  (Fig.  250)  als  aus  drei  einfach  gebogenen  Stangen  von 
der  Länge  %L  zusammengesetzt  betrachten.  Bei  der  in  Fig.  253 
dargestellten  dreifach  gebogenen  Stange  von  der  Länge  l  hat  also 
nach  Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen  die  zerknickende 
Kraft  die  Grösse: 
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1)    K  = 


Fig.  253.        Flg.  264. 


Da  der  Gleichgewichtszustand  dieser  Stange  keine  Störung  erleidet, 
wenn  die  untere  Hälfte  des  unteren  Drit- 
tels und  die  obere  Hälfte  des  oberen  Drit- 
tels in  feste  Wände  eingeschlossen  worden, 
so  gilt  diese  Gleichung  auch  für  den  in 
Fig.  254  dargestellten  Fall,  und  man  erhält, 
indem  man  \L  statt  \l  setzt,  für  diesen 
Fall  die  Gleichung: 

2)     -       4^ 


K  = 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  bei  einer 
Stange,  an  deren  beiden  Enden  die  Tan-X 
.gentenrichtungen  der  elastischen  Linie  durch 
Kräftepaare  unverändert  erhalten  werden  — 
wie  z.  B.  bei  einer  zwischen  festen  Wänden 
eingeklemmten  Säule,  deren  Endplatten  an 
die  ebenen  Wandflächen  sich  anlegen  —  die 
zerknickende  Kraft  viermal  80  gross  ist  als 
für  eine  Stange  mit  freien  Enden. 
Für  die  in  Fig.  255  dargestellte  einfach  gebogene  Stange  von 
der  Länge  l  hat  die  zerknickende  Kraft  die  Grösse: 


Fig.  255. 


I 


Fig.  256. 


f*r.: 


3)    K  = 


TZ2E% 


Denkt  man  sich  die  untere  Hälfte  der- 
selben in  eine  feste  Wand  eingeschlossen, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  256  dar- 
gestellten Falle  und  erhält,  indem  man 
2L  statt  l  setzt,  für  diesen  Fall  die 
Gleichung : 

4)     K=  a— ri"  ' 


Ü 


welche  zeigt,  dass  bei  der  nur  an  einem 
,Ende  eingemauerten  Stange  die  zer- 
knickende Kraft  nur  den  vierten  Theil 
beträgt  von  derjenigen  Kraft,  welche  die 
an  beiden  Enden  freie  Stange  zerknicken  würde. 
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§  57. 

-Stange  mit  veränderlichem  Querschnitte, 

Die  grösste  in  einem  bestimmten  Querschnitte  der  gebogenen 
Stange  stattfindende  Druckspannung  kann  betrachtet  werden  als 
zusammengesetzt  aus  zwei  Theilen:  den  einen  Theil  bildet  die 
gleichförmig  über  die  ganze  Querschnittsfläche  vertheilte  Druck- 
spannung, welche  die  Druckkräfte  K  ohne  Vorhandensein  einer 
Biegung  hervorgebracht  haben  würden;  den  anderen  Theil  bildet 
die  dem  Biegungsmomente  Ky  entsprechende  grösste  Biegungs- 
spannung, welche  an  der  coneaven  Seite  ebenfalls  eine  Druck- 
spannung ist.  Diese  letztere  ist  (nach  §  2,  Gleichung  12)  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

1)     5  =  -|.JCy, 

und   nach   der   in.  Fig.  257  gewählten    Bezeichnungsweise   nimmt 

Fig  257  dieselbe  in  der  Mitte 

«fl  der      Stange      den 

Werth  an: 

2)  8t  =%-.£/. 

Im  Allgemeinen 
werden  für  die  Span- 
nung S  in  den  verschiedenen  Querschnitten  verschiedene  Werthe 
sich  ergeben.  Es  soll  jedoch  hier  als  specieller  Fall 'eine  solche 
Veränderlichkeit  des  Querschnitts  vorausgesetzt  werden,  bei  welcher 
die  Grösse  S  in  allen  Querschnitten  gleiche  Werthe  annimmt.  Es 
ist  also: 

3)    •.*,  =  ■£..*/ 


zu  setzen,  und  wenn  man  in  dieser  Gleichung  abkürzungsweise 
den  Quotienten: 

4)  —  =  z 

setzt,  so  kann  man  derselben  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  y  =  4-"- 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Stange  mit  veränderlichem  Querschnitte.  17? 

Für  den  zweiten  Differenzialquotienten  von  y,  nach  x  genommen, 
erhält  man  hiernach  den  Ausdruck: 

}     dx2  ~  zx  '  dx2 

Wenn  man  nunmehr  die  allgemeine  Differenzialgleichung  der 

elastischen  Linie  (§  55,  Gleichung  4),    indem  man   darin   für  die 

Grössen  %  und  y  resp.  die   aus   den   Gleichungen  4)  und  5)  zu 

entnehmenden  Werthe  sufcstituirt,   auf  die  folgende  Form  bringt: 

7)  d'y  =     Kf  , 

dx2  Ezx  w 

so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  in  diesen  letzteren  beiden 

d2v 
Gleichungen  für  -j~\  gefundenen  Ausdrücke  die  Gleichung: 

ö)     dx2'  ~       Ew 

Stange  mit  rechteckigen  Querschnitten   von  überall  gleicher 

Höhe. 

Wenn  die  Grösse  w  als  halbe  Höhe  des  rechteckigen*  Quer- 
schnitts eine  von  x  unabhängige  Constante  ist,   so  kann  man  der 

% 
obigen  Gleichung,  indem  man  darin  für  z  wiederum  den  Werth  — 

substituirt,  die  folgende  Form  geben: 

'     dx2  ~       E 
Durch  zweimalige  Integration  derselben  gelangt  man  alsdann 
zu  der  Gleichung: 

10)    !-=-  — +  C*  +  C„ 

in  welcher  die  beiden  Integrations  -  Constanten  C  und  C,  auf  fol- 
gende Weise  zu  bestimmen  sind: 

Für  x  =  0  wird  X  =  0,   also  ist  Cx  =0, 

yj  X     =      Li  „  £     =     U  f,  yf  O  =        O    Jg 

Wenn   man   diese  Werthe  substituirt,   so   erhält  man   für  % 

die  Gleichung:  r,r 

°     _        KLx  /.         x\ 

Für  die  Mitte  der  Stange  ist  x  =  ±L  und  X  =  %1   zu  setzen; 
12)    %t  = 


also  ist:  ^jj 


SE 

Bitter,  Ingenieur -Mechanik.  22 
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Das  Verhältniss  der  beiden  Trägheitsmomente  %  und  %x  hat 
demnach  die  Grösse: 

Wenn  man  hierin  nach  der  in  Fig.  258  und  Fig.  259  gewählten  Be- 
zeichnungsweise die  Werthe: 


I-u 


J^h. 


J/i 


Fig.  259. 


Fi«.  258. 

Z  =  21,  x  =1  —  u 

substituirt,  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  folgende  ein- 
fachere Form  an: 

14)     A  =  1_J^ 
;     6t        l        l2 

und  zeigt,  dass  das  Grund- 
riss-Profil  der  Stange  durch  zwei  Parabeln  gebildet  wird  (Fig.  259), 
während  in  der  Aufriss-Ebene,  welche  der  Biegungs-Ebene  parallel 
vorausgesetzt  wird,  das  Profil  eine  rechteckige  Form  hat  (Fig.  258). 
Die  zerknickende  Kraft  hat  bei  solcher  Form  der  Stange  nach 
Gleichung  12)  die  Grösse: 


15) 


*  =  -£-• 


Stange  mit  quadratischen   oder  kreisförmigen  Querschnitten. 
Die  Trägheitsmomente  ähnlicher  Querschnittsfiguren  verhalten 
sich  wie  die  vierten  Potenzen  der  Querschnittsdimensionen.    Für 
den  vorliegenden  Fall  ist  also: 

16)     ö=-  =  ^4 


*i 


w: 


zu  setzen,  worin  die  Grössen  w  und  wx  entweder  die  halben  Seiten- 
längen der  quadratischen  Querschnitte  oder  die  Halbmesser  der 
Querschnittskreise  bedeuten.  Die  Gleichung  4)  nimmt  nach  Sub- 
stitution des  aus  obiger  Gleichung  für  %  zu  entnehmenden  Werthes 
die  Form  an: 


17)    *  =  ^4- 


w* 


und   man   erhält   aus   derselben   für   das  Differenzial  von  z  den 
Ausdruck : 


18)    <fc  =  3^f 


V)2  dtv. 
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Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  8)  auf  beiden  Seiten  mit 
2  dz  multiplicirt  und  hierauf  für  die  Grösse  dz  den  obigen  Werth 
substituirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

«»'■£)*£)— tu1-»"*- 

und  erhält  durch  Integration  der  letzteren,   indem  man  die  Inte- 
grationsconstante  mit  A  bezeichnet,  die  Gleichung: 


(£V— •£■-■+ * 


21)     \dx)  ~         Ew\ 
Die  Gleichsetzung  der  aus  den  beiden  Gleichungen  18)  und  21) 
für  dz  zu  entnehmenden  Ausdrücke  führt  alsdann  zu  der  Gleichung: 


22)  -*^^-*iA -*&£-, 

an  auch  die 
23)    dx  = 


Ew\ 
welcher  man  auch  die  folgende  ^einfachere  Form  geben  kann: 

w2dw 


YC—Bw2 

indem  man  statt  der  Constanten  A  eine  neue  Constante  C  ein- 
führt und  gleichzeitig  abkürzungsweise  die  constante  Grösse: 

setzt.  Wenn  man  endlich  die  Gleichung  23)  integrirt  und  zu- 
gleich berücksichtigt,  dass  für  x  =  0  auch  w  =  0  sein  muss,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

oxn  »      -/C  \   ,         C  .    (    +fB\ 

25)    x  = ==  1  /  -7c  —  w2  H 7rr=  arc  sm  I  w\  I  -~  I  -> 

}  2\TB  y    B  ^2BVB  \    y    CJ 

in  welcher  die  Constanten,  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden 
können.  Für  x  =  L  ist  u?  =  0  zu  setzen,  und  die  Substitution 
dieser  Werthe  führt  zu  der  Gleichung: 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  Werth  w  =  f -g    substituirt, 

so  findet  man,  dass  demselben  der  Werth  x  =  ±L  entspricht, 
und  da  für  die  Mitte  der  Stange  w  =  wx  ist,  so  folgt  hieraus 
die  Gleichung: 

12* 
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27) 


1/C 


aus  welcher  man  mit  Benutzung  des  aus  der  vorhergehenden  für 
C  zu  entnehmenden  Ausdrucks  für  B  den  Werth  erhält: 

28)  2*  =  ■£$-• 

Wenn   man   diese   Werthe   in   Gleichung  25)   substituirt,    so 
nimmt  dieselbe  die  folgende  Form  an : 

«^n  L  S  .     w        w  1 I .        i02  ) 

29)  a  =  —  (  arc  sin \  1 r[  i 

'  it  (  10,        t0t  t0,  5 

und  kann  in  dieser  Form  zur  Construction  des  Längenprofils  der 
Stange  benutzt  werden,  insofern  zu  jedem  willkürlich  angenom- 
menen Werthe  von  w  der  zugehörige  Werth  von  x  aus  derselben 
berechnet  werden  kann.  Durch  Gleichsetzung  der  in  den  Glei- 
chungen 24)  und  28)  für  die  Constante  B  gefundenen  beiden  Aus- 
drücke findet  man  endlich,  dass  die  zerknickende  Kraft  für  eine 
so  geformte  Stange  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 


m  ,.1^. 


Die  im  Anlange  dieses  Paragraphen  willkürlich  angenommene  Bedingung, 
nach  welcher  die  grösste  Biegungsspannung  S  in  allen  Querschnitten  der  ge- 
bogenen NStange  dieselbe  Grösse  haben  sollte,  führte  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Querschnittsfläche  der  Stange  nach  den  beiden  Enden  hin  bis  auf  die 
Grösse  Null  abnehmen  muss,  was  zur  Folge  haben  würde,  dass  die  ausser 
jenen  Biegungsspannungen  noch  vorhandene  gleichförmig  über  die  Quer- 
schnittsfläche vertheilte  Druckspannung  -=,-  an  den  beiden  Enden  der  Stange 

Je 

einen  unendlich  grossen  Werth  annehmen  würde,  i  In  Wirklichkeit  wird  man 

statt  dessen  die  Querschnittsfläche  höchstens  bis  auf  die  der '  practisch  zu- 

TT 
lässigen  Druckspannung  \l   entsprechende  Grösse  F  =  —  abnehmen  lassen 

dürfen,  und  auch  in  diesem  Falle  würde  die  Gültigkeit  der  obigen  Gleichungen 
ausserdem  noch  an  die  Bedingung  geknüpft  sein:  dass  die  Länge  der  Stange 
sehr  gross  ist  im  Verhältniss  zu  ihrer  Dicke,  und  in  Folge  dessen  die  Grösse 
F  beträchtlich  kleiner  ausfällt  als  der  Querschnitt  F{  in  der  Mitte  der  Stange. 
Es  ist  daher  —  was  practische  Anwendungen  betrifft  —  den  in  diesem  Para- 
graphen gefundenen  Resultaten  nur  ein  verhältnissmässig  geringer  Werth  bei- 
zumessen, und  beschränkt  sich  derselbe  im  Wesentlichen  auf  das  Ergebniss: 
dass  unter  obigen  Voraussetzungen  für  die  zerknickende  Kraft  bei  der  nach 
Gleichung  14)  construirten  Stange  etwa  ein  Fünftel,  und  bei  der  nach  Glei- 
chung 29)  construirten  Stange  etwa  ein  Viertel  weniger  in  Rechnung  zu  bringen 
sein  würde,  als  bei  einer  prismatischen  Stange  vom  Querschnitte,  Ft. 
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§  58. 
Biegungsebeue  des  kleinsten  Widerstandes. 

Nach  §  5$  (Gleichung  13)  ist  die  zerknickende  Kraft  pro- 
portional dem  Trägheitsmomente  der  Querschnittsfläche,  bezogen 
auf  denjenigen  ihrer  Schwerpunkts-Durchmesser,  mit  welchem  die 
rechtwinkelig  zur  Biegungsebene  stehende  neutrale  Achse  zusam- 
menfällt Um  also  für  eine  prismatische  Stange  den  kleinsten 
Werth  der  zerknickenden  Kraft  zu  berechnen,  hat  man  zuvor  die- 
jenige Lage  der  Biegungsebene  resp.  der  neutralen  Achse  aufzu- 
suchen, für  welche  das  Trägheitsmoment  %  seinen  kleinsten  Werth 
annimmt. 

Nach  §  86  der  „ analytischen  Mechanik"  ist  das  Trägheits- 
moment der  Querschnittsfläche  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Schwerpunkts  -  Durchmesser  derselben  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung : 

1)  %  =  A  cos  a*  -j-  &  s*n  a2> 
in  welcher  A  und  B  die  Hauptträgheitsmomente  bedeuten,  d.  h. 
die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  beiden  in  die  Querschnitts- 
ebene fallenden  Hauptachsen 
8X  und  SY  (Fig.  260).  Für 
a  =  0  wird5£  =  il,  füra  =  90° 
wird  %  =  B,  und  die  gra- 
phische Darstellung  des  Ge- 
setzes, nach  welchem  die  Grösse 

— -==  =  SL  mit  dem  Winkel  a 

Vi 

sich  ändert,  bildet  eine  Ellipse 
(analytische  Mechanik,  §  87). 
Hieraus  folgt,  dass  das  kleinere  von  den  beiden  Hauptträgheits- 
momenten zugleich  den  kleinsten  Werth  bildet,  welchen  das  Träg- 
heitsmoment %  überhaupt  annehmen  kann. 

Wenn  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich  sind 
—  wie  z.  B.  bei  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitte  — 
so  haben  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  verschiedenen 
Schwerpunkts -Durchmesser  sämmtlich  dieselbe  Grösse,  und  die 
Trägheits- Ellipse  geht  für  diesen  Fall  in  einen  Kreis  über.  Die 
beiden  Hauptträgheitsmomente  des  rechteckigen  Querschnitts  (Fig.  8) 
haben  die  Werthe:  ,,,  ,.3 

A  — '**!  B--- 

A—tt>  ^_12' 
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und  es  wird  —  je  nachdem  entweder  b  >  A  oder  b  <  h  ist  — 
im   ersteren  Falle  -4,  im  letzteren  Falle  B  den  kleinsten   aller 

Werthe  von  %  bilden. 


Fig.  261. 


Der  in  Fig.  261  dargestellte 
Fall  des  symmetrischen  kreuz- 
förmigen Querschnitts  ist  wie- 
derum ein  Fall,  bei  welchem 
die  beiden  Hauptträgheitsmo- 
mente einander  gleich  sind. 
7^1,  Die  Trägheitsmomente  haben 
daher  für  alle  in  der  Quer- 
schnitts-Ebene liegende  Schwer- 
punkts -  Achsen  die  gemein- 
schaftliche Grösse: 

b4 


12   +   12         12 


oder: 


;  12   \l^H2       H*\ 

Wenn  das  Verhältniss  -^  sehr  klein  ist,   so  kann  man  statt 
dessen  annähernd  auch  setzen: 


3)    %  = 


bH* 
12 


Fig.  262. 


Der  in   Fig.  262   dargestellte   Winkeleisen -Querschnitt  kann 
unter  dieser  Voraussetzung  als  die  eine  Hälfte  jenes  Kreuzes  be- 
trachtet werden;  folglich  hat 
das    Trägheitsmoment    des- 
*\  selben    in  Bezug    auf  jede 

i         " '..  durch  den  Punkt  0  gelegte 

h/  \&  Achse  (z.  B.  OX4  oder  OY) 

die  Grösse: 

bH*        bh* 


4)*o  =  ^-  = 


24   ~~    3 

Der  Flächeninhalt  des  Quer- 
schnitts hat  die  Grösse  F  = 
bH  =2bh;  man  kann  daher 
auch  setzen: 


5)*«^ 


Fh* 
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Um  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  der  Achse  OX4 
parallele  Schwerpunkts- Achse  SX  (als  eine  von  den  beiden  Haupt- 
Achsen  des  Schwerpunktes)  zu  erhalten,  hat  man  (nach  §  88  der 
„analytischen  Mechanik")  von  obigem  Werthe  das  Product  aus 
der  Fläche  in  das  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  Achsen  zu 
subtrahiren;  also  ist: 


*\     a       FW        „{     h     V      Fh> 


Die  Achse  SY  ist  die  andere   Hauptachse  des   Schwerpunktes; 

folglich   hat    das   andere  Hauptträgheitsmoment  den  viermal  so 

grossen  Werth: 

Fh2 

7)  2»-«,—^-. 

Die  Biegungsebene  des  kleinsten  Widerstandes  fällt  also  mit 
der  Halbirungsebene  des  rechten  Winkels  zusammen;  die  recht- 
winkelig zu  derselben  stehende  Achse  SX  bildet  die  neutrale 
Achse,  und  um  die  kleinste  zerknickende  Kraft  zu  berechnen, 
hat  man  in  Gleichung  13)  "des  §  55  für  das  Trägheitsmoment  % 
den  in  Gleichung  6)  angegebenen  Werth  zu  substituiren. 

§  59. 

Berechnung  der  grössten  Druckspannung  in  der  gebogenen 

Stange. 

Wenn  man  sich  in  Fig.  247  durch  die  Mitte  der  von  den 
beiden  Druckkräften  K  im  gebogenen  Zustande  gehaltenen  Stange 
rechtwinkelig  zur  Achse  derselben  eine  Schnittfläche  gelegt  denkt, 
so  erkennt  man,  dass,  um  den  Gleichgewichtszustand  der  einen 
Stangenhälfte  wieder  herzustellen,  an  der  Schnittfläche  die  zwei 
Kräfte-Systeme  würden  angebracht  werden  müssen,  welche  in 
Fig.  263  und  Fig.  264  getrennt  angegeben  sind.  Das  eine  besteht 
in  den  gleichförmig  über  die  ganze  Querschnittsfläche  F  vertheilten 
Druckspannungen,   deren  jede  pro  Flächeneinheit  die  Grösse  hat: 

Das  andere  wird  durch  die  dem  Biegungsmomente  Kf  ent- 
sprechenden Biegungsspannungen  gebildet;  diese  letzteren  sind 
ungleichförmig   über  die   Querschnittsfläche  vertheilt,    bilden  an 
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der  concaven  Seite  ebenfalls  Druckspannungen,  und  die  grösste 
derselben  hat  pro  Flächeneinheit  die  Grösse: 

2)    S,— £.*/. 

Für  das  Verhältnis»  dieser  zwei  Druckspannungen  ergiebt  sich 

aus  den  obigen  beiden 
P1*  aea.  Gleichungen  der  Werth: 

.     St  _  fwF 

Die  grösste  in  dem  Quer- 
schnitte überhaupt  auf- 
tretende Druckspannung 
pro  Flächeneinheit  setzt 
sich  aus  den  beiden 
Theilen  S,  und  S2  zu- 
sammen, hat  also  die 
Grösse: 
4)  S=St  +  Sr 
Wenn  /=  0  wäre,  so 
würde  auch  S2  =  0  sein, 
d.  h.  wenn  die  Stange 
gerade  geblieben  wäre, 
so  würde  die  grösste 
Druckspannung  gleich 
S{  sein.  Durch  das 
Hinzutreten  der  Biegung 
wird  die  grösste  Druck- 
spannung von  Äj  bis  auf  die  Grösse  -6'  vergrössert;  das  Verhältniss 
dieser  Vergrösserung  hat  demnach  die  Grösse: 


5)  n-i=l+^ 


s9 


und  wenn  man  hierin  für  den  Quotienten  -^-  den  in  Gleichung  3) 

gefundenen  Werth   substituirt,    so   erhält  man   für  dasselbe  die 
Gleichung : 

an  1    i    fwF 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man    für   jede    gegebene 
Grösse   des  Biegungspfeiles  /  den  zugehörigen  Werth   der   Ver- 
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hältnisszahl  n  berechnen,  worauf  dann  die  grösste  Druckspannung 
selbst  berechnet  werden  kann  aus  der  Gleichung: 

7)     S  =  n  .  St  =  n  .  -^  • 

§60. 
Coefficient  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Glei- 
chung würde  man  —  wenn  der  für  die  Verhältnisszahl  n  anzu- 
nehmende Werth  bereits  bekannt  wäre  —  auch  zur  Berechnung 
der  erforderlichen  Querschnittsgrösse  F  benutzen  können.  Zu 
diesem  Zwecke  würde  man  für  die  grösste  Druckspannung  S  die 
Grösse  der  practisch  zulässigen  Druckspannung,  einzusetzen  und 
die  Gleichung  für  F  aufzulösen  haben;  man  erhält  dann  die 
Gleichung: 


"(t-4 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  das  Hinzutreten  der  Biegungs- 
Spannungen  genau  denselben  Einfluss  hat,  welchen  bei  der  gerad- 
linig bleibenden  Stange  eine  Verminderung  der  practisch  zulässigen 
Druckspannung  bis  auf  den  n-ten  Theil  ihrer  Grösse  haben  würde. 
Man  kann  daher  die  Bestimmung  der  erforderlichen  Querschnitts- 
grösse für  eine  in  ihrer  Läifgenrichtung  gedrückte  lange  dünne 
Stange  auch  in  der  Weise  ausführen,  dass  man  —  die  Möglich- 
keit einer  Biegung  ferner  ganz  unberücksichtigt  lassend  —  statt 
der  wirklichen  practisch  zulässigen  Spannung  nur  den  n-ten  Theil 
derselben  in  Rechnung  bringt. 

Da  bei  einer  mathematisch  genau  geradlinigen  Stange,  auf 
welche  lediglich  Druckkräfte  in  ihrer  Achsenrichtung  wirken, 
keine  Veranlassung  zum  Abweichen  von  der  geradlinigen  Form 
vorliegt,  so  kann  die  Zahl  „wa  als  eine  Art  von  Sicherheits- 
coefficient  aufgefasst  und  als  solcher  der  „Coefficient  des  Wider- 
standes gegen  Zerknicken"  genannt  werden.  Wie  die  Wahl  der 
practisch  zulässigen  Spannung  innerhalb  gewisser  durch  die  Festig- 
keits-  Eigenschaften  des  Materials  bedingter  Grenzen  mehr  oder 
weniger  der  Willkür  des  Construirenden  überlassen  bleiben  muss: 
so  kann  auch  hinsichtlich  der  Wahl  des  Coefficienten  „nu  eine 
bestimmte  allgemein  gültige  Regel  nicht  vorgeschrieben  werden. 
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Man  wird  für  denselben  im  Allgemeinen  einen  um  so  grösseren 
Werth  in  Rechnung  zu  bringen  haben,  je  grösser  die  Länge  der 
Stange  im  Verhältniss  zu  ihren  Querschnittsdimensionen  ist,  und 
in  zweifelhaften  Fällen  wird  es  sich  empfehlen,  lieber  einen  zu 
grossen  als  einen  zu  kleinen  Werth  für  denselben  zu  wählen. 

Aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  erkennt  man,  dass 
die  Zahl  n  von  der  Grösse  des  angenommenen  Biegungspfeiles 
abhängt  und  mit  letzterem  zunimmt.  Es  kann  daher  der  oben 
gestellten  Forderung  auch  durch  passende  Wahl  der  Grösse  / 
Genüge  geleistet  werden.  Für  diesen  Biegungspfeil  lässt  sich  auf 
folgende  Weise  ein  oberer  Grenzwerth  auffinden,  in  Bezug  auf 
welchen  man  behaupten  darf:  dass  bei  genügender-  Stärke  der 
Stange  in  Wirklichkeit  niemals  eine  Durchbiegung  entstehen  wird, 
bei  welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  K  jenen  Grenzwerth  erreichen 
könnte. 

Denkt  man  sich  auf  die  in  Fig.  265  angedeutete  Weise  durch 
die  beiden  zerknickenden  Kräfte  —  welche  nach  §  55  bei  jeder 

Grösse    des    Biegungs- 

Fig.  265.    pfeiles     die     gebogene 

\f  """*" — ^^^^       Stange     im     Gleichge- 

• -•' <n*EX%    wichte    zu    halten    im 

•      U  ~7?         Stande  sind  —  die  Stange 

in  einen  solchen  Biegungszustand  versetzt,  bei  welchem  allein  die 
Biegungsspannung  schon  die  Elasticitätsgrenze  erreicht,  so  er- 
kennt man,  dass  der  aus  dieser  Annahme  für  die  Grösse  /  hervor- 
gehende Werth  jedenfalls  grösser  sein  wird,  als  bei  der  mit  ge- 
nügendem Sicherheitsgrade  construirten  Stange  derselbe  in  Wirk- 
lichkeit jemals  werden  dürfte,  da  in  letzterem  Falle  die  wirkliche 
Maximalspannung  wegen  Hinzukommens  der  gleichförmig  über  die 
Querschnittsfläche  vertheilten  Druckspannung  die  Elasticitätsgrenze 
schon  überschreiten  würde.  Den  gesuchten  Werth  von  /  kann 
man  demnach  berechnen  aus  der  Biegungsgleichung: 


2)    £*  =  ^./, 


indem  man  darin  für  |x  die  Druckspannung  an  der  Elasticitäts- 
grenze setzt.    Das  Verhältniss: 

bedeutet  alsdann  das   der  Elasticitätsgrenze   entsprechende  Ver- 
kürzungsverhältniss,  und  dem  aus  der  obigen  Gleichung  für  die 
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Grösse  /  zu   entnehmenden   Ausdrucke  kann   man   hiernach   die 
folgende  Form  geben: 

Nach  Substitution  desselben  erhält  man  für  den  Coefficienten  n 
aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  den  Werth: 

IFL* 


5)    n=l  + 


7i2a: 


Da  die  Wahl  des  anzunehmenden  Biegungspfeiles  immer  als  eine  mehr 
oder  weniger  willkürliche  anzusehen  ist,  so  darf  man  für  die  Grösse  /  ohne 

Bedenken  statt  des  oben  angenomme- 


Fig.  266. 


;P~W 


nen  auch  einen  anderen,  noch  etwas 
grösseren  Werth  wählen,  zu  welchem 
man  auf  folgendem  Wege  gelangt. 
Wenn  man  sich  die  Stange  an  allen 
Stellen  gleich  stark  gekrümmt  denkt 
—  in  welchem  Falle  also  die  ela- 
stische Linie  ein  Kreisbogen  wird  — 
und  zugleich  wiederum  eine  solche 
Krümmung  voraussetzt,  bei  welcher 
die  grösste  Biegungsspannung  die 
Elasticitätsgrenze  erreicht,  so  wird 
der  entsprechende  Krümmungshalb- 
messer der  elastischen  Linie  nach 


oder 


p-t, 


Fig.  266  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

6)      X  (1  -  S)   =   P  -  w 
L  p 

und  für  die  Pfeilhöhe  des  Kreisbogens  erhält  man  nach  Fig.  267,  indem  man 

den  Unterschied  zwischen  der  Sehnenlänge 
und  der  Bogenlänge  vernachlässigt,  die 
Gleichung : 

7)  (*£)2  =  2p/-/2, 
aus  welcher  man  nach  Unterdrückung  des 
als  verhältnissmässig  sehr  klein  zu  be- 
trachtenden Gliedes/2,  mit  Benutzung  des 
oben  für  p  gefundenen  Ausdrucks,  den 
Werth  berechnet: 

-     8)   /=~8f  =  ~8S~' 

Nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Para- 
graphen für  den  Coefficienten  n  den  Ausdruck: 

9>  •■-1  +  HSr' 
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welcher  von  dem  oben  in  Gleichung  5)  gefundenen  Ausdrucke  nur  dadurch, 
sich  unterscheidet,  dass  der  Nenner  des  zweiten  Gliedes  statt  des  numerischen 
Factors  „tt2"  den  Factor  „8tt  enthält. 

§  61. 

Berechnung  der  erforderlichen  Querschnitts-Dimensionen  für 
eine  in  ihrer  Längenrichtung  gedrückte  prismatische  Stange. 

Bei  den  Anwendungen  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichungen  kann  man  —  je  nach  der  gewählten  Form  des  Quer- 
schnitts —  drei  verschiedene  Gruppen  von  Fällen  unterscheiden. 

Als  Repräsentant  der  ersten  Gruppe  kann  der  quadratische 

Querschnitt  gelten,  bei  welchem  es  sich  nur  um  die  Bestimmung 

einer  unbekannten  Grösse  handelt,  und  diese  Bestimmung  direct 

ausgeführt   werden    kann.      Wenn    mit    H  die    Seitenlänge    des 

Quadrates  bezeichnet  wird,  so  ist: 

HA 

zu  setzen,  und  aus  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt 
sich  für  den  Coefficienten  n  der  Werth: 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  Gleichung  1)  des 
vorigen  Paragraphen  die  Form  an: 


*  — -!(i+3£>. 


und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  die  gesuchte  Grösse 
H  den  Werth: 


a,  *_j/Ä  +  V(*)'+ 


3KoL* 
25 


15 
Für  Scbmiedeisen  würde  S  =  6  KU.  und  5  =  ^Vwx  zu  setzen  sein. 

Wenn  man  ferner  L  =  2 000mm  und  #=10 000 KU.  setzt,  so  erhält  man 
aus  obiger  Gleichung  für  die  Seitenlänge  des  quadratischen  Querschnitts  den 
Werth  H  =  60»»  8. 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  bei  der  Berechnung  des  kreis- 
förmigen Querschnitts  zu  verfahren  haben.  Wenn  mit  D  der 
Durchmesser  desselben  bezeichnet  wird,  so  ist: 

4      '  *        64 
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zu  setzen,  und  man  erhält  die  den  Gleichungen  1),  2),  3)  analog 
gebildeten  Gleichungen: 

A.  ,    28L2  ir  n2        Kr     .    28L2\ 


« »-j/ä+v<üj 


,'    8  8  ATZ 2" 


Wenn  man  wiederum S=  6  Kil.,  ä=^ÖW,  £  =  2000""°,  JT=10000Kil. 

setzt,  so  erhält  man  für  die   erforderliche  Dicke  der  Stange  den  Werth: 
D  =  69mm,l. 

Als  Repräsentant  der  zweiten  Gruppe  von  Fällen  kann  die  in 

Fig.  268  dargestellte  Querschnittsform  gelten,  bei  welcher  es  sich 

um  die  Bestimmung  von  zwei  unbekannten 

FiÄ  268 

Grössen  handelt,  und  diese  Bestimmung  auf 
indirectem  Wege  auszuführen  ist.  Man  er- 
kennt sogleich,  dass  in  diesem  Falle  eine 
von  den  beiden  Querschnitts -Dimensionen 
//,  h  willkürlich  gewählt  werden  darf,  und 
dass  alsdann  für  die  andere  stets  ein  Werth 
sich  nachweisen  lässt,  welcher  den  vorge- 
schriebenen Bedingungen  Genüge  leistet.  So 
z.  B.  würde  man  willkürlich  h  =  0  setzen  dürfen  und  würde  als- 
dann für  H  wieder  den  in  Gleichung  3)  gefundenen  Werth  er- 
halten. 

Man  kann  statt  dessen  aber  auch  für  den  Sicherheitscoeffi- 
cienten  „nu  einen  passend  scheinenden  Werth  willkürlich  annehmen 
und  nachher  die  beiden  Querschnitts -Dimensionen  so  bestimmen, 
dass  jener  für  „ntt  angenommene  Werth  als  der  richtige  sich 
erweist.    Nach  Fig.  268  ist  für  den  vorliegenden  Fall: 

HA  —  h4 

zu  setzen,  und  die  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  nimmt 
nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Form  an: 

„N  .    .    36  (/i2  —  Ä2)L2        ,  t    .  3SL* 

7)    »-l  +  '-s^-nL^)-     oder     *  =  1  +  ___  . 

Mit  Zuziehung  der  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  hiernach  die  beiden  Gleichungen: 

8>  "-+h'-=w&ry 
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9)     H*  —  h2  = 


nK 

S   '' 


aus  denen   für  die  beiden   unbekannten   Grössen    die    folgenden 
Werthe  sich  ergeben: 


nK 

2&* 


10)  *=^f=J>±_ 

")  *-r45rri)— äff 


Wenn  man  z.  B.  willkürlich  n  =  1,5  setzt  und  im  Uebrigen  die  in  den 

vorigen  Zahlenbeispielen  angenommenen  Werthe  beibehält,  so  findet  man 

als  Querschnitts 'Dimensionen: 
Fig.  269. 

J5r=76—f  Ä  =  57™». 

Auf  dieselbe  Weise  würde  auch  der  Fall 
des  ringförmigen  Querschnitts  (Fig.  269) 
zu  behandeln  sein,  für  welchen: 


F  =  -j  (*>' 


<*'), 


— 2> 


Z=-k(-D,-dt) 


zu  setzen  ist,  und  die  den  Gleichungen  7) . 
Gleichungen  sich  ergehen: 

19s  t    ,      25L* 

12)  n-l+^r-j-y, 

13)  2>'-fd'  =  2lU 


11)  analog  gebildeten 


14)    D1  —  d}  = 


n  —  1 
4nff 


I5)  B_y_«L+«. 

'  f     n  —  1     '       TCO 


16) 


1 


tnK 


Mit  Beibehaltung   der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  würde   man 
hiernach  für  den  ringförmigen  Querschnitt  die  Werthe  erhalten: 
D  =  87mm,l ,  d  =  66mm,4. 

Für  den  in  Fig.  270  dargestellten  kreuzförmigen  Querschnitt, 
welcher  als  Repräsentant  der  dritten  Gruppe  von  Fällen  zu  be- 
trachten ist,  kann  man  den  für  die  Grössen  F  und  %  einzu- 
setzenden Ausdrücken: 
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17) 

18)    %  = 


F=2bh 
bh3 


b\ 
hb3 


12 


12 


12 


indem  man  abkürzungsweise  das  Yerhältniss  -y  =  d  setzt,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 


19)    F=2bh(l—  *»), 

20)  £  =  -^(i  +  t>>- 


n 


Wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen 

substituirt  und  dieselbe  nachher  für  h  auflöst,  so  erhält  man  die 

Gleichungen : 
Pig.  270.  r*  ,     i  __  i  u     x 

21)    n  =  1  +  88^-^1^), 


22) 


Für  den  Coefficienten  „n*  darf  man  wie  bei 
der  vorigen  Gruppe  von  Beispielen  einen 
passend  scheinenden  .Werth  willkürlich 
annehmen,  worauf  dann  auch  die  Grösse : 
K 


23)    F  =  n, 


S 


als  eine  gegebene  Grösse  betrachtet  werden  darf.  Man  kann  als- 
dann aus  Gleichung  22) ,  indem  man  darin  vorläufig  b  =  0  setzt, 
den  Annäherungswerth: 

h=Lf- 


24) 


3S 
n— 1 


und  aus  Gleichung  17),  indem  man  dieselbe  für  b  auflöst,  den 
zugehörigen  Werth: 

25)    b  =  h  —  Yh2  —  F 
berechnen,   womit  dann  zugleich  für  das  Verhältniss  to  ein  An- 
näherungswerth gefunden  ist.     Mit  Benutzung  des  letzteren  findet 
man  nunmehr  aus  Gleichung  22)  den  genaueren  Werth  von  „ka 
und  aus  Gleichung  25)  den  genaueren  Werth  von  „6". 

Mit  Beibehaltung  der  in  den  vorigen  Beispielen  angenommenen  Zahlen- 
werthe  findet  man  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  zunächst  die  An- 
näherung8werthe : 

h  =  134mn\  b  =  9mm,5, 


6  =  9* 

und  indem  man  mit  Benutzung  des  nunmehr  bekannten  Werthes  ü  = 
=  0,0709  die  Rechnung  wiederholt,  findet  man  die  genaueren  Werthe : 


134 
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Für  den  in  Fig.  262  dargestellten  Winkeleisenquerschnitt  ist 
(nach  §  58,  Gleichung  6): 
Fh2 
*>    *  =  T4- 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  findet  man,  dass 
unter  den  in  §  58  gemachten  Voraussetzungen  die  oben  für  den 
kreuzförmigen  Querschnitt  gefundenen  Gleichungen  24),  25)  auch 
bei  der  Berechnung  des  Winkeleisenquerschnitts  angewendet  wer- 
den dürfen. 

Wenn  z.  B.  die  Länge  der  Winkeleisenstange  2  Meter  betragt  und  die- 
selbe einen  in  der  Längenrichtung  wirkenden  Druck  von  10  000  Kil.  aufzu- 
nehmen hat,  so  würde  man  demselben  die  Querschnitts-Dimensionen  h  =  134mm, 
b  =  9ram,5  (oder  auch:  h  =  131mm,5,  b  =  10mm)  zu  geben  haben. 

§62. 
Anwendungen  auf  Gitter-  und  Blech-Brücken. 

Aus  der  in  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Theorie 
des  Widerstandes  gegen  Zerknicken  ergiebt  sich,  dass  die  im 
dritten  Abschnitte  ausgeführten  Rechnungen  —  insbesondere  die- 
jenigen, welche  die  Materialmenge  der  Gitter-  oder  Blech -Wand 
betreffen  —  überall  noch  einer  Correction  bedürfen,  insofern  bei 
der  Querschnitts -Berechnung  der  in  ihrer  Längenrichtung  ge- 
drückten Gitterstäbe  statt  der  sonst  practisch  zulässigen  Druck- 
es" 
Spannung  nSu  stets  der  kleinere  Werth    —    hätte   in  Rechnung 

gebracht  werden  müssen.  Man  wird  deshalb  bei  allen  practischen 
Anwendungen  jener  Berechnungsmethode  für  den  in  §  38  mit  vk" 
bezeichneten  Coefficienten  statt  des  dort  angegebenen  Werthes 
einen  anderen  etwas  grösseren  Werth  einzusetzen  haben,  dessen 
Berechnung  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden  kann. 

Man  kann  sich  —  wie  in  §  38  bereits  erklärt  wurde  —  die 
Blechwand  aus  einer  Gitterwand  entstanden  denken,  indem  man 
die  Anzahl  der  Gitterstäbe  bei  entsprechender  Verminderung  ihrer 
Abstände  allmählich  grösser  werdend  und  nachher  die  sämmt- 
lichen  Stäbe  zu  einer  massiven  Wand  zusammengeschweisst  sich 
denkt.  So  könnte  man  auch  umgekehrt  die  Blechwand  wiederum 
in  eine  Gitterwand  verwandeln,  indem  man  die  Blech  wand  ihrer 
Dicke  nach  in  zwei  Theile  zerschneidet  und  jeden  dieser  beiden 
Theile  durch  Parallelschnitte  in  Streifen  zerlegt,  welche  dann  als 
die    Stäbe    der    Gitterwand    betrachtet    werden    können.      Diese 
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Zerlegung  würde  man  auch  auf  die  in  Fig.  271  und  Fig.  272  an- 
gedeutete Weise  ausfuhren  und  dabei  annehmen  können,  dass  .die 

aus    dem    mitt- 
Fig.  271.  Fig.  272.  leren  Theile  ge- 

schnittenen Pa- 
s'\  rallel  -  Streifen 

die  in  ihrer  Län- 
genrichtung ge- 
zogenen Gitter- 
stäbe darstellen, 
während  die  bei- 
den äusseren 
Theile  zusam- 
mengenommen 
das  Material  zu 

den  in  ihrer  Längenrichtung  gedrückten  Gitterstäben  liefern.  Wenn 
man  ausserdem  noch  annimmt,  dass  diese  beiden  Streifen-Systeme 
einander  rechtwinkelig  durchkreuzen ,  so  ist  nach  der  in.  den  Fi- 
guren angewendeten  Bezeichnungsweise  der  Querschnitt  eines  der 
gezogenen  Streifen  gleich  ß,  .  X  sin  a,  und  der  Querschnitt  des  zu- 
gehörigen gedrückten  Streifenpaares  gleich  ß2  .  X  cos  a  zu  setzen. 
Man  erhält  also  —  indem  man  wiederum  das  am  Schlüsse  des 
§  38  erklärte  Verfahren  anwendet  —  zur  Bestimmung  der  Grössen 
ßt  und  ß2  die  beiden  Gleichungen: 

1)  S  .  ßjX  sin  a  =  -v- 

2)  -.ß2Xcosa=    h- 


cos  a     oder     ß,  = 


sin  a 


oder 


S/i  tg  a 

_  nFtga 

p2 


Sh 


Für  die  ganze  erforderliche  Blechstärke  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 

3)    P  =  ß.  +  ß,=.-£(-t£r  +  »tg«). 

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  den  Winkel  a.  welchen  die 
gezogenen  Streifen  mit  der  Horizontalen  bilden,  denjenigen  Werth 
einzusetzen,  für  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Man  findet  diesen 
Werth,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  eingeklammerten 
Function  von  a  gleich  Null  setzt,  aus  der  Gleichung: 

1 


4)    0  = 


1 

sin  a2 


+ 


n 

cos  ot2 


Bitter,  Ingenieur -Mechanik. 


oder     tg  a  =  TT— 
°  y  n 

13 
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und  erhält,  indem  man  denselben  in  Gleichung  3)  substituirt,  für 
ß  den  Werth: 

Wenn  die  Blechwand  an  den  Biegungsspannungen  nicht  theil- 
nehmend  ausschliesslich  Abscheerungswiderstände  zu  leisten  hätte, 
so  würde  (nach  §  38)  die  erforderliche  Stärke  derselben  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

6>    »  =  -5T 

Für  das  in  §  38  mit  nku  bezeichnete  Verhältniss  der  beiden 
Grössen  ß  und  b  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth: 

7)    4  =  |.  =  2VrJT. 

Die   gedrückten   Streifenpaare   haben   die   Länge ,  und 

da  die  beiden  Theile  eines  Paares  durch  das  zwischenliegende 
Material  der  gezogenen  Streifen  mit  einander  verbunden  sind,  so 
darf  man  den  Coefficienten  „na  auf  dieselbe  Weise  berechnen 
wie  bei  einer  Stange,  deren  Querschnitt  ein  Rechteck  von  der 
Höhe  ß  ist.     Hiernach  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  des 

§  61,  indem  man  darin  statt  L  und  ß  statt  H  setzt,  für 

3       '  cos  a  r 

den  Coefficienten  n  den  Werth: 

3SA2 


8)    n=l  + 


2ß2  cos  a2 


Wenn  man  hierin  für  die  Grösse  r  den   aus  Gleichung  4) 

zu  entnehmenden  Ausdruck: 

9)     ^-=l  +  tga2  =  l  +  — 

7     cos  a2  '    ^  ■     n 

substituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  n  den  Werth: 

Mittelst  der  Gleichungen  6),  7),  11)  kann  man  nunmehr  die 
Grösse  ß  auf  folgende  Weise  bestimmen.     Man  berechnet  zunächst 
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aus  Gleichung  6)  den  Werth  von  6  und  findet  dann  aus  Glei- 
chung 7),  indem  man  darin  provisorisch  n  =  1  setzt,  zunächst 
einen  Annäherungswerth  für  die  Grösse  ß.  Den  auf  solche  Weise 
gefundenen  Annäherungswerth  für  ß  substituirt  man  in  Gleichung  11) 
und  findet  daraus  einen  genaueren  Werth  für  n,  worauf  man 
nunmehr  den  genaueren  Werth  von  ß  aus  Gleichung  7)  berechnen 
und,  wenn  man  will,  die  Correction  wiederholen  kann. 


§  63. 

Ableitung  einer  practischen  Formel  für  die  Stärke  der 
Blechwand. 

Da  es  sich  bei  der  obigen  Untersuchung  nur  um  die  Ab- 
leitung einer  Annäherungsformel  handelt,  so  darf  man  sich  —  um 
das  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  erklärte  etwas  umständ- 
liche Verfahren  zu  umgehen  —  die  Zerlegung  der  Blechwand  auch 
auf  die  in  Fig.  273  und  Fig.  274  angedeutete  Weise  ausgeführt 
denken,  bei  welcher  für  die  gedrückten  Streifen  eine  verticale  Lage 

angenommen       ist. 

Fig.  273.  Fig.  274.  pür  d(m  Querschnitt 

eines  der  gedrückten 
yx  Streifenpaare  er- 
"  h  giebt  sich  bei  dieser 
Zerlegung  der  Werth 
ß2  .  X,  während  der 
zugehörige  gezogene 
Streifen  wie  beim  vo- 
rigen Falle  den  Quer- 
schnitt ßj  .  X  sin  a 
hat.      Man    erhält 

hiernach  die  den  Gleichungen  1),  2),  3)  des  vorigen  Paragraphen 

analog  gebildeten  Gleichungen: 

So.  X  sin  a  =  j 

r!  h  cos  a 


i) 

2) 
3) 
4) 


oder 


Sh  sin  a  cos  a 


h 


ß  =  ß,  +  ßs  = 


«Ftgo 
tga     oder     ß2  =  —  äT—  > 

V    l         1 


Sh   j  sin  a  cos  a 


Sh 
-j-ntgaj    oder: 


^i-lt^+^+^i' 


13 « 
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in  welcher  letzteren  wiederum  für  den  Winkel  a  derjenige  Werth 
einzusetzen  ist,  für  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Man  findet 
diesen  Werth,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  einge- 
klammerten Function  von  a  gleich  Null  setzt,  aus  der  Gleichung: 

5)    0  = = r  4-  n       2      oder     tga=     , -» 

7  sin  a2    ~  cos  a2  ^  j/^J-n 

und  nach  Substitution  derselben  nimmt  die  obige  Gleichung  für  ß 
die  Form  an:  

6,  t->-n£H. 

Mit  Benutzung  des  in  Gleichung  6)  für  b  angegebenen  Werthes 
erhält  man  nunmehr  für  das  Verhältniss  k  die  Gleichung: 

7)    fc  =  |-  =  2l/r+^. 

Der  Coefficient  n  ist  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Para- 
graphen zu  berechnen,  und  da  die  gedrückten  Streifen  im  vor- 
liegenden Falle  die  Länge  h  haben,   so  ist  in   Gleichung  8)  des 

vorigen  Paragraphen  h  statt ,   also: 


8)    «  =  1  + 


cos  a 
3  SÄ2 


2ß2 

zu  setzen.  Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  7)  quadrirt  und 
zugleich  für  n  den  obigen  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

und,  indem  man  diese  Gleichung  für  ß  auflöst,  findet  man  den 
Ausdruck: 

io)  p--2*|/m-"?M^, 

welchem  man  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  6)  des  vorigen 
Paragraphen  für  b  angegebenen  Werthes  auch  die  folgende  Form 
geben  kann: 


-£/i+v; 


ii)  (1=^-1/ i  +  n+-3!*£ 


Mit  Hülfe  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  erforder- 
liche Stärke  der  Blechwand  direct  aus  der  gegebenen  verticalen 
Abscheerungskraft  V  berechnen. 
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Wie  bei  einer  langen  dünnen  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtung 
gedrückt  wird,  durch  die  geringste  einmal  vorhandene  Abweichung  von  der 
geradlinigen  Form  leicht  eine  nachtheilige  Durchbiegung  und  damit  die  Gefahr 
des  Zerknickens  herbeigeführt  werden  kann:  so  wird  bei  der  dünnen  Blech- 
wand eines  Blechbalkens  eine  geringe  Abweichung  von  der  ebenen  Form  zur 
Folge  haben  können,  dass  rechtwinkelig  zu  den  Richtungen  der  grössten 
Druckspannungen  Falten  in  derselben  sich  bilden,  wobei  dann  eine  dem  Zer- 
knicken analoge  Formzerstörung  eintreten  kann.  Aus  diesem  Grunde  ist  es 
nothwendig,  der  Blechwand  eine  grössere  Stärke  zu  geben,  als  bei  vollkommen 
ebener  Form  derselben  erforderlich  sein  würde,  und  wenn  auch  zugegeben 
werden  muss,  dass  in  Betreff  des  zu  wählenden  Sicherheitsgrades  niemals 
bestimmte  allgemein  gültige  Vorschriften  gegeben  werden  können,  so  darf 
man  doch  den  oben  für  die  Blechstärke  ß  gefundenen  Werth  als  einen  solchen 
betrachten,  welcher  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  jenem  Sicherheits- 
bedürfnisse Genüge  leisten  wird. 

§64. 

Ermittelung  des  vorteilhaftesten  Höhenverhältnisses  für  den 
Blechbalken  auf  zwei  Stützen. 

Wenn  der  Balken  eine  prismatische  Form  erhalten  soll,  so 
hat  mp,n  die  Flanscheüquerschnitte  nach  dem  grössten  Biegungs- 
momente und  die  Stärke  der  Blechwand  nach  der  grössten  verti- 
caJen  Abscheerungskraft  zu  berechnen.  Bei  gleichförmig  über  die 
Länge  des  Balkens  vertheilter  Belastung  ist  das  Biegungsmoment 
in  der  Mitte  desselben  am  grössten  und  hat  daselbst  nach  der  in 
§  33  gewählten  Bezeichnungsweise  die  Grösse: 


2 


i)  w-4- 

Es  ist  daher  (nach  §  33)  der  erforderliche  Flanschenquerschnitt 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

2)  SFk-t*    oder    F-J*. 

Die  verticale  Abscheerungskraft  erreicht  an  den  beiden  Enden 
des  Balkens  ihren  grössten  Werth   und  hat  daselbst  die   Grösse: 

3)  V=pl. 

Wenn  man  diesen  letzteren  Werth  in  Gleichung  11)  des  vorigen 
Paragraphen  einsetzt,  so  erhält  man  für  die  erforderliche  Blech- 
stärke den  Werth: 


j/.+V 


»y'i/.  i  V,  ,  »»«'*' 


4)  t-^yi  +  ri+s^p- 
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Aus  den  beiden  Gleichungen  2)  und  4)  kann  man  nunmehr 
die  erforderliche  Querschnittsfläche  des  Blechbalkens  berechnen, 
sobald  für  das  Verhältniss  der  Länge  zur  Höhe  desselben  ein 
bestimmter  Werth  entweder  gegeben  ist  oder  willkürlich  ange- 
nommen wird. 

Für    einen    schmiedeisernen   Blechbalken    würde   man  S  =  6  Kü.    und 

15 

0  =  zu  setzen  haben.     Wenn    also   z.  B.   die   Länge   des  Balkens 

5  Meter,  die  Totalbelastung  25  000  KU.  beträgt  und  das  Verhältniss  der  Höhe 
zur  Länge  gleich  ein  Zehntel  angenommen  wird,  so    hat  man  die  Werthe 

1  —  2500mm,   h  =  ÖO*)011",  p  =  5  KU.  zu  substituiren.     Es   ergeben  sich  als- 
dann resp.  aus  den  Gleichungen  2)  und  4)  die  Werthe: 


_  2  .  5  .  2500  1/1    ,1/  3.0,00075.62.500*"  _ 

*  ~      6  .  500      y    l  +  V  l  +  8  .  52  .  2500»  ~~  lö     ' 

und  für  die  ganze  erforderliche  Querschnittsfläche  des  Blechbalkens  erhält 
man  hiernach  den  Werth: 

2F+  f*Ä  =  2  .  5208  +  15  .  500  =  17916Ü'™ 
Indem  man  ferner  den   der  Abscheerungstheorie  entsprechenden  (nach  §  62, 
Gleichung  6)  zu  berechnenden)  Werth: 

°       Sh  6  .  500  *     ,lbb  • " 

mit  dem  oben  für  ß  gefundenen  Werthe  vergleicht,  findet  man  für  den  in 
§  62  mit  k  bezeichneten  Quotienten  im  vorliegenden  Falle  deu  Werth: 

*~  ft~- 1/166"..        ' 

Ohne  Berücksichtigung  der  Theorie  des  Widerstandes  gegen 
Zerknicken  würde  man  bei  der  Berechnung  erforderlichen  Quer- 
schnitts-Dimensionen,  indem  man  dieselbe  nach  den  Gleichungen 
des  §  33  ausführt,  stets  zu  dem  der  Erfahrung  widersprechenden 
Resultate  gelangen,  dass  bei  unendlich  grosser  Höhe  des  Balkens 
die  Materialmenge  ein  Minimum  wird.  Denn  die  nach  Gleichung  2) 
des  §  33  berechnete  verticale  Querschnittsfläche  der  Blechwand 
(bh)  ist  unabhängig  von  der  gewählten  Höhe,  während  der  nach 
Gleichung  1)  des  §  33  berechnete  Flanschenquerschnitt  F  mit  zu- 
nehmender Höhe  abnimmt. 

Wenn  man  dagegen  die  Querschnittsfläche  auf  die  oben  er- 
klärte Weise  nach  den  Gleichungen  2)  und  4)  berechnet,  so  findet 
man  stets,  dass  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Höhen  Verhält- 
nisses der  Materialverbrauch  ein  Minimum  wird.    So  z.  B.  erhält 
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man  für  den  oben  berechneten  Blechbalken,  indem  man  die  Rech- 
nung unter  Annahme  verschiedener  anderer  Werthe  des  Höhen- 
verhältnisses -jj  wiederholt,  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusam- 
mengestellten Zahlenwerthe : 


h 

21  ~ 

1 
10 

1 

"8 

1 

7 

1 

6" 

1 
5 

1 

4 

b  = 

4nun,i66... 

3,33... 

2,9166... 

2,5 

2,0833... 

1,66... 

b~ 

3,6 

4,16 

4,5726 

5,168 

6,03 

7,4 

ß  = 

15mm 

13,86 

13,336 

12,92 

12,56 

12,33 

ßA  = 

7500  Omm 

10416°nua 
17916Dmm 

8663 

9526 

10770 

12560 

15416 

2F  = 

8333 

7292 

6250 

5208 

4166 

2F+$h^ 

16996 

16818 

17020 

17768 

19582 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  der  hier  angenommenen  Grösse 
der  Belastung  p  die  Querschnittsfläche  des  Balkens  —  folglich 
auch  der  Materialverbrauch  —  ein  Minimum  wird,  wenn  die  Höhe 
des  Balkens  ungefähr  gleich  dem  siebenten  Theile  der  Länge  ist. 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  ergiebt  sich  für  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  Grössen  V  und  F  der  Werth: 

*n     V       28h 
5)    ■/r=nr- 

Wenn  man  den  hieraus  für  V  zu  entnehmenden  Werth  in 
Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen  substituirt,  so  nimmt  die- 
selbe die  Form  an: 


6)    f 


-%yi+ft+ 


3W12 
32F2 


und  zeigt  in  dieser  Form:  wie  man  die  erforderliche  Blechstärke 
auch  direct  aus  dem  gegebenen  Flanschenquerschnitte  würde  be- 
rechnen können. 
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Fünfter  Abschnitt. 
Biegungstheorie  krummer  Balken. 


§65. 
Biegungs -  Spannungen  im  krummen  Balken. 

Hinsichtlich  der  ursprünglichen  Form  des  krummen  Balkens 
wird  vorausgesetzt:  dass  die  Linie,  nach  welcher  die  Achse  des- 
selben vor  dem  Eintreten  der  von  den  biegenden  Kräften  hervor- 
gebrachten Formänderung  bereits  gekrümmt  war,  eine  ebene  Curve 
bildete;  ferner:  dass  die  Krümmungsebene  desselben  den  überall 
gleichen  Querschnitt  des  Balkens  in  zwei  symmetrische  Hälften 
zerlegt.  Ausserdem  wird  vorausgesetzt:  dass  die  biegenden  Kräfte 
sämmtlich  in  jener  Krümmungsebene  wirken,  dass  dieselben  also 

nur  solche  Formänderungen 
Fig.  275.  hervorbringen    können,    bei 

welchen  die  Achsenlinie  des 

i  'w-ll^IHEEEIziEr—^Ta^: Balkens    eine   ebene   Curve 

bleibt. 

Um  die  Biegungs -Span- 
^^foVjl  nungen  zu  bestimmen,  welche 
in  irgend  einem  Querschnitte 
des  an  einem  Ende  einge- 
mauerten krummen  Balkens 
durch  ein  am  freien  E^nde 
Fig.  276.  j  desselben  wirkendes  Kräfte- 

paar vom  Momente  ÜR  her- 
vorgebracht werden,  hat  man 
sich  an  der  betreffenden 
Stelle  des  Balkens  rechtwin- 
kelig zur  Achsenlinie  des- 
selben eine  Schnittfläche  hindurchgelegt  und  an  dem  abgeschnittenen 
Theile  BC  die  zur  Wiederherstellung  des  Gleichgewichtszustandes 
erforderlichen  Kräfte  hinzugefügt  zu   denken  (Fig.  275).     Diese 
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Fig.  277. 


hinzuzufügenden  Kräfte  werden  jedenfalls  in  ihrer  Gesammtwirkung 
ein  Kräftepaar  bilden  müssen,  und  das  Moment  desselben  muss 
dem  Momente  des  am  freien  Ende  B  wirkenden  Kräftepaares 
gleich  und  entgegengesetzt  sein  (Fig.  276).  Das  gleiche  Resultat 
würde  sich  ergeben,  wenn  der  Schnitt  an  einer  beliebigen  anderen 
Stelle  durch  den  Balken  hindurchgelegt  würde.  Denkt  man  sich 
das  zwischen  zwei  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Quer- 
schnittsflächen befindliche  Stück  CD  aus  dem  Balken  herausge- 
schnitten, so  erkennt  man:  dass  dasselbe  auf  die  in  Fig.  277  an- 
gedeutete Weise  durch  zwei  entgegen- 
gesetzt drehende  Kräftepaare  im  Gleich- 
gewichte gehalten  wird. 

Die  von  den  beiden  Kräftepaaren  an 
diesem  Balkenstücke  hervorgebrachte 
Formänderung  wird  darin  bestehen,  dass 
die  an  der  concaven  Seite  liegenden  Fa- 
sernabschnitte verlängert,  und  die  an 
der  convexen  Seite  liegenden  Fasernab- 
schnitte verkürzt  werden.  Zwischen  den 
verlängerten  und  verkürzten  Fasern- 
schichten muss  irgendwo  eine  neutrale 
Fasernschicht  liegen,  welche  weder  ver- 
längert noch  verkürzt  wird.  In  Betreff 
der  eingetretenen  Formänderung,  welche 
stets  sehr  klein  vorausgesetzt  wird,  darf 
man  —  wie  früher  bei  dem  geraden 
Balken  ebenfalls  geschehen  —  die  An- 
nahme machen:  dass  diejenigen  Punkte 
des  Balkens,  welche  vorher  in  einer  und  derselben  Querschnitts- 
ebene lagen,  auch  nach  eingetretenem  Biegungszustande  noch  in 
einer  und  derselben  Ebene  zusammen  geblieben  sind.  Es  darf 
daher  die  mit  der  Biegung  verbundene  relative  Lagenveränderung 
der  einen  Endfläche  D  in  Bezug  auf  die  andere  Endfläche  C  auf- 
gefasst  werden  als  eine  Drehung  um  eine  rechtwinkelig  zur  Bie- 
gungsebene stehende  Drehachse  Z>,  welche  in  der  neutralen  Fa- 
sernschicht liegt  und  deshalb  die  neutrale  Achse  genannt  werden 
kann. 

Die  Verlängerung  des  an  der  concaven  Seite  im  Abstände  u 
von  der  Neutralen  befindlichen  Fasernabschnitts  kann  (nach  Fig.  277) 
als  der  zu  dem  Drehungswinkel  dm  gehörige  Kreisbogen  vom  Halb- 
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inesser  u  betrachtet  werden  und  hat  die  Grösse  u .  dm.  Dieser 
Fasernabschnitt  hatte  ursprünglich  die  Länge  p  .  d<p.  Wenn  also 
mit  s  die  Spannung  desselben  (pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts) 
und  mit  E  der  Elasticitätsmodulus  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
dem  Elasticitätsgesetze  das  Verlängerungsverhältniss  jenes  Fasern- 
Elements  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

n      8  u  .  dt» 

E         p  .  c2cp 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  das  Verlängerungsverhält- 
niss des  am  stärksten  gespannten,  im  Abstände  w  von  der  Neu- 
tralen befindlichen  Fasern -Elements  (nach  Fig.  277)  den  Werth: 
w  .  dio 
E        r .  dtf 

Indem  man  die  erstere  Gleichung  durch  die  letztere  dividirt, 
erhält  man  nunmehr  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen 
die  Gleichung: 

u  .  r 


2)  4- 


3>  *' 


W  , 


Da  die  in  einem  bestimmten  Querschnitte  auftretenden  Spannungs- 
Pig.  278.  Fig.  279.  widerstände        in 

ihrer  Gesammtwir- 
kung  ein  Kräfte- 
paar bilden,  so 
muss  ihre  alge- 
braische Summe 
gleich  Null  sein. 
Wenn  also  mit  dF 
die  Querschnitts- 
fläche des  im  Ab- 
stände u  von  der 
Neutralen  befind- 
lichen Fasern-Ele- 
ments bezeichnet 
wird,  so  ist: 


0>  -.*.. 


O 


4) 


f8.dF  =  0. 


Nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3)  für  die  Grösse  *  zu 
entnehmenden  Werthes  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 
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und  wenn  raan  hierin  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor 

aller  unter  dem  Integralzeichen  zu  einer  Summe  vereinigten  Glieder 
fortlässt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

dF 


6) 


fr 


0. 


7) 


£)*dp^0, 


Nach  Fig.  278  und  Fig.  279  ist  «  =  r  +  w  —  p  und  dF  =  z  .  dp 
zu  setzen.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

t^r  +  h 

'  +  w  —  ?\ 
p 

und  dieselbe  in  dieser  Form  benutzen,  um  die  Lage  der  neutralen 
Achse  des  Querschnitts  zu  bestimmen. 

So    z.   B.    erhält    man    für   den    in    Fig.  280    dargestellten 

trapezförmigen   Querschnitt,    dessen    zwei    nicht   parallele   Seiten 

Fig.  280.  nach     dem    Krümmungsmittelpunkte     con- 

vergiren,   indem  man  z  =  b  .     -  setzt,    die 


Gleichung: 


r  -\-w  —  p^  b 
P 


)yprfp=-°. 


welcher  man  nach  Fortlassung  des  constanten 

Factors  —  auch   die   folgende  Form   geben 
r 

kann : 

r  +  A  r-f-Ä 

9)    (r  -\-vo)  I  dp  =  /  p  dp    oder  : 

r  r 

(r  +  hy 


10)     (r  +  to)A  = 


~2 


und  findet  durch  Auflösung  der  letzteren  Gleichung  für  w  den 
Werth: 

11)    w  =  A. 
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Für  den  in  Fig.  281   dargestellten   rechteckigen   Querschnitt 

ist  z  =  b  zu  setzen  in  Gleichung  7),   und  nach  Fortlassung  des 

constanten  Factors  b  kann  man  derselben  als- 


Fig.  281. 

h 


dann  die  Form  geben: 


12)  (r+w) 


oder: 


13)     (r  +  w)lg(l  +  A)  =  Ä. 
Wenn  man  in  letzterer  Gleichung  abkür- 
zungsweise das  Verhältniss  =  n  setzt,   so 

r 

erhält  man   durch   Auflösung   derselben    für 

to 
das  Verhältniss  -y-  (Jen  Werth: 


14)    -1  = 


1 


_1_ 

M 


O 


0,317 


lg(l+») 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B. 
die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe 

der  beiden  Grössen  n  und  -v-: 
5  1  0,5  0,1  0 

0,358      0,443      0,466      0,492      0,5. 


n  =10 
to 

X 

Der  Werth  >i  =  0  entspricht  dem  Falle  des  geraden  Balkens,  für 
welchen  man  (in  Uebereinstimmung  mit  dem  in  §  2  gefundenen 

Resultate)  den  Werth  to  =  ~~   erhält. 

§  66. 
Reducirte  Querschnittsflächen. 

Nachdem  die  Lage  der  neutralen  Achse  mittelst  des  im  vo- 
rigen Paragraphen  erklärten  Verfahrens  bestimmt  worden  ist,  kann 
man  nunmehr  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Biegungsspannungen 
über  die  Querschnittsfläche  sich  veitheilen  —  auf  dieselbe  Weise, 
wie  in  §  23  in  Bezug  auf  den  geraden  Balken  geschehen  —  durch 
Construction  der  reducirten  Querschnittsfläche  graphisch  darstellen. 
Die  reducirte  Querschnittsbreite  v  ist  (wie  in  §  23)  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

n       c  8 

'      z         o 
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welche  nach  Substitution  des  in  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
Pig.  282.  Fig.  283.  graphen    für    das  Ver- 

hältniss  ->,-  gefundenen 


Werthes  die  Form  an- 
nimmt: 

*>  7~(t)(-:)- 

Man  findet  also  die 
reducirte  Querschnitts- 
breite v,  indem  man  die 
wirkliche  Querschnitts- 
breite z    zunächst    mit 

v 
dem  Verhältniss  —  und 

P 
hierauf  noch  mit  dem 
u 


Verhältniss 
plicirt. 


w 


multi- 


Fig.  284. 


Fig.  285. 


0  0 

Die  Art  und  Weise,  wie  diese  beiden  Multiplicationen  auf 
graphischem  Wege  ausgeführt  werden  können,  ist  in  Fig.  282  und 

Fig.  283  angedeutet,  während 
in  Fig.  284  die  aus  dieser  Con- 
struction  hervorgehende  Form 
der  reducirten  Querschnitts- 
fläche selbst  dargestellt  ist. 

Wenn  mit  <p  der  Flächen- 
inhalt jeder  von  den  beiden 
Hälften  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche, und  mit  e  der 
Abstand  zwischen  ihren  beiden 
Schwerpunkten  bezeichnet  wird, 
so  ist  die  Biegungs-Spannung  S 
\r  -     ri  ,  nach    Fig.  285    zu    berechnen 

;  aus  der  Gleichung: 

!/  3)    S<p.s  =  3». 

[  ,  Für  den  rechteckigen  Quer- 

O  O  schnitt    erhält    man    mit    Be- 

nutzung der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  für  w  berech- 
neten Werthe  die  in  Fig.  286,  Fig.  287,  Fig.  288  dargestellten 
Formen    der    reducirten    Querschnittsfläche.      Die    letztere  Figur 
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entspricht  dem  Falle  des  geraden  Balkens,   für  welchen   die  Glei- 
chung 3)  die  Form  annimmt: 

4)    ^1-fflt 

Dieselbe  Gleichung  gilt  auch   für  den  trapezförmigen  Quer- 
schnitt  Fig.  289,    dessen    zwei    nichtparallele    Seiten    nach    dem 


Fig.  286. 
n=vo 


Fig.  287. 


Fig.  288. 


0,683  h 


b 

0,5  fc 

i-  -  - 

w 

J% 

o,5  h 

ß0m^ 

...* — 

jtaii\ 

(\en  ä 


Krümmungsmittelpunkte  convergiren,  da  die  reducirte  Querschnitts- 
fläche hier  genau  dieselbe  Form  hat  wie  in  Fig.  288.     Auf  gleiche 


Fig.  290. 


Weise  überzeugt  man 
sich,  dass  bei  der  in 
Fig.  290  dargestellten 
Querschnittsform  des 
krummen  Balkens  die 
Biegungs-Spannung  S 
genau  auf  dieselbe 
Weise  berechnet  wer- 
den kann,  wie  für 
den  geraden  Balken 
bei  der  in  Fig.  112 
dargestellten  Quer- 
schnittsform, insofern 
die  reducirten  Quer- 
schnittsflächen in  bei- 
den Fällen  genau 
übereinstimmen.  Die 
letzteren  beiden  Figuren  zeigen,  dass  auch  für  den  krummen  Balken 
die  Biegungs-Spannung  nach  der  Gleichung  11)  des  §  2: 
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5)    -£  =  ü» 

berechnet  werden  darf,  sobald  darin  für  %  —  statt  des  Trägheits- 
moments der  wirklichen  Querschnittsfläche  —  das  Trägheitsmoment 
derjenigen  Querschnittsfläche  gesetzt  wird,  welche  ein  gerader  Balken 
haben  müsste,  wenn  seine- reducirte  Querschuittsfläche  mit  der- 
jenigen des  krummen  Balkens  übereinstimmen  soll. 

§  67. 
Berechnung  der  grössten  Biegnngs- Spannung. 

Die  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Biegungs- 
Spannungen  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  muss  gleich  dem 
Momente  des  biegenden  Kräftepaares  sein.  Nach  Fig.  278  und 
Fig.  279  ist  also: 

1)      l8dF.u  =  m 


l8dF.u  = 


zu  setzen,   und  wenn  man  hierin  die  in  §  65  bereits  gefundenen 
Werthe:  x 

8  = ,     dF  —  zdp,     ti  =  r  4-  w  —  p 

pttf  r  i  r 

substituirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse  S  die  fol- 
gende Gleichung: 

r  +  h 

2\  &a  f(r+w—?y  zd9 

wj  p 


a». 


Für  den  rechteckigen  Querschnitt  (Fig.  281)  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form  an: 

M/lLi^-i)!*^«     oder: 
,  w  J  P 

r 

r  +  h  r  +  h  r  +  h 

4)  ^\{r+"rf^--*<r  +  »)fa+j9*?\  =  W, 

r  r  r 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration  gelangt  man 
zu  der  Gleichung: 

5)  ^\(r+-y*<^-2(r+~)k+k±l^\=n. 
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Wenn  man  hierin  wiederum  —  =  n  setzt  und  zugleich  für  w 

T 

den  aus  der  Gleichung  14)  des  §  65  zu  entnehmenden  Werth 
substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

f  (I-  4-  --)  lg  (1  +  n)  —  1  | 

aus  welcher  für  die  grösste  Biegungs-Spannung  der  folgende  Werth 
sich  ergiebt: 

UM'j|(i-  +  A)lg(l+,.)-l| 

Der  erste  eingeklammerte  Factor  auf  der  rechten  Seite  be- 
deutet die  grösste  Biegungs-Spannung,  welche  in  einem  geradlinigen 
Balken  von  demselben  Querschnitte  durch  das  biegende  Kräftepaar 
hervorgebracht  werden  würde.  Um  also  für  den  krummlinigen  Bal- 
ken die  grösste  Biegungs- Spannung  zu  berechnen,  hat  man  den 
für  den  geradlinigen  Balken  gefundenen  Werth  noch  mit  dem  Factor: 

\  [n  —  lg  (1  -f-  li)J 

zu   multipliciren ,   welcher  als  eine   Function   der   Verhältnisszahl 

n  =        aus  den  gegebenen  Werthen   der  Grössen  h  und  r  nach 
r 

Gleichung  8)  berechnet  werden  kann.  Für  die  Grössen  n  und  Ar 
erhält  man  aus  obiger  Gleichung  z.  B.  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Werthe: 

n=lO  5  1  0,5  0,1  0 

N=   2,888      2,103      1,287      1,154      1,033      1. 
Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  sehr  kleinen  Werthen  des  Ver- 
hältnisses —  der  Fehler  verhältnissmässig  klein  ist,  welchen  man 
r 

begeht,  indem  man  die  grösste  Biegungs -Spannung  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  dem  geraden  Balken  berechnet.    ■ 


Differenzial- Gleichung  der  elastischen  Linie. 

Die  Untersuchungen  der  vorhergehenden  drei  Paragraphen 
führten  zu  dem  Ergebnisse:  dass  es  bei  schwach  gekrümmten 
Balken   zulässig   ist,   sowohl   die   Lage   der  neutralen   Achse   als 
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auch  die  grösste  Biegungs- Spannung  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
dem  geraden  Balken  zu  berechnen. 

Wenn  also  —  wie  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Höhe  des  Querschnitts  sehr 
klein  ist  im  Verhältniss  zum  Krümmungshalbmesser  der  krummen 
Achsenlinie  des  Balkens,  so  darf  man  die  in  §  2  für  den  geraden 
Balken  gefundene  Gleichung: 

1)    —  £  =  2» 

auch  für  den  krummen  Balken  als  gültig  betrachten.     Auch  ist 
es  unter  dieser  Voraussetzung  zulässig,  in  Gleichung  2)  des  §  65 

das  Bogenelement  r  .  rfcp  zu  vertauschen 
Fig.  291.  mit  dem  Bogenelemente  der  Achsenlinie 

/  •    des  Balkens.    Nach  Fig.  291  nimmt  jene 
m     Gleichung  alsdann  die  Form  an: 

ON      S        w  .  dm 

2)  ^  =  "dr~' 

und  man  erhält  nunmehr  durch  Gleich- 
setzung der  aus  den  obigen  beiden  Glei- 
chungen für  die  Grösse  S  zu  entneh- 
menden Werthe  die  Gleichung: 

3)    EZdta  =  Wlds. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  dm  die 
Aenderung  des  Convergenzwinkels  der 
beiden  benachbarten  Querschnitts-Ebenen, 
zwischen  welchen  das  Bogenelement  ds 
liegt.  Diese  Aenderung  wird  in  einer 
Abnahme  des  ursprünglichen  Convergenz- 
winkels dcp  bestehen,  wenn  das  biegende 
Kräftepaar  auf  die  in  Fig.  291  ange- 
gebene Weise  wirkt;  in  einer  Zunahme 
dagegen,  wenn  dasselbe  auf  die  in 
Fig.  292  angegebene  Weise  wirkt. 
Wenn  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  o>,  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  0  und  8  —  so  erhält  man  für  die  Summe 
der  Convergenzwinkel-Aenderungen  in  sämmtlichen  Elementen  des 
ganzen  Balkenstückes  AM  in  Fig.  293  die  Gleichung: 


17 


Oi 


0, 


Ritter,  Ingenieur -Mechanik. 


14 
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Fig.  292. 


4)     FZt 


=ß 


2R.ds  =  2tt*, 


Qf 


N 


i 
o 


aus  welcher  man  die  in  Folge  der  Bie- 
gung eingetretene  Richtungsänderung 
der  in  dem  Punkte  M  an  die  krumme 
Achsenlinie  gelegten  Tangente  berechnen 
kann.  Bei  der  ursprünglichen  Form 
des  Balkens  bildete  das  Bogenelement 
MN  den  Winkel  <p  mit  der  Horizon- 
talen, und  in  Folge  der  Biegung  ist 
dieser  Winkel  um  die  Grösse  o>  ge- 
wachsen. Da  stets  sehr  kleine  Form- 
änderungen vorausgesetzt  werden,  so 
ist  es  zulässig,  den  Winkel  u>  als  einen 
im  Verhältniss  zu  dem  Winkel  cp  un- 
endlich kleinen  Zuwachs  desselben  zu 
behandeln. 

Um  die  Lagenveränderung  des  Bogen- 
elements  MN  zu  bestimmen,  hat  man 
sich  die  beiden  (in  Fig.  293  schraffirten) 
unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreiecke  MLN  und  MALlN1 
auf  die  in  Fig.  294  angedeutete  Weise  bei  unverändert  bleibenden 

Richtungen     ihrer 
Fig.  293.  (  Seiten   so   aufein- 

ander gelegt  zu 
denken,  dass  die 
beiden  Endpunkte 
M  und  M ,  zusam- 
menfallen. Man 
erkennt  dann,  dass 
die  Verbindungs- 
linie NNX  in  dieser 
Figur  als  der  zu 
dem  sehr  kleinen 
Winkel  u>  gehörige 
Kreisbogen  vom 
Halbmesser  ds  be- 
trachtet, folglich  gleich  u> .  ds  gesetzt  werden  darf.  Da  der  Bogen 
rechtwinkelig  zum  Halbmesser  gerichtet  ist,  so  hat  der  Winkel, 
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Fig.  294. 
dx 


welchen  die  Linie  NN^  mit  der  Verticalen  einschliesst ,  dieselbe 
Grösse  wie  der  Winkel  <p,  welchen  die  Linie  MN  mit  der  Hori- 
zontalen einschliesst. 
Indem  man  die  Grösse 
cos  <p  das  eine  Mal  aus 
dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  ONNt,  das 
andere  Mal  aus  dem 
rechtwinkeligen  Drei- 
y  eck  MLN  berechnet, 
erhält  man  die  Glei- 
chungen : 

dV\  —  dV 


_ yy     cos  ^  _ 


ds 


dx        , 
=  -j—     oder: 
da 


5)    «>  =  -^ 


dx 


und  wenn  man  auf  gleiche  Weise  in  Bezug  auf  die  Grösse  sin  <p 
verfährt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


sin  <p 


dx  —  dxx 
u> .  ds 


-T-    oder: 
ds 


...  dx  —  dx. 

b)  •-B-^— 


Diese  beiden  Werthe  hat  man  in  Gleichung  4)  für  tu  zu  Sub- 
stituten, worauf  man  durch  Ausführung  der  zweiten  Integration 
die  Verschiebungen  des  Punktes  M  resp.  in  horizontaler  und  ver- 
ticaler  Richtung  aus  derselben  berechnen  kann. 

§  69. 
Balken  mit  kreisbogenfSrmiger  Achse. 

Wenn  bei  der  ursprünglichen  Form  des  Balkens  die  Achse 
desselben  nach  einem  Kreisbogen  gekrümmt  war,  so  hat  man  in 
den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  nach  der  in  Fig.  295 
gewählten  Bezeichnungsweise  die  folgenden  Werthe  zu  substituiren: 
8  =  Ry,  x  =  R  sin  <p,  y  =  R  (1  —  cos  <p), 

ds  =  R  d<p,         dx  =  R  cos  <p  d<p,     dy  =  R  sin  <p  dcp. 
Die  Gleichung  4)   des   vorigen  Paragraphen   nimmt   alsdann 
die  Form  an: 

1)     EXu^WRy. 

14* 
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Um  die  bei  der  Biegung  eintretende  Senkung  des  Punktes  M 


zu  berechnen,   hat  man   hierin 

Fig.  295. 


für  cd  den  in  Gleichung  5)  des 
vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werth  zu  substituiren;  man  er- 
hält dann  die  Gleichung: 

welche  mit  dx  multiplicirt,  nach 
Substitution    des    oben    für  dx 
angegebenen  Werthes  die  Form 
annimmt: 
3)    EZ(cU,t  -dy)  = 

2WÄ2<p  cos  cpdcp. 

Durch  Integration  derselben 

erhält    man    nunmehr    für    die 

Senkung    des    Punktes   M    die 

Gleichung : 

EZ  (yx  —  y)  =  ütti?2  /  <p  cos  <fd<p    oder: 

4)    EZ(yx  —  y)  =  2RÄ2(<psin<p  +  co8?  —  1). 
Um  die  Horizontal- Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  für  a>  ge- 
fundenen   Werth    in 
Fi* '296.  Gleichung  1)  zu  sub- 

stituiren.   Man  erhält 
dann  die  Gleichung: 

6)   «(^') 

=  3KÄ<p, 
welche  mitefy  multi- 
plicirt, nach  Substitu- 
tion des  oben  für  dy 
angegebenen  Werthes 
die  Form  annimmt: 
6)  EZ  {dx  —  dxx) 
=  ÜÄ7?2  <p  sin  <p  dcp. 
Durch  Integration  derselben  erhält  man  für  die  Horizontal -Ver- 
schiebung des  Punktes  M  die  Gleichung: 
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EX  (x  —  xt)  =  2KÄ2  /  <p  sin  cp<Z<p    oder: 

o 

7)  EX  (x  —  xt)  =  3RÄ2  (sin  ?  —  <p  cos  ?). 

Um  die  Verschiebungen  des  Endpunktes  B  zu  berechnen,  hat 
man  in  den  Gleichungen  4)  und  7)  den  Werth  <p  =  a  zu  Sub- 
stituten, und  erhält  dann  nach  Fig.  296  die  beiden  Gleichungen: 

8)  EXo  =  SSIR1  (a  sin  a  +  cos  a  —  1), 

9)  jE5C$=üRÄ2(sina  — acosa). 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  die  allgemeine  Gleichung  1), 
indem  man  darin  ebenfalls  <p  =  a  setzt,  dazu  benutzen  können, 
um  die  Aenderung  der  Tangentenrichtung  für  den  Endpunkt  B 
zu  berechnen. 


§  70. 

Berechnung  der  von  einer  Verticalkraft  hervorgebrachten 
Durchbiegung. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  wurde  stets  vorausgesetzt, 
dass  die  Biegung  des  Balkens  durch  ein  am  freien  Ende  desselben 
wirkendes  Kräftepaar  vom  Momente  9K  hervorgebracht  wurde, 
dass  also  das  Biegungsmoment  in  allen  Punkten  der  Achsenlinie 

den    constanten   Werth   3K   hatte. 
Fig.  297.  Wenn  es  statt  dessen  eine  am  freien 

Endpunkte  des  Balkens  wirkende 
Verticalkraft  ist,  welche  die  Biegung 
hervorbringt,  so  hat  man  in  der 
allgemeinen  Gleichung  der  elasti- 
schen Linie  (§  68,  Gleichung  4): 


1)    EXm 


=  I  mds 


für  das  Biegungsmoment  2K,    als 

eine  von  s  abhängige  veränderliche 

Grösse,  nach  Fig.  297  den  Werth: 

2)    2W  =  VR  (sin  a  —  sin  <p) 

zu  substituiren,  und  wenn  man  ausserdem  wieder  ds  =  ßdy  setzt, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 
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EXm  =  VR2  I  (sin  a  —  sin  cp)  d<p    oder: 

o 

3)  EXv  =  VR2  (<p  sin  a  -f  cos  <p  —  1). 
Um  die  Vertical- Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  5)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck  für 
u>  einzusetzen  und  hierauf  (nach  Substitution  des  Werthes  dx  = 
R  cos  <p  cicp)  die  Integration  auszufuhren.  Man  gelangt  dann  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 

4)  EX  (-^^-)  =  VB*  (cp  sin  ol  -f  cos  <p  —  1), 

5)  £5E  (d^j  —  dy)  =  Fi?'  (9  sin  a  -|-  cos  cp  —  1)  cos  cpdcp, 


6)  EX  (#,  —  y)  =  FjR*  1  (cp  sin  a  -f-  cos  cp  —  1)  cos  <p  dcp, 

7)  ^XCy,  —  y)  =  Fi23^8ina(<psin<p  +  co8(p-l)  +  |-  +  — ^--sin^. 

Um  die  Horizontal- Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck  für 
u>  in  Gleichung  3)  einzusetzen  und  (nach  Substitution  des  Werthes 
dy  =  R  sin  cp  d<p)  die  Integration  auszuführen.  Man  erhält  dann 
die  Gleichungen: 

8)  EX  (da?~dx>1)  =  VJi2  (cp  sin  a  -f  cos  cp  -  1), 

9)  EX  {dx  —  dxx)  =  VR3  (cp  sin  a  -\-  cos  cp  —  1)  sin  cpdcp, 

10)  üfö  (x  —  xx)  =  FjB3  /  (cp  sin  a  -|-  cos  <p  —  1)  sin  cpdcp, 

o 

11)  JB72:  (x  —  x,)  =  VR*  /sin  a  (sin  <p  —  cp  cos  9)  +  5HL?.!  —  (1  —  cos  <p)l  • 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  o  und  &  bezeichneten  Grössen, 
um  welche  der  Endpunkt  B  resp.  in  verticaler  und  horizontaler 
Richtung  verschoben  wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleichun- 
gen 7)  und  11)  berechnen,  indem  man  darin  cp  =  a  setzt.  Für 
jene  Grössen  ergeben  sich  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

12)  EXo  =VR>  ja(-2-  +  sina2)  +  -|sin2a~2sina{5 

13)  EXl  =VRZ  |-|sina2  +  cosa  — 1  — y  sin2a|. 
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§  71. 

Berechnung  der  von  einer  Horizontalkraft  hervorgebrachten 

Durchbiegung. 

Nach  Fig.  298  hat  man  für  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle 
M  den  Werth: 

1)     3K  =  HR  (cos  cp  —  cos  a) 
zu  substituiren,  und  die  Gleichung  4)  des  §  68  nimmt  für  diesen 

Fig.  298. 


Fall  die  Form  an 

9 

EXm  =  HR 


2  /  (cos  cp  —  COS  OL 


■)<* 


oder: 
2)   EXm  =  HR2  (sin  cp  --  cp  cos  a). 

Um  die  Vertical  -  Verschiebung 
des  Punktes  M  zu  berechnen,  hat 
man  hierin  für  a>  den  in  Glei- 
chung 5)  des  §  68  gefundenen 
Ausdruck  einzusetzen  und  hierauf 
(nach  Substitution  des  Werthes 
dx  =  R  cos  cp  dcp)  die  Integration 
auszuführen.     Man  gelangt  dann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

3)  e%  (dlJlfady)  =  HR2  (sin  cp  —  <p  cos  o), 

4)  EX  (dyx  —  dy)  =  HR3  (sin  cp  —  cp  cos  a)  cos  cpdcp , 

<p 

5)  EX  (yt  —y)=  HR*  I  (sin  cp  —  cp  cos  a)  cos  cpdcp, 

o 

6)  EX{yx—y)  =  HR*  \^f-  +  cosa  (1  —  coscp  -  cp  sin  cp)| . 

Um  die  Horizontal-Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck  für 
o>  in  Gleichung  2)  einzusetzen,  und  (nach  Substitution  des  Werthes 
dy  =  R  sin  cp  dcp)  die  Integration  derselben  auszuführen.  Man 
erhält  dann  die  folgenden  Gleichungen: 

7)    EX  (^^—  ■ )  =  HR2  (sin  ?  —  *  cos  *)i 
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8)  EX  (dx  —  dxx)  —  HR*  (sin  <p  —  cp  cos  a)  sin  <p  c/<p, 

9)  £X  (x*  —  xx)  =  i/Ä3  /  (sin  cp  —  cp  cos  a)  sin  cp  d<p, 

o 

10)    EZ(x-xl)  =  HR'\(f2—  ^^  +  cosa(<pcos<p--sin<p)j. 

Die  in  §  69  mit  o-und  £  bezeichneten  Grössen,  um  welche 
der  Endpunkt  B  resp.  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung 
verschoben  wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleichungen  6)  und 
10)  berechnen,  indem  man  darin  cp  =  a  setzt.  Für  jene  Grössen 
ergeben  sich  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

11)  EXo  =  HR3  JA  sin  a2  -  *  sin  2a  +  cos  a  -  1  j , 

12)  EXi  =  HR'  |-J  (1  +  2  cos  cc2)  —  A  sin  2  aj . 

§  72. 
Correction  wegen  Längen -Aenderung  der  Balken -Achse. 

Bei  Ableitung  der  in  den  vorigen  boiden  Paragraphen  für  die 
Grössen  0  und  5  gefundenen   Gleichungen  wurden  ausschliesslich 

diejenigen  Formänderungen  des 
Balkens  berücksichtigt,  welche 
durch  das  in  jedem  seioer  Quer- 
schnitte wirkende  Biegungsmoment 
und  die  demselben  entsprechen- 
den Biegungs-Spannungen  bedingt 
werden.  Diese  Berechnungsweise 
ist  nur  dann  als  zulässig  zu  be- 
trachten, wenn  es  sich  nach- 
!  /''  Bt    weisen  lässt,  dass  die  gleichzeitig 

i  /'  stattfindende  Längen-Aenderung 

j  /  der  Balken-Achse  als  verschwin- 

L     /''  dend  klein  vernachlässigt  werden 

["  v  darf.  -Andernfalls  würden  jene 

O  Gleichungen    noch    einer    Cor- 

rection bedürfen,  insofern  man  die  aus  Fig.  299  zu  entnehmenden 
Werthe: 

1)     0'  =  \  sin  a      und      2)    %  =  X  cos  a, 


&  * 
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w 


Fig.  300. 


als  die  von  der  Längen- Aenderung  \  herrührenden  Beiträge,  resp. 
noch  zu  den  Grössen  o  und  £  (in  positivem  oder  negativem  Sinne) 
hinzufügen  müsste,  um  die  wirklich  stattfindenden  Verschiebungen 

des  Endpunktes  B  zu  erhalten. 
Denkt  man  sich  bei  dem  in 
Fig.  300  dargestellten  Falle  den 
Balken  an  der  Stelle  M  durch- 
schnitten, so  erkennt  man,  dass 
es  die  in  Fig.  301  angegebenen 
Kräfte  sind,  welche  man  bei 
dem  Theile  AM  an  der  Schnitt- 
stelle M  hinzufügen  müsste,  um 
den  früheren  Zustand  wieder 
herzustellen.  Dem  Biegungs- 
momente 9K  entsprechen  die  Bie- 
gungs-Spannungen, durch  welche 
die  Krümmung  des  daselbst  be- 
findlichen Balken- Elements  ver- 
ändert wird.  Ausserdem  wird 
die  tangential  gerichtete  Seiten- 
kraft V  sin  <p  eine  gleichförmig 
über  die  Querschnittsfläche  ver- 
theilte  Zug -Spannung  in  dem- 
Tßiiup  selben  hervorbringen,  und  wenn 
mit  F  die  Grösse  der  Quer- 
schnittsfläche bezeichnet  wird, 
so  hat  diese  Zug- Spannung  pro 
Flächeneinheit  die  Grösse: 


Fig.  301. 


3) 


o        Fsincp 


Das  an  der  Stelle  M  befindliche  Bogen- Element  R.dy  wird  in 
Folge   dessen   eine  Verlängerung  dk   erleiden,   welche   nach   dem 
Elasticitätsgesetze  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 
. .        dk     S 

Nach  Substitution  des  oben  für  5  gefundenen  Werthes  nimmt 
diese  Gleichung  für  dk  aufgelöst  die  Form  an: 
_      VR  sin  y  dy 
EF        ' 


5)    dk 
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und  man  erhält  durch  Integration  derselben  für  die  ganze  Ver- 
längerung der  Balken-Achse  den  Werth: 


6)    X 


vr  r 

=  -efJ> 


sin  <p  dcp  = 


VR  (1  —  cos  a) 


EF 


Hiernach  ergeben  sich   aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  für 
die  oben  erwähnten  Correctionen  die  Werthe: 

,        VR  (1  —  cos  ot)  sin  a        CN     ,         VR  (1  —  cos  a)  cos  a 
7)  °  = EF  '     b)  *  = EF 

Eine  Vergleichung  derselben  mit  den  in  §  70  für  die  Grössen 

o  und  £  gefundenen   Gleichungen   zeigt,    dass   diese   Correctionen 

Fig  302  nur  dann  überflüssig  sind,   wenn 

SC 
das  Verhältniss  „pi  se^r  ^e^n 

ist,  d.  h.  wenn  der  Krümmungs- 
halbmesser R  sehr  gross  ist  im 
Verhältniss  zu  den  Querschnitts- 
dimensionen. 

Auf  ähnliche  Weise  sind  die 
Correctionen  zu  berechnen  für  den 
in  §  71  behandelten  Fall  einer 
horizontal  gerichteten  biegenden 
Kraft.  Nach  Fig.  302  und  Fig.  303 
erhält  man  für  diesen  Fall  die 
den  obigen  analog  gebildeten  Glei- 
chungen : 

—  -  =  S 
R.d<?  ~  E ' 

HR  cos  <p  d<p 

EF       ~~" 


0* 


Hsiiup 


10)  -£ 

11)  dX 


14)    o'  = 


Flg.  303. 


HR  sin  <xJ 


12)       X: 


HR 
EF 


I  COS  <p 


d<p, 


N  HR 

13)    X=^^rSina, 


EF 


EF 

i5)  e  = 


HR  sin  a  cos  a 
EF 
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in  welchen  die  Grösse  S  als  eine  Druckspannung  und  die  Grösse  X 
als  Verkürzung  der  Balken-Achse  aufzufassen  ist. 

Bei  Vergleichung  der  letzteren  beiden  Ausdrücke  mit  den  in 
§  71  für  die  Grössen  o  und  £  gefundenen  Gleichungen  erkennt 
man,  dass  im  Allgemeinen  auch  hier  die  Correctionen  überflüssig 

% 
sind,   sobald   das   Verhältniss  n™    als   sehr  klein  vorausgesetzt 

werden  darf.  Nur  in  dem  einen  Falle,  wenn  a  sehr  klein  und 
zugleich  R  sehr  gross  ist  —  d.  h.  wenn  der  Balken  eine  nahezu 
geradlinige  Form  hat  —  wird  die  nach  Gleichung  15)  zu  berech- 
nende Correction  nicht  mehr  als  überflüssig  betrachtet  werden 
dürfen.  Wenn  man  nämlich  R  =  oo,  ferner  et  =  0  und  zugleich 
R .  a  =  l  setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  15)  den  Werth: 

iß)  *  =  ■£" 

während  nach  §  71  für  die  Grösse  £  der  Werth  Null  sich  ergeben 
würde.  Bei  sehr  schwach  gekrümmten  Balken  darf  daher  die 
von  einer  Horizontalkraft  H  hervorgebrachte  Horizontal-Verschie- 
bung  des  Endpunktes  B  nicht  unmittelbar  nach  der  Gleichung  12) 
des  §  71  berechnet  werden;  es  muss  vielmehr  zu  dem  aus  jener 
Gleichung  für  g  zu  entnehmenden  Werthe  noch  die  oben  in  Glei- 
chung 15)  gefundene  Grösse  £'  hinzu  addirt  werden. 

§  73. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Gewichtos. 

Die  Grössen  o,  und  £t,  um  welche  der  Belastungspunkt  selbst 
resp.  in  verticaler  und  in  horizontaler  Richtung  verschoben  wird, 
kann  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  70 
berechnen,  indem  man  darin  Q  statt  V  und  <p  statt  et  setzt  (Fig.  304 
und  Fig.  305).  Man  erhält  dann  für  jene  Verschiebungen  die  Werthe : 

^  °i  =  ~ex~  |? (2  + sin ?2)  +  T sin 2? ~~ 2 siT1 9| ' 

ON    „         QR9  \  3    .      2   .  1        9    .    0    ) 

2)  6,  =-E%    j-g- sin  ?2  +  cos  ?  —  1—  ^sin2?|. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  den  Winkel  u>,  um  welchen 
die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  M  gedreht  wurde,  aus  der 
Gleichung  3)  des  §  70  den  Werth: 

QR2 

3)  «>  =  -g£-  (9  sin  <p  -f  cos  cp  —  1). 
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Fig.  304. 


Bei  der  Biegung  des  Balkens  geht  das  Stück  M JB,  ohne  seine 
Form  dabei  zu  ändern,   in  die  neue  Lage  MXBA    über,   und  die 

Sehne  MB  führt  dabei  eine  Be- 
wegung aus,  welche  auf  die  in 
Fig.  306  angedeutete  Weise  zer- 
legt werden  kann  in  eine  fort- 
schreitende Bewegung  und  eine 
Drehbewegung.  Bei  der  fort- 
B  schreitenden  Bewegung  (aus  der 
Lage  MB  nach  der  Lage  Mx  (J) 
legt  der  Endpunkt  B  in  verti- 
caler  Richtung  die  Strecke  op 
in  horizontaler  Richtung  £L  zu- 
rück. In  Folge  der  ausserdem 
noch  stattfindenden  Drehung  (aus 
der  Lage  Mx  C  in  die  Lage 
MXBX)  kommt  zu  der  Vertical- 
verschiebung  noch  die  Strecke 
o2,  zu  der  Horizontalverschie- 
bung noch  die  Strecke  £2  hinzu. 
Für  die  letzteren  beiden  Ver- 
schiebungen ergeben  sich  aus  Fig.  306  die  Ausdrücke: 

4)  a2  —  p  ü>  cos  ty  =  R  (sin  a  —  sin  <p)  a>, 

5)  £2  —  p  ü>  sin  ty  =  R  (cos  cp  —  cos  a)  u>, 
Fig.  305.  welche  nach 

Substitution 
des  oben  in 
Gleichung  3) 
für  den  Win- 
kel ei)  gefun- 
denen Wer- 
thes  die  fol- 
genden For- 
men anneh- 
men: 

6)  32  --  --Vfjr-  (sin  v.       sin  cp)  (<p  sin  cp   f-  cos  cp  —  1), 

QR3 

7)  £2  =  ~p<f-  (cos  ?  ~~  cos  a)  (<P  sin  ?  "f"  cos  ?  —  *)• 


i# 
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EX 


Die  ganze  Verticalverschiebung  des  Endpunktes  B  hat  die  Grösse 

r    s,  -  -j^r--  M<**«-m9) jf  und  die  ganze  Ho. 

rizontal-Verschie- 

;B(cosf-oosa)  bung      desselben 
i  hat  die  Grösse 


Aus  den  obigen 
Gleichungen  er- 
geben sich  dem- 
nach für  diese  bei- 
den Verschiebun- 
gen die  Werthe: 

■  sin  cp  -f-  sin  a  (cp  sin  <p  -f-  cos  cp  —  1)1 , 
J — —■ 1-  cos  a  (1  —  cos  9  —  <p  sin  cp)j . 

§74. 
Spannungen  im  geschlossenen  Kreis- Ringe. 

Bei  dem  in  Fig.  307   dargestellten  verticalen  Ringe,   welcher 
von  zwei  Verticalkräften  im  gespannten  Gleichgewichts -Zustande 

gehalten  wird,  kann  man  sich  den 
Biegungszustand  der  oberen  Hälfte 
auf  die  in  Fig.  308  angedeutete 
Weise  veranschaulichen,  und  wenn 
mati  sich  in  dieser  letzteren  Figur 
nachher  die  eine  Hälfte  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen  denkt, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  309 
dargestellten  Falle  eines  krummen 
]R  Balkens,  bei  welchem  die  von  dem 
Kräftepaare  und  der  Verticalkraft 
hervorgebrachten  Biegungen  un- 
mittelbar nach-  den  Gleichungen 
des  §  69  und  §  70  berechnet  wer- 
den können. 

Die  Formänderung,  welche  die 
beiden   Verticalkräfte    dem    Ringe 


Fig.  307. 
2V 
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ertheilten,  war  jedenfalls  so  beschaffen,  dass  die  elastische  Linie 
an  den  beiden  Endpunkten  des  horizontalen  Durchmessers  ihre 

ursprüngliche  verticale  Tan- 
gentenrichtung beibehalten  hat. 
Hieraus  folgt,  dass  in  Fig.  309 
die  von  dem  Kräftepaare  und 
der  Verticalkraft  hervorge- 
brachten Aenderungen  der  Tan- 
gentenrichtung an  der  Stelle  B 
einander  gegenseitig  aufheben 
müssen. 

Für  den  Winkel,  um  wel- 
chen diese  Tangentenrichtung 
sich  drehen  würde,  wenn  das 
Kräftepaar  allein  vorhanden 
wäre,    erhält   man    aus  §  69, 

Gleichung  1),  indem  man  darin  cp  =  -^-  setzt,  den  Werth: 

und  für  den  Winkel,   um  welchen  jene  Tangentenrichtung  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  sich  gedreht  haben  würde,  wenn  die  Vertical- 


Fig.  309. 


kraft  allein  vorhanden  wäre,  findet  man 
auf  dieselbe  Weise  aus  §  70,  Gleichung  3), 
den  WTerth: 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Aus- 
drücke erhält  man  für  die  Grösse  2W  den 
Werth: 

3)  m=rVR(i  —  ^y 

Wenn  die   Verticalkraft    V  allein   vor- 
handen wäre,  so  würde  —  nach  §  70,  Gleichung  12)  —  der  End- 
punkt B  sich  senken  um  die  Grösse: 
VR*  /3 


4) 


ex 


.('.-.). 


und  wenn  das  Kräftepaar  allein  vorhanden  wäre,  so  würde  — 
nach  §  69,  Gleichung  8)  —  der  Endpunkt  B  sich  heben  um  die 
Grösse: 
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5)  a»=  äsr("2  _1)- 

Die  wirklich   eintretende    Senkung    des   Endpunktes  2?  ist  gleich 
dem  Ueberschusse  der  ersteren   über  die  letztere,    hat  also  die 

Grösse:  fä'/3  „x       WIR*,*       A 

und   nach   Substitution   des   oben    für  2W    gefundenen  Ausdrucks 
erhält  man  für  dieselbe  den  Werth: 

Die  ganze  Verlängerung  des  verticalen  Ringdurchmessers  AD 
(Fig.  307)  hat  die  doppelte  Grösse,  und  die  von  der  Kraft  2  V 
hervorgebrachte  Verlängerung  einer  aus  n  solchen  Ringen  zusam- 
mengesetzten Kette  ist  n-mal  so  gross  als  die  Verlängerung  jedes 
einzelnen  Ringdurchmessers,  hat  also  die  Grösse: 

Für  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  P  ergieht  sich  aup 
Fig.  309  der  Ausdruck: 

9)  Jf=FÄ(l  — simp)  — SR, 

welcher  nach  Substitution  des  oben  für  SM  gefundenen  Werthes 
die  Form  annimmt: 

10)  M^  Fi?  (-?--- sin  <p). 

Wenn  man  hierin  <p  =  0  setzt,   so  erhält  man  für  das  Biegungs- 
moment an  der  Stelle  A  den  Werth: 

11)  M0  =  VR.— . 

TT 

Die  grösste  Biegungsspannung  in  diesem  Querschnitte  hat 
also  die  Grösse: 

io\     e         w      um        2VRw 

12)  Sn==_.j»f0  =  _-— 

Die  grösste  Spannung  in  dem  Querschnitte  B  setzt  sich  zu- 
sammen  aus   der  gleichförmig    über    die   Querschnittsfläche   ver- 

y 
theilten  Zugspannung  S,  =  ~  und  der  dem  Biegungsmomente  ÜK 

w 
entsprechenden  grössten  Biegungsspannung  S2  = r  -=-  2W,   hat  also 

nach  Gleichung  3)  die  Grösse: 
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*>«r_;+j«_;+i*L(i-i.). 

Wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis  ist  vom  Halbmesser  «?,   so 

ist  F=w27z,   ferner  %  =  -"  w*   zu  setzen,   und  man   erhält  für 

4 

das  Verhältniss  jener  beiden  Spannungen  den  Werth: 

14)    -?  =  0,3927  .  ™  +  0,57. 

w 
Da  der  Quotient  -^  immer   kleiner   ist  als  Eins,   so   ist  Sa 

immer  grösser  als  S'.  Die  grösste  in  dem  Ringe  überhaupt  vor- 
kommende Spannung  findet  also  an  den  beiden  Endpunkten  des 
verticalen  Durchmessers  statt  und  ist  nach  der  Gleichung  12)  zu 
berechnen,  welche  für  2  V  aufgelöst,  nach  Substitution  des  oben 
für  %  angegebenen  Werthes,  die  Form  annimmt: 

und  in  dieser  Form  auch  zur  Berechnung  der  Tragfähigkeit  des 
Ringes  benutzt  werden  kann,  wenn  darin  für  S0  die  practisch 
zulässige  Spannung  des  Materials  gesetzt  wird. 

Für  Schmiedeisen  würde  Sn  =  6  Kil.  zu  setzen  sein.    Wenn  also  z.  B. 
E  =  100mm  und  w  =  10mm  ist,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth; 

2F=148Kü. 
Nach  Gleichung  7)  würde  bei  dieser  Belastung  eine  Verlängerung  des  verti- 
calen Ringdurchmessers  eintreten  von  der  Grösse: 

tzEw4    \4         it/ 
Eine  aus  100  solchen  Ringen  zusammengesetzte  Kette  würde  also  bei  einer 
Belastung  von  148  Kil.  um  28  Millimeter  sich  verlängern. 

Aus  Gleichung  10)  ergiebt  sich  für  denjenigen  Winkel  <p  —  e, 
welchem  der  Werth  71/ =0  entspricht,  die  Bedingungs-Gleichung : 

16)     sin  £  =  —    oder    s  =  39°  32'. 

An  der  Stelle,  wo  das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  würde 
man  den  Ring  durchschneiden  und  ein  Scharnier  einschalten  kön- 
nen, ohne  dass  dadurch  in  den  Spannungszuständcn  der  einzelnen 
Theile  etwas  geändert  wird.  Man  kann  sich  daher  den  Biegungs- 
zustand des  Ringes  auf  die  in  Fig.  310  dargestellte  Weise  ver- 
anschaulichen, indem  man  sich  an  den  vier  Stellen,  deren  Radien  - 
um  den  Winkel  e  von  der  Verticalen  abweichen,  Scharniere  ein- 
geschaltet denkt. 
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Um  diejenige  Lage  zu  finden,  welche  die  Scharnierpunkte  haben  müasten, 
wenn  die  Maximal  Spannung  des  Ringes  ein  Minimum  werden   soll,  hat  man 

zunächst  denjenigen  Werth  von  9JI  aufzu- 
suchen, für  welchen  die  beiden  Spannungen 
S{)  und  S'  einander  gleich  werden.  Indem 
man  die  in  den  Gleichungen  12)  und  13) 
gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander  gleich 
setzt  und  darin  zugleich  für  MQ  den  aus 
der  Gleichung  9)  zu  entnehmenden  Werth 
M{)  =  VR  —  9K  substituirt,  erhält  man  für 
jenen  Werth  von  9ft  die  Gleichung: 

17)  - J-  .  ( VR  -  9R)  =  -£  +  -J-  tt  oder. 

18)  «  =  -£(Ä-J?_). 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält 
man  aus  Gleichung  9),  indem  man  wiederum 
M  =  0  und  zugleich  9  =  e  setzt,  für  letz- 
teren Winkel  die  Gleichung: 


19)    sin  s  = 


+ 


% 


2wRF 


=4+ 


8  '  R  ' 


aus   welcher  sich    ergiebt,   dass   der  Winkel  e  zwischen   den   Grenzwerthen 

w 
e  =  30°  und  e  =  38°4r  liegt,  welche  resp.  den  Grenzwerthen    —  =  0  und 


R 


=  1  entsprechen. 


§  75. 


Belasteter  Ringbogen  mit  festliegenden  Endpunkten. 

Wenn  man  sich  bei  dem  in  Fig.  311  dargestellten  symmetrisch 
belasteten  Ringbogen   die  linksseitige  Hälfte  in  eine  feste  Wand 

eingeschlossen 
denkt,  so  ge- 
langt man  zu 
dem  in  Fig.  312 
dargestellten 
Falle  eines  an 
der  Endfläche 
A  festgehalte- 
nen krummen 
Balkens,  bei 
welchem  die 
von    den   drei 

biegenden  Kräften  F,  H,  Q  hervorgebrachten  Durchbiegungen  — 
eine  jede  einzeln  genommen  —  resp.  nach  den  in  §  70,  §  71,  §  73 


Ritter,  Ingenieur  •Mechanik. 
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Fig.  312. 


VTQ 


gefundenen  Gleichungen  berechnet  werden   können.     Da  sowohl 
hinsichtlich  der  Form  als  auch  hinsichtlich  der  wirkenden  Kräfte 

eine  vollkommene  Symmetrie  zwi- 
schen den  beiden  Balkenhälften 
stattfindet,  so  wird  die  hervorge- 
brachte Formänderung  des  Balkens 
jedenfalls  so  beschaffen  sein,  dass 
der  Horizontalabstand  der  beiden 
Punkte  A  und  B  keine  Aenderung 
dabei  erleidet.  Hieraus  folgt,  dass 
die  von  jenen  drei  Kräften  hervor- 
gebrachten Horizontalverschiebun- 
gen  des  Endpunktes  B  einander 
gegenseitig  aufheben  müssen. 

Die  Kraft  V=  Q  würde  für 
sich  allein  wirkend  eine  nach  aussen 
gerichtete  Horizontalverschiebung  von  der  Grösse  £t  hervorbringen, 
welche  nach  der  Gleichung  13)  des  §  70  zu  berechnen  ist.  Die 
Kraft  H  würde  eine  nach  innen  gerichtete  Horizontalverschiebung 
von  der  Grösse  £2  hervorbringen,  welche  nach  der  Gleichung  12) 
des  §  71  zu  berechnen  ist.  Das  Gewicht  Q  würde  eine  gleich- 
falls nach  innen  gerichtete  Horizontalverschiebung  von  der  Grösse 
£3  hervorbringen,  welche  nach  der  Gleichung  9)  des  §  73  zu  be- 
rechnen ist.     Wenn  man  nunmehr  in  der  Gleichung: 

1)    o  =  -6t+5,  +  *, 
für  diese  drei  Horizontalverschiebungen  ihre  Werthe  substituirt, 
so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  H  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 


2)     H  = 
sin  a2  —  1 ?r  sin  2c 


Q 


-5-  (1  +  2  cos  a2) j  sin  2a 


— |-  cos  a  (cos  cp  -f-  <f  sin  cp)i 


Offenbar  liefert  zu  diesem  Horizontaldrucke  das  an  der  linken 
Seite  hängende  Gewicht  Q  einen  ebenso  grossen  Beitrag,  wie  das 
an  der  rechten  Seite  hängende  Gewicht  Q.  Hieraus  folgt,  dass 
der  Horizontaldruck  hflb  so  gross  wird,  wenn  eines  von  den  beiden 
Gewichten  Q  hinweggenommen  wird.     Bei  dem  in  Fig.  313  dar- 
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gestellten  Falle  der  unsymmetrischen  Belastung  hat  also  der  Ho- 
rizontaldruck die  Grösse: 


9 

2 


3)    $  = 


sm  ol* 


1 n  sin  2  a 


sm  <p 


^  -  4*  cos a  (cos 9  +  ?  sin ?) 


*  (1-f  2cosa2)  —  J  sin  2a 


Wenn  man  in  Fig.  313  die  algebraische  Summe  der  sta- 
tischen Mo- 
mente sämmt- 
licher  Kräfte 
gleich  Null 
setzt  und  dabei 
das  eine  Mal 
den  Punkt  C, 
das  andere  Mal 
den  Punkt  B 
als  Drehpunkt 
wählt,  so  er- 
hält man  die 
Gleichungen : 

4)  0=       QÄ(sina-f-sin<p)  —  Sß    .  2Äsina, 

5)  0  =  —QR  (sin  *  —  sin  <p)  +  9?t  .  2Ä  sin  a, 

aus  denen  für  die  verticalen  Seitenkräfte  der  von  den  beiden  Unter- 
stützungspunkten geleisteten  Gegendrücke  die  folgenden  Werthe  sich 
ergeben : 

Q 


<«'0C> 

O 


6)    *         «(l+™*.), 

'  2  V     '    sin  a  i 


Q 


7)    »,      «(i_£5L?.). 

'        *         2  V  sm  a  / 


Mittelst  der  Gleichungen  3),  6),  7)  kann  man  für  jede  Lage 
der  Belastung  Q  die  Gegendrücke  der  beiden  Unterstützungspunkte 
berechnen.  Jedoch,  ist  die  Gültigkeit  der  Gleichung  für  den  Hori- 
zontaldruck stets  an  die  Bedingung  geknüpft:  dass  die  Quer- 
schnittshöhe klein  ist  im  Verhältniss  zur  Pfeilhöhe  des  Bogens, 
weil  andernfalls  die  nach  §  72  auszuführende  Correction  erforder- 
lich sein  würde. 

lf>* 
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Wenn  man  *  =  —  setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen  drei 
4 

Gleichungen    die    in    nachfolgender    Tabelle    zusammengestellten 
Zahlenwerthe : 


s.  = 

<x     - 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1, 

0,910 

0,859 

0,716 

0,502 

0,251 

0, 

35 

0,5 

0,616 

0,719 

0,821 

0,916 

1, 

B.  _ 

Q "" 

0,5 

0,384 

0,281 

0,179 

0,084 

0. 

Für  den  Halbkreisbogen  ist  a  =  -=-  zu  setzen,  und  die  obigen 
drei  Gleichungen  nehmen  für  diesen  Fall  die  einfacheren  Formen  an: 

8)     $  =  ^p',        9)    ®=4(l  +  si„?), 

10)  5ß,=-|(l-8in9). 

Aus  diesen  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  in 
nachstehender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

i  =    0  0,2  0,4  0,6  0,8  1, 

ex 

£  =    0,318        0,288        0,208        0,110        0,030        0, 
-^  =   0,5  0,655        0,794        0,905        0,976        1, 

^  =   0,5  0,345        0,206        0,095        0,024        0. 

§  76. 
Wirkung  einer  continuirlich  vertheilten  Belastung. 

Wenn  gleichzeitig  mehrere  Belastungen  vorhanden  sind,  so 
kann  man  jeden  von  den  drei  Gegendrücken  £,  93,  93,  berechnen 
durch  Summation  der  Beiträge,  welche  die  einzelnen  Belastungen 
zu  demselben  liefern.  Diese  Berechnungs weise  ist  auch  dann  noch 
zulässig,  wenn   die  Anzahl  der  Belastungen  unendlich  gross  und 
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ihre  Vertheilung  eine    continuirliche   ist,   in   welchem  Falle  jene 
Summation  auf  dem  Wege  der  Integration  auszuführen  ist. 

Nach  der  in 
w* 314-  Fig.  314     ge- 

wählten Be- 
zeichnungs- 
weise  nehmen 
die  Gleichun- 
gen 3),  6),  7) 
des  vorigen  Pa- 
ragraphen die 

nachstehen- 
den     Formen 
an: 


„      „otfftÜ 


,       ,        a    .    a         sintp2   .  .  .        .      . 

sin  a2  —  1  —  —  sin  2  a  —  — ^-T    +  cos  o  (cos  <p  +  <p  sin  tp) 


Y  (1  +  2  cos  a2)  —  —  sin  2a 


2)  d%  = 

3)  dSS,= 


qBdtf 

qRdtf 
~~2~ 


\      '     sm a / 

(l  _  «B±\. 

\  sin  ol  / 


Wenn  man  diese  Gleichungen  zwischen  den  Grenzen  0  und  <p 
integrirt  (wobei  der  Factor  q  als  eine  constante  Grösse  zu  be- 
handeln ist),  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

'3 


4)  §=g* 


Kl 


sin  et 


.       5        a    . 


2a  W  -| -—  +  cosa  [2  sincp +'f  (1 — cos?)] 


a  (1  +  2  cos  a2) —  sin  2  a 


welche  für  den  Fall  einer  gleichförmig  über  die  Bogenstrecke  AM 
vertheilten  Belastung  die  Gegendrücke  der  Unterstützungspunkte 
darstellen. 

Wenn  ferner  mit  §',  SS',  93'j  resp.  die  Werthe  bezeichnet  wer- 
den, welche  dem  Winkel  cp  =  <p'  entsprechen,  und  mit  §>",  35",  83" 
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die  Werthe,  welche  dem  Winkel  <p  =  y '  entsprechen,  so  sind  für 
den  in  Fig.  315  dargestellten  Belastungszustand   die  Gegendrücke 

der  beiden  Un- 
terstützungs- 
punkte  nun- 
mehr zu  be- 
rechnen aus 
den  Gleichun- 

l/J      8en: 

8)  58  =  5*"- #, 

9)»,-  «r-»/. 

Zu  densel- 
ben Resultaten 
würde  man  ge- 
langt sein,  wenn  man  von  vornherein  die  Integration  zwischen  den 
Grenzen  9  =  9    und  cp  =  cp"  ausgeführt  hätte. 


n 


0 


Wenn  z.  B.  der  halbe  Centriwinkel  des  Bogens  60  Grad  beträgt,  und 
die  Radien  der  beiden  Endpunkte  der  belasteten  Bogenstrecke  resp.  um 
20  Grad  und  40  Grad  von  der  Verticalen  abweichen,  so  ist  a  =  1,047198, 
cp'  =  0,349  066,  <p"  =  0,698  132  zu  setzen ,  und  man  erhält  aus  den  obigen 
Gleichungen  die  Werthe: 


=  0,849  93, 


qR 

^-  =  1,632  26, 

^-  =  0,782  33,        J}-. 


-^-  =  o,209  35,        -%  =  0,139  71, 
qR  qR  '  ' 


~gR 


=  0,484 14, 
=  0,274  79, 


^  =  0,213  99, 
|^  =  0,074  28, 


§  77. 

Schwach  gekrümmter  parabolischer  Bogen. 

Nach  der  in  Fig.  316  gewählten  Bezeichnungsweise  gelten  für 
den  parabolischen  Bogen  A  B  (dessen  Achse  mit  der  Verticalen  des 
Punktes  A  zusammenfallend  vorausgesetzt  wird)  die  Gleichungen: 


X' 


i)  y-=~ 


^  =  ^|/H_^=^|/I  +  i^! 


Digitized  by  VjOOQIC 


Schwach  gekrümmter  parabolischer  Bogen.  231 

Für  den  Wurzelausdruck  kann  man  die  binomische  Reihe  Sub- 
stituten, und  da  wegen  vorausgesetzter  schwacher  Krümmung  des 

Bogens  der  Quotient 

Fi«-  31e-  ^C^-  als  eine  kleine 

zu    betrachten 


AT 
v 

Zahl 

ist,  deren  höhere  Po- 
tenzen vernachlässigt 
werden  dürfen,  so  ist 
es  zulässig,  statt  der 
letzteren  Gleichung 
annäherungsweise  zu 
setzen : 


3)    *  =  <fc(l  +  l^!). 


Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  nimmt  die  allgemeine  Diffe- 
renzial- Gleichung  der  elastischen  Linie  (§  68,  Gleichung  3)  die 
folgende  Form  an: 

4)    EXdm  =  Wdx(l+y^). 

Bei  dem  in  Fig.  317  dargestellten  Falle  eines  am  freien  End- 
punkte wirkenden  Kräftepaares   ist   das  Biegungsmoment  Wl  als 

eine  von  x  unabhän- 
gige Constante  zu  be- 
handeln, und  man 
erhält  für  diesen  Fall 
durch  Ausführung  der 
ersten  Integration  die 
Gleichung : 

EZm  = 

2f2x2* 


Fig.  317. 


\A: 


2»       1  + 


l4 


-)dx 


oder:      5)    E%m  = 

«(■ +*££)■ 

Von  dieser  Gleichung  ausgehend,  hat  man  nunmehr  die  Rechnung 
auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  69  fortzusetzen,   indem  man  für  co 

das  eine  Mal  den  Werth     ^!  ~    -,   das  andere  Mal  den  Werth 

fa dx  dx 

-j L  substituirt  und  alsdann  die  zweite  Integration  ausführt, 
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wobei  im  letzteren  Falle  der  aus  Gleichung  2)  für  dy  zu  ent- 
nehmende Werth  vorher  einzusetzen  ist.  Man  gelangt  dann  zu 
den  folgenden  (den  Gleichungen  des  §  69  analog  gebildeten)  Glei- 
chungen : 

•>  «(*£*)-«("+*(£)• 

7)  E%(3,-y)  =  m(^  +  i^-y 

9)    £2:  (dx  -  dxt)  =  3Ä  (x  +  ^f^)  •  ^-  de, 

10)  iS^-^^-p-i^  +  ^L-.). 

Für  as  =  Z  wird  y,  —  y  =  o  und  as  —  sc,  =5;  wenn  also  ab- 
kürzungsweise das  Verhältniss: 

11)  £  =  « 

gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  7)  und  10)  für 
die  Verschiebungen  des  Endpunktes  M  die  Werthe: 

12)    0-2JSSl1  +  "37'  13)    E-lIfr5) 

Ausserdem  erhält  man  aus  Gleichung  5),  indem  man  darin 
ebenfalls  a;  =  /  setzt,  für  die  Aenderung  der  Tangentenrichtung 
am  freien  Endpunkte  B  den  Werth: 

§  78. 

Wirkung  einer  am  freien  Endpunkte  angreifenden 

Yerticalkraft 

Bei  dem  in  Fig.  318  dargestellten  Falle  hat  das  Biegungs- 
moment im  Abstände  x  von  der  Wand  die  Grösse: 

1)  m=V(l  —  x\ 

und  die  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  nimmt  für  diesen 
Fall  die  Form  an: 

2)  EZdm  =  V(l  —  x)(l+y^-)dx. 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Wirkung  einer  am  freien  Endpunkte  angreifenden  Horizontalkraft.      233 

Wenn  man  von  dieser  Gleichung  ausgehend  die  Rechnung 
auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  fortsetzt,  so  ge- 
langt man  zunächst  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

7)  ££  (<fe  — As,)  =  F(te-  -g-  +  -p-(-3 x)J  •  "^~da;' 

8)  ^(•-«1)-y{-T— g-H-f-^-— gf)). 


Fig.  318. 


VI 


und  erhält  dann,  in- 
dem man  diese  Glei- 
chungen auf  den 
Endpunkt  B  anwen- 
det, die  folgenden 
Werthe : 

9)    o  = 
VI*    /         n\ 

10)    5  = 

nVl*  /_5_,J^\ 
£2f  \12  +  107' 


»>  —ÄO  +  tS-)- 


§  79. 

Wirkung  einer  am  freien  Endpunkte  angreifenden 
Horizontalkraft. 

Nach  Fig.  319  hat  das  Biegungsmoment  im  Abstände  x  von 
der  Wand  die  Grösse: 

1)     m=H(f-y), 
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wofür  man  mit  Benutzung  des  aus  der  Parabelgleichung  für  y  zu 
entnehmenden  Werthes  auch  setzen  kann: 

2)  m=Hf(i-£). 


Fig.  319. 


Die  allgemeine  Diffe- 
renzial- Gleichung  der 

/  elastischen  Linie  nimmt 
demnach  für  diesen  Fall 

ß     die  Form  an: 


3)    EZdm  =  Hf(l-°£)(l+*£*)dx, 

und  man  gelangt,  indem  man  von  dieser  Gleichung  ausgehend  die 
Rechnung  auf  dieselbe  Weise  wie  in  den  vorigen  Paragraphen 
fortsetzt,  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

4)    «..^L-^  +  ^-^.ÄtÄ^Ä) 


5)  E%(y1 

6)  EZ(x  —  xx)^ 


*)  =  «/)*- 


12Z5i"~6i4  15  i*  j' 


Hpf-Zx3  _  2x5 
V~\~1T       15  V 


4/'a!»       4/2a7) 


15  J4  35  J*  /' 

aus  welchen  man  für  die  am  freien  Endpunkte  B  hervorgebrachten 


Verschiebungen  die  Werthe  erhält: 
_nHl>  /  5  n»v 

2nffJJ  /.    .    2n2> 


«)  r  = 


15  £1 


(■+¥)■ 


9)   .«>  = 


3  EX 


('+■?)■ 


Die  in  Gleichung  8)  mit  5'  bezeichnete  Grösse  repräsentirt  den 
allein  von  der  Biegung  des  Balkens  herrührenden  Beitrag  zu  der 
Ilorizontalverschiebung  des  Endpunktes  &  Wegen  der  hier  voraus- 
gesetzten schwachen  Krümmung  des  Bogens  wird  man  (nach  §  72) 
den  von  der  gleichzeitig  stattfindenden  Verkürzung  desselben  her- 
rührenden Beitrag,  für  welchen  nach  §  72  der  Annäherungswerth: 
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in  Rechnung  zu  bringen  ist,  im  vorliegenden  Falle  nicht  vernach- 
lässigen dürfen;  es  wird  vielmehr  die  wirkliche  Horizontalverschie- 
bung des  Endpunktes  B  im  Allgemeinen  zu  berechnen  sein  aus 
der  Gleichung: 

ii)  {  =  {'  +  r- 

Wenn  jedoch  das  aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  zu 
berechnende  Verhältniss: 

14   f-  15* 


8.FVZ2 


(!  +  $••) 


einen  sehr  kleinen  Werth  hätte,  so  würde  trotz  der  vorausgesetzten 
schwachen  Krümmung  des  Balkens  es  zulässig  sein,  die  obige 
Correction  zu  unterlassen  und  die  Horizontalverschiebung  des  End- 
punktes B  unmittelbar  nach  Gleichung  8)  zu  berechnen. 

Aus  der  Form  des  obigen  Ausdrucks  erkennt  man,  dass  dieser 
letztere  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  Quotient: 

%  % 

13)      Fn2P   =Tfi 
einen  sehr  kleinen  Werth  hat.    Dieser  Ausdruck  nimmt  z.  B.  für 
den  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  die  Form  an: 


V     Ff*~  12  \f) 


und   für  den  kreisförmigen  Querschnitt  von  gleicher  Höhe  würde 
derselbe  die  Form  annehmen: 


1^       %    -    1      (*-\* 
1D)     Ff2~  16    \//  ' 


Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  bei  dem  schwach  ge- 
krümmten Balken  die  Horizontalverschiebung  des  freien  Endpunktes 
unmittelbar  nach  der  Gleichung  8)  berechnet  werden  darf,  sobald 

das  Verhältniss    —^    einen  sehr  kleinen  Werth  hat. 

§  80. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Gewichtes. 

Bei  dem  in  Fig.  320  dargestellten  Falle  sind  die  Verschie- 
bungen des  freien  Endpunktes  B  auf  dieselbe  Weise  wie  im  §  73 
zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

i)  o=o, +  oa,         2)  5  =  et  +  s2. 
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Fig.  320. 


Hierin  bedeuten  o,  und  £t  die  Grössen,   um  welche   der  Be- 
lastungspunkt M  resp,  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung  sich 

verschoben  hat  (s. 
Fig.  305).  Für  diese 
Verschiebungen  er- 
hält man  aus  den 
Gleichungen  9)  und 
10)  des  §  78,  indem 
man  darin  Q  statt 
P,  ferner  x  statt  l 

und  —  statt  n  setzt, 
x 

die  Werthe: 
,   __  Qx>  /  by 
*1_~  EX  \\2x 


3) 


Qx* 


^/j   ,     y_ 
3EX  \     r  bx2 


),  4, 


y 


10 


y- 


Die  Grössen  o2  und  £2  hat  man  nach  Fig.  306  zu  berechnen, 
indem  man  darin  MN  —  l  —  x  und  BN=f —  y  setzt.  Es  er- 
geben sich  dann  die  den  Gleichungen  6)  und  7)  des  §  73  analog 
gebildeten  Gleichungen: 

5)     ot  =  (Z  —  x)m,  6)     S2=(/-y)a>. 

Hierin  bedeutet  a>  den  Winkel,  um  welchen  die  Tangentenrichtung 
an  der  Belastungsstelle  M  —  und  zugleich  auch  das  ganze  Balken- 
stück MB  —  sich  gedreht  hat.  Für  diesen  Winkel  erhält  man 
aus  der  Gleichung  11)  des  §  78,  indem  man  wiederum  Q  statt  K, 

ferner  x  statt  l  und  —  statt  n  setzt,  den  Werth : 
x 

Qx1 


*  -Sr('+** 


und  nach  Substitution  desselben  nehmen  die  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  die  Formen  an: 


8) 


_Q(l  —  x)x2 


(!+■£),      9)6,- 


Q(f-yW 

2  EX 


(>+£)• 


Mit  Benutzung  des  aus  der  Parabel-Gleichung  zu  entnehmenden 

fx1 
Werthes  y  =  ^j—  erhält   man  nunmehr  aus  den  Gleichungen  1), 

f 
2),  7),  indem  man  zugleich  wieder  das  Verhältniss  -,-  mit  n  be- 
zeichnet,  für  die  am  freien  Endpunkte  B  hervorgebrachten  Ver- 
schiebungen die  folgenden  Gleichungen: 
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in\  Qlx*  fi  x     i      2/x*  x*\\ 

10)  —gl?}1— sr  +  "(8p-w»)}' 
in  t—^^/i a;2__i_  ä/  ?!      ag4  \) 

;    «—   2£S:  |x       6F  "t_w  VSI*        161V/' 

O  Od        /  th    Qu     \ 

12>  0,=  2EX\l+-3P-y 

Die  Resultate  der  in  den  letzteren  vier  Paragraphen  ausge- 
führten Berechnungen  sind  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammen- 
gestellt. Die  Ueberschriften  der  vier  Verticalcolumnen  beziehen 
sich  auf  die  vier  verschiedenen  Biegungsursachen,  deren  Wirkungen 
in  diesen  Paragraphen  einzeln  bestimmt  wurden.  Die  in  der  Ta- 
belle angegebenen  Werthe  entsprechen  der  gemachten  Voraus- 
setzung, nach  welcher  die  Zahl  „n*  so  klein  ist,  dass  die  Glieder, 
welche  die  Zahl  nnlu  als  Factor  enthalten,  neben  solchen  Gliedern, 
welche  den  Factor  „n*u  nicht  enthalten,  überall  vernachlässigt 
werden  dürfen. 


SR 

V        |         B 

Q 

0 

2  EX 

VP 
3  EX 

bnHl3 
12  EX 

Qx*  /.       x\ 
2EX v        3  / 

5 

2»ÜMZ2 
3EX 

bnVl3 
12EX 

IbEX 

2 EX   V       &l) 

CO 

EX 

VV 
2EX 

2nHP 
3  EX 

Qx1 
2  EX 

Anstatt  die  obigen  Ausdrücke  —  wie  hier  in  den  letzteren  vier  Para- 
graphen geschehen  —  für  den  parabolischen  Bogen  direct  abzuleiten,  hätte 
man  dazu  auch  die  in  §  69 . . .  §  73  für  den  Kreisbogen  gefundenen  Gleichungen 
benutzen  können.  Wenn  man  nämlich  in  jenen  Gleichungen  für  die  Grössen 
sin  ol  ,  cos  öl  ,  sin  cp ,  cos  <p  überall  die  betreffenden  Reihen  substituirte  und 
darin  die  Glieder,  welche  die  höheren  Potenzen  der  Zahlen  ol  oder  <p  ent- 
halten, vernachlässigte,  so  würde  man  —  nach  Einführung  rechtwinkeliger 
Coordinaten  statt  der  Polar- Coordinaten  —  zu  denselben  Gleichungen  gelangen 
welche  hier  für  den  parabolischen  Bogen  gefunden  wurden. 
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§  81. 

Belasteter  parabolischer  Bogen  mit  festliegenden  Endpunkten. 

Wenn  man  sich  bei  dem  in  Fig.  321  dargestellten  symmetrisch 
belasteten  Bogen  die  Unterstützungspunkte  durch  ihre  Gegendrücke 

ersetzt     und 
Fig.  321. 
A 


die  linkssei- 
tige Hälfte 
in  eine  feste 
Wand  ein- 
geschlossen 
denkt,  so  er- 
kennt man, 
dass  bei  der 
rechtsseiti- 
gen Hälfte 
Fig.  322  die 
von  den  drei- 

biegenden 
Kräften  Q,H, 
V  hervorge- 
brachten Ho- 
rizontalverschiebungen des  freien  Endpunktes  B  —  eine  jede  ein- 
zeln genommen  —  nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen 
würde  bestimmt  werden  können.  Da  bei  der  Biegung  des  Bogens 
der  Abstand  zwischen  seinen  beiden  Endpunkten  B  und  C  stets 
unverändert  erhalten  wird,  so  müssen  jene  drei  Horizontalverschie- 
bungen einander  gegenseitig  aufheben.  Indem  man  demgemäss 
die  algebraische  Summe  der  drei  aus  der  Tabelle  zu  entnehmenden 
Werthe  von  (■  gleich  Null  setzt,  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 
n  Qx2/,         *2\    ,    Sn*HP        önVP 


DO-  ^—  (l  -  —\  4- 
1}    "  —  2ETY       ül)  + 


IbET         12  ET' 


welche  für  H  aufgelöst,  nach  Substitution  des  Werthes  V  =  Q 
die  folgende  Form  annimmt: 

J  32  n  y       °  P  ^  V\ 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  q  dx  statt  Q  und  dH  statt  H  setzt, 
so  erhält  man  durch  Integration  derselben  für  den  in  Fig.  323 
dargestellten  Belastungszustand  die  Gleichung: 
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3>  *-fiärt-»T+r}  -! 

Für  den  speciellen  Fall,  in  welchem  xx  =  0  und  sc2  =  l  ist,  ergiebt 
sich  aus  dieser  Gleichung  der  Werth: 

f>\     j5r_.ll--   ?i' 

also  derselbe  Werth,  welchen  man  (nach  §  40)  für  die  Horizontal- 
spannung einer  parabolischen  Kette  erhalten  würde,  deren  Belastung 

gleichförmig 
Fig.  323.  über  die  Höri- 

zontalprojec- 
tion  derselben 
vertheilt  ist. 
Hieraus  folgt, 
B  dass  bei  gleich- 
förmig über 
die  ganze  Ho- 
rizontalpro- 

jection  des  Bogens  vertheilter  Belastung  das  Biegungsmoment  an 
allen  Stellen  desselben  den  Werth  Null  annehmen  würde. 

Das  Hinwegnehmen  der  einen  Belastungshälfte  würde  —  wie 

bereits  in  §  75 
^s-  324-  erklärt  wurde 

—  zur  Folge 
haben ,  dass 
der  Horizon- 
taldruck auf 
die  Hälfte  re- 
ducirt  wird. 
Bei  dem  in 
Fig.  324  dar- 
gestellten Belastungszustande  hat  demnach  der  Horizontaldruck 
die  Grösse: 


x    

•V * xt' 

/ 

--    —       * 

V 

ll 

Q$ 

-$                             9$, 

"4             ; 

Digitized  by  V3OOQIC 


240  Fünfter  Abschnitt.    §  82. 

während  die  beiden  verticalen  Gegendrücke  nach  dem  Gesetze  des 
Hebels  zu  berechnen  sind  aus  den  Gleichungen: 

7)  *  =  £(32Tif-  [l  +  T  (*.  +  *.)}• 


8)  *,= 

q{x2  —  xx)L 
21          f  " 

1 
"  2 

-  (*i  +  ab- 

Wenn i 

i.  B.  das  Verhältniss  n 

1 
4 

gesetzt  wird,  so  ergehen 

sich 

für  den  Fall, 

in  welchem 

und  f- 

•  = 

3 

r  ist,  die  Werthe: 

4 

&  =  0,54.sJ,    *  =  f  W,    ®t  =  -8-- 

Wäre  ausser  dieser  Belastung  noch  eine  gleichförmig  über  die  ganze  Horizon- 
talprojection  vertheilte  Belastung  von  der  Grösse  2p l  vorhanden,  so  würde 
man  durch  Summation  der  von  den  beiden  Belastungen  herrührenden  Beiträge 
die  Werthe  erhalten: 

Aus  Gleichung  6)  würde  für  n  =  0  der  Werth  f>  =  oo,  also 
ein  ungereimtes  Resultat,  sich  ergeben.  Man  wird  daher  bei  den 
Anwendungen  jener  Gleichung  stets  im  Auge  zu  behalten  haben, 
dass  ihre  Gültigkeit  an  gewisse  Bedingungen  geknüpft  ist,  insofern 
bei  Ableitung  derselben  die  Voraussetzung  gemacht  wurde:  dass 
nicht  nur  das  Verhältniss  der  PfeilhVhe  zur  Spannweite,  sondern 
gleichzeitig  auch  das  Verhältniss  der  Querschnrttshühe  zur  PfeilhVhe 
des  Bogens  einen  sehr  geringen  Werth  hat. 

§82. 

Construction  der  von  den  Unterstützungspunkten  geleisteten 

Gegendrücke. 

Nach  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  hat  bei  dem  in 
Fig.  325  dargestellten  Belastungszustande  der  Horizontaldruck  die 
Grösse: 

und  für  die  beiden  verticalen  Gegendrücke  ergeben  sich  nach  dem 
Gesetze  des  Hebels  die  Werthe: 

2)    ,  _  M+JÖ,     3)    „,  _  _«i|-£). 
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Denkt  man  sich  an  jedem  der  beiden  Unterstützungspunkte 
die  horizontale  Seitenkraft  und  die  verticale  Seitenkraft  zu  ihrer 

Mittelkraft  zu- 
sammengesetzt, 
so  erkennt  man, 
dass  es  diese 
beiden  Mittel- 
kräfte sind, 
welche  mit  der 
Kraft  Q  zusam- 
men den  Bogen 
im  Gleichge- 
wichthalten. Es 
müssen  daher 
die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  W,  Q,  Wx  in  einem  Punkte 
zusammentreffen . 

Um  die  Lage  des  Durchschnittspunktes  0  zu  finden,  hat  man 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte 
9St  und  £  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  gleich  Null  zu  setzen;  man 
gelangt  dann  zu  der  Gleichung: 

4)     0  =  8,(1  +  *)-$,!, 

aus  welcher  man,  nach  Substitution   der  oben  für  93,  und  §  ge- 

fundenen  Ausdrücke,  für  das  Verhältniss  —  den  folgenden  Werth 
erhält:  •' 


•>->- 


32 


5(6-?,) 


Aus  den  Gleichungen  1)  und  5)  ergeben  sich  die  in  nachfol- 
gender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 
x 


-  =  0  0,1        0,2      0,3        0,4        0,5       0,6      0,7        0,8       0,9       1 


?$  =  0,3906  0,3859  0,372  0,3491  0,3176  0,2783  0,232  0,1797  0,1226  0,0622  0 
-£-=1,28      1,283    1,29    1,303    1,322    1,347    1,379  1,419    1,468    1,527    1,6 

Die  Gleichung  5)  kann  man  benutzen,  um  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Grösse  u  mit  der  Abscisse  x  sich  ändert,  durch  eine  krumme 
Linie  geometrisch  darzustellen.  Diese  krumme  Linie  bildet  den 
geometrischen  Ort  für  alle  möglichen  Lagen,  welche  der  Punkt  O 


Ritter,  Ingcnlenr-Mechnnik . 
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als  Durchschnittspunkt  der  drei  Kräfte  TT,  Q,  Wx  annehmen  kann. 
Mit  Hülfe  dieser  krummen  Linie  kann  man  alsdann  für  jede  be- 
liebige   gegebene 
Pig.  326.  Lage     des     Be- 

W^        ..-•'">*.  lastungspunktes 

sW  AI  durch  die  in 

Fig.  326  angedeu- 
tete Construction 
des  Kräfteparal- 
lelogramms die 
beiden  Gegen- 
drücke W  und 
Wx  ihrer  Grösse 
und  Richtung 
nach  darstellen. 

Um  für  die  Stelle  P  das  Biegungsmoment  zu  berechnen,  würdo 
man  die  Kraft  Wx  mit  dem  Hebelarme  PL  zu  multipliciren  haben: 

Hieraus  folgt,  dass  an 
Pig-  327"  der  Stelle  N,  wo  die  Rich- 

tungslinie der  Kraft  Wx 
den  Bogen  schneidet,  das 
Biegungsmoment  die 
Grösse  Null  hat.  An 
dieser  Stelle  würde  man 
ein  Scharnier  einschalten 
können,  ohne  dass  da- 
durch in  dem  Spannungs- 
zustande des  Rogens  Et- 
was geändert  wird.  Aus 
Fig.  326  ergiebt  sich  zu- 
gleich das  Verfahren, 
welches  man  in  dem  um- 
gekehrten Falle  anzu- 
wenden haben  würde: 
wenn  jener  Nullpunkt  N 
gegeben  ist,  und  der  zu- 
gehörige Belastungspunkt  M  gesucht  wird.  Man  findet  den  letz- 
teren, indem  man  die  Linie  A  N  bis  zum  Durchschnittspunkte  mit 
der  Curve  verlängert  und  durch  diesen  Durchschnittspunkt  eine 
Verticale  legt. 
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Das  eben  erklärte  Constrnctionsverfahren  würde  man  auch  auf  den  kreis- 
bogenförmig gekrümmten  Balken  anwenden  können.  Nach  §  75  würde  z.  B. 
für  den  Halbkreisbogen  vom  Halbmesser  l=R=f  der  Werth: 


6)     $  = 


Qcoscp2 


in  Gleichung  4)  zu  substituiren  sein ,  und  wenn  man  ausserdem  x  =  R  sin  cp 
setzt,  so  erhält  man  aus  jener  Gleichung  für  u  den  von  r  unabhängigen  con- 
stanten  Werth: 

7)    u=— . 

Es  ergiebt  sich  hieraus  das  bemerkenswerthe  Resultat,  das  bei  dem  Halbkreis- 
bogen der  geometrische  Ort  aller  Lngen,  welche  der  Durchschnittspunkt  O 
annehmen  kann,  eine  horizontale  gerade  Linie  bildet  (Fig.  327). 


§  83. 

Ermittelung  der  ungünstigsten  Belastungszustände. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Curve  würde  man  auf 
die  in  Fig.  328  angedeutete  Weise  benutzen  können,  um  diejenigen 
Belastungszustände  aufzufinden,  bei  welchen  an  einer  bestimmten 
gegebenen  Stelle  N  das  Biegungsmoment  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird.  Die  beiden  Punkte,  deren  Belastungen  den  Beitrag 
„Null"  liefern  zu  jenem  Biegungsmomente,  zerlegen  die  ganze  Spann- 
weite in  drei 
Fig.  328.  .,,,    ., 

Abtheilungen, 


Plus 


\        f      *\                /         Y  deren      Bela- 

>-»-- ->rims--] jr„.PtoiL„t _.__,  stungen    resp. 


positive  und 
negative  Bei- 
träge zu  dem- 
selben liefern, 
wie  in  Fig. 
328  durch  die 
Ueberschrif- 
ten„Plusa  und 
„Minus"  ange- 
deutet ist.  Zu- 
gleich zeigen  die  beigefügten  Drehungspfeile:  dass  das  Biegungs- 
moment als  positiv  bezeichnet  werden  soll,  wenn  dasselbe  eine  Ver- 
stärkung der  bereits  vorhandenen  Krümmung  des  Bogens  bedingt, 
als  negativ  im  entgegengesetzten  Falle.     Das  Biegungsmoment  an 

16* 
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Fig.  329. 


der  Stelle  N  wird  ein  Maximum,  wenn  die  beiden  mit  „Plusto  be- 
zeichneten Abtheilungen  allein  belastet  sind,  ein  Minimum,  wenn 

die  mit  „Minus" 
bezeichnete  Ab- 
theilung allein 
belastet  ist. 

Wenn  der  Bo- 
gen als  Blech- 
oder Gitter -Bal- 
ken aus  zwei  pa- 
rallelen Gurtun- 
gen und  einer 
zwischen  densel- 
ben befindlichen 
Blech-  oder  Git- 
terwand  con- 
struirt  ist ,  so 
kann  man  bei  der 
Berechnung  der 
in  diesen  drei  Con- 
structionstheilen 
hervorgebrachten 
Spannungen     — 

wie    im    dritten    Abschnitte    gezeigt   wurde   —   die   Methode    der 
statischen  Momente  anwenden  (Fig.  329  und  Fig.  330). 

Um  die  in 
der  oberen 
Gurtung  an  der 
Stelle  M  her- 
vorgebrachte 
Spannung  X 
zu  berechnen, 
würde  man 
für  den  Theil 
AMN  (Fig. 
330)  die  Glei- 
chung der  sta- 
tischen Mo- 
mente aufzustellen  und  den  Punkt  N  dabei  als  Drehpunkt 
zu  wählen   haben.      Hieraus   ergiebt   sich   die  in   Fig.  331   ange- 


Plu.*w 


Fig.  331. 
...MiUJlfi 


.ELuß.. 
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Fig.  332. 
JtfilUU._^...El!U - 


..„Minus. 


deutete  Construction   derjenigen  Belastungszustände,   bei   welchen 
die   Spannung  X  resp.   ein  Maximum  oder  Minimum   wird.     Bei 

der  Berechnung 
von  Z  würde  man 
den  Punkt  M  als 
Drehpunkt  zu 
wählen  haben. 
Es  können  daher 
die  Belastungs- 
zustände, bei  wel- 
chen die  Span- 
nung Z  resp.  ein 
Maximum  oder 
Minimum  wird, 
auf  eine  der  vo- 
rigen ganz  ana- 
loge Weise  mittelst  der  in  Fig.  332  ausgeführten  Construction  er- 
mittelt werden. 

Um  die  Abscheerungsspannung  3t  zu  berechnen,  hat  man  sich 
an  dem  unbelasteten  Theile  den  Gegendruck  des  festen  Unter- 
stützungspunktes in  zwei  Seiten- 
kräfte zerlegt  zu  denken,  von  denen 
die  eine  rechtwinkelig,  die  andere  - 
parallel  zu  der  Querschnitts-Ebene 
M  N  gerichtet  ist.  Man  erkennt, 
dass  3t  gleich  Null  wird,  wenn 
die  letztere  Seitenkraft  gleich  Null 
ist,  d.  h.  wenn  der  Gegendruck 
selbst  rechtwinkelig  zu  der  Schnitt- 
Ebene  MN  gerichtet  ist;  man 
erkennt  ferner,  dass  31  negativ  oder  positiv  wird,  jenachdem 
jene  parallele  Seitenkraft  der  Richtung  des  positiven  31  gleich  oder 
entgegengesetzt  gericlitet  ist.  Hierauf  gründet  sich  die  in  Fig.  334 
dargestellte  Construction  der  Belastungszustände,  bei  welchen  die 
Abscheerungsspannung  31  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Die  Linie  AO  ist  rechtwinkelig  zu  der  Querschnitts  -Ebene  MN 
gerichtet.  Ein  in  der  Verticalen  des  Punktes  O  angebrachtes  Ge- 
wicht würde  daher  zu  der  Abscheerungsspannung  31  den  Beitrag 
Null  liefern.  Diese  Verticale  scheidet  demnach  die  „Plus*- Abthei- 
lung von  der  „Minus*- Abtheilung.    Der  Schnitt  MN  selbst  bildet 


Fig.  333. 


Digitized  by  V3OOQIC 


246 


Fünfter  Abschnitt.    §  84. 


ebenfalls  eine  solche  Belastungsgrenze,  insofern  jede  Belastung 
links  von  dem  Schnitte  einen  positiven  Beitrug  zu  der  Spannung 
Sl  liefern  würde,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  indem  man  die 

Wirkung      einer 
Fig.  334.  solchen  Belastung 

_  .PUi-ß.-.-.*-.- „„Mloais __PJuj?„_  .«       auf    den     recllts 

von  dem  Schnitte 
liegenden  Theil 
BMN  unter- 
sucht. 

Für  jeden  der 
gefundenen  Be- 
lastungszustände 
5  kann  man  die  bei- 
'-*  den  Seitenkräfte 
^  des  von  jedem 
Unterstützungspunkte  geleisteten  Gegendruckes  nach  §  81  berechnen. 
Die  betreffende  Spannung  selbst  findet  man  alsdann,  indem  man 
für  den  Theil  AMN  oder  den  Theil  BMN  die  Gleichung  der 
statischen  Momente  aufstellt. 


§  84. 
Einfluss  der  Temperatur-Aenderungen. 

Denkt   man   sich   in  Folge   einer  Temperatur -Erhöhung  den 
(zunächst  frei   im  Baume   schwebend  vorausgesetzten)  Bogen  aus 

derForm^lCjö 
Pig.  335.  in    die    Form 

Ax  Cx  Bx  über- 
gehend (Fig. 
335),undnach- 
her  durch  die 
beiden  Hori- 
zontalkräfte H 
die  ursprüng- 
liche Sehnenlänge  AB=^2l  wieder  hergestellt,  so  erkennt  man  leicht, 
dass  der  Bogen  alsdann  genau  in  demselben  Spannungszustande 
sich  befinden  wird,  wie  wenn  von  vornherein  durch  Befestigung 
der  beiden  Endpunkte  jede  Veränderung  der  Spannweite  verhindert 
worden  wäre  (Fig.  336).    Die  Grösse  des  entstehenden  Horizontal- 
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druckes  kann  man  Jäher  nach  der  Tabelle  des  §  80  berechnen, 
indem  man  darin  U  statt  5  setzt,  aus  der  Gleichung: 

15  81?  % 
8»JZ2   ' 


oder  H    = 


Fig.  336. 


Die  durch  diesen  Horizontaldruck  in  dem  Scheitel-Querschnitte 
an    der    concaven   Seite    hervorgebrachte    grösste   Druckspannung 

(pro  Flächenein- 
heit) kann  man 
—  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  §  59 
die  von  den  bei- 
den Kräften  K 
hervorgebrachte 
Spannung  —  be- 
rechnen aus  der 
Gleichung: 
H    t    wHf 


2)     £=£,  +  6',  =  -^  + 


Z 


welcher  man  nach  Substitution  des  oben  für  H  gefundenen  Aus- 
druckes (indem  man  zugleich  wieder  nl=f  setzt)  die  folgende 
Form  geben  kann: 

15  8  JEJ 


3)    «  =  -g-  \-Ff>+T) 


r^  f 

Wenn   man   hierin   w  =  ~y  und  %  =  ~j<j~  setzt,  so   erhält 

man   die   für  den   rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  gel- 
tende Gleichung: 

c        5  8  E  /     k     .     h*  \ 

Für  Schmiedeisen  wird  das  einer  Temperatur  -  Erhöhung  von 
t  Graden  (Celsius)  entsprechende  Ausdehnungsverhältniss  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

5)     8  =  0,000012  2.*. 

Es  würde  also  z.  B.  für  t 


1 


41  Grad  der  Werth  8  =  ökt^t  sich 


ergeben.     Wenn   man   ausserdem  £  =  20000  und  ~>  = -y    setzt, 
so  erhält  man  für  die  obige  Temperaturspannung  den  Werth: 
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o;  32.2000     \°'  4  ^U/J        *    '**' 

Die  gleichzeitig  von  den  Belastungen  des  ßogens  an  derselben  Stelle 
hervorgebrachte  Druckspannung  würde  daher  nur  3Kil  ,56  betragen 
dürfen,  wenn  die  practisch  zulässige  Spannung  von  6  KU.  pro  Qua- 
dratmillimeter nicht  überschritten  werden  soll.  Jene  Temperatur- 
Aenderung  hat  daher  denselben  Einfluss,  wie  wenn  die  Festigkeit  des 
Materials  im  Verhültniss  6  :  3,56  vermindert  worden  wäre.  Wegen 
dieses  nachtheiligen  Einflusses  der  Temperatur -Aenderungen  ist 
der  krumme  Balken  mit  festliegenden  Endpunkten  als  eine  keines- 
wegs empfehlenswerthe  Construction  zu  bezeichnen  und  bei  Brücken- 
construetionen  thunlichst  zu  vermeiden. 

Der  obigen  Berechnung  der  Temperaturspannung  lag  die  Voraussetzung 
zu  Grunde:  dass  das  Verhältniss  ~f  sehr  klein  ist.    Wäre  diese  Bedingung 

nicht  erfüllt,  so  würde  die  nach  den  Gleichungen  10)  und  11)  des  §  79  aus- 
zuführende Correction  erforderlich  sein,  und  der  oben  für  den  Horizontaldruck 
H  gefundenen  Gleichung  1)  würde  für  diesen  Fall  die  Form  zu  geben  sein: 
-     .,  8n*Hl*    .    Hl        ,        „  tEZ 

75  "  =  -iÄEi-+EF  oder  H  =  -*->„  r%- 

ib*'P+F 
Man  erhält  alsdann  aus  Gleichung  2)  für  die  Temperaturspannung  den  ge- 
naueren Ausdruck: 


hE 


O+fF) 


8)  s — rriwr"' 

welcher  für  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnittes  die  folgende  Form  annimmt: 


_  r.'(*fr& 


9)      S=  h> 

32  +  5-^ 

Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  die 
Temperaturspannung  nach  dieser  genaueren  Gleichung  berechnet,  so  findet  man 
den  Werth  £=2Ki,,42.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  erwähnte  Correction 
selbst  dann  noch  vernachlässigt  werden  darf,  wenn  die  Querscbnittshöhe  den 
vierten  Theil  des  Bogens  erreicht. 

§  85. 
Parabolischer  Träger  mit  steifen  Gurtungen. 

Bei  dem  in  Fig.  337  dargestellten  Falle  sind  die  horizontalen 
Gegendrücke  der  beiden  Unterstützungspunkte  nach  innen  gerichtet 
und  dieselben  haben  (nach  §  82  Gleichung  1),  die  Grösse: 
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5Q,l 


')    *.  =  ldf(»-6?r+',). 


Bei  dem  in  Fig.  338  dargestellten  Falle  sind  die  horizontalen  Gegen- 
drücke der  beiden  Unterstützungspunkte  nach  aussen  gerichtet  und 
haben  die  Grösse: 


*>  *.=-$,'(*-4+t)- 


Fig.  338. 


Indem   man   diese   beiden  Ausdrücke   einander  gleichsetzt,  erhält 

man     die     Glei- 
Fig.  337. 

/, 

Bedingung, 
welche  erfüllt  sein 
muss,  wenn  jene 
beiden    Horizon- 
taldrücke gleiche 
Grösse  haben  sol- 
^*    len,  wie  hier  vor- 
ausgesetzt wird. 
Denkt     man 
sich    die    beiden 
Bögen    nunmehr 
auf  die  in  Fig.  339  angedeutete  Weise  mit  einander  verbunden,  so 
erkennt  man,   dass  bei  dem  auf  solche  Art  entstandenen  parabo- 
lischen Träger  an 
Fig.  339.  jedem  der  beiden 

Unterstützungs- 
punkte die  auf 
denselben  über- 
tragenen Hori- 
zontaldrücke  ein- 
ander gegenseitig 
aufheben  werden, 
dass  also  —  wie 
in  der  Figur  durch  die  beiden  Rollen  angedeutet  ist  —  von  den 
beiden  Unterstützungspunkten  nur  verticale  Gegendrücke  auf  das 
Ganze  übertragen  werden. 
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Die  in  horizontaler  Richtung  frei  beweglich  vorausgesetzten 
Unterstützungspunkte  setzen  einer  durch  Temperatur- Aenderungen 
hervorgebrachten  Längen- Aenderung  des  Trägers  keinerlei  Wider- 
stand entgegen;  folglich  können  durch  solche  Temperatur -Aende- 
rungen auch  keine  Spannungen  in  demselben  hervorgebracht  werden. 
Bei  Anwendung  eines  solchen  aus  zwei  krummen  Balken  zusammen- 
gesetzten parabolischen  Trägers  (statt  des  einfachen  Bogens  mit 
festliegenden  Endpunkten)  werden  daher  die  im  vorigen  Paragra- 
phen hervorgehobenen  Uebelstände  gänzlich  vermieden. 

Was  die  von  den  Belastungen  hervorgebrachten  Spannungen  be- 
trifft, %so  sind  dieselben  bei  jedem  der  beiden  Bögen  genau  auf  die- 
selbe Weise  zu  berechnen,  wie  wenn  die  beiden  Endpunkte  desselben 
absolut  feste  Punkte  wären.  In  diesen  Spannungszuständen  der 
beiden  Bögen  wird  keine  Aenderung  eintreten,  wenn  die  beiden 
Belastungspunkte   Mx  und  M2  (Fig.  339)   durch  eine  (gewichtlos 

vorausgesetzte) 
Verticalstange 
mit  einander  ver- 
bunden werden, 
und  an  einer 
beliebigen  Stelle 
derselben  die 
Summe  der  bei- 
den Belastungen: 

4)Q  =  Qi  +  Qi 

aufgehängt  wird  (Fig.  340).  Wenn  das  Totalgewicht  Q  und  die 
Pfeilhöhen  der  beiden  Bögen  gegeben  sind,  so  kann  man  nunmehr 
aus  den  beiden  Gleichungen  3)  und  4)  den  von  jedem  der  beiden 
Bögen  aufgenommenen  Theil  jener  Belastung  berechnen  und  erhält 
für  diese  beiden  Belastungstheile  die  Werthe: 


Fig.  340. 


5)    Ql  =  Q(f-^), 


6)    Q, 


)• 


Nach  demselben  Gesetze  würde  auch  eine  gleichförmig  —  ent- 
weder über  die  ganze  Spannweite  A  B  oder  eine  bestimmte  Strecke 
derselben  —  vertheilte  Belastung  auf  die  zwei  Bögen  sich  vertheilen. 
Wenn  mit  q  die  Totalbelastung  pro  Längeneinheit  der  Strecke  be- 
zeichnet wird,  so  sind: 

--v  "  --'{-du 


7»  ''  =  '(7^/7)'  8> 


:) 
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resp.  die  von  dem  oberen  und  von  dem  unteren  Bogen  zu  tragenden 
Belastungen  pro  Längeneinheit  der  belasteten  Strecke.  Die  bei 
solchem  Belastungszustande  auf  jeden  der  beiden  Bogen  einzeln 
genommen  von  den  Unterstützungspunkten  übertragenen  horizon- 
talen und  verticalen  Gegendrücke  können  alsdann  unmittelbar  nach 
den  Gleichungen  des  §  81  berechnet  werden. 

Wenn  wegen  sehr  kleiner  Pfeilhöhe  des  einen  oder  des  andern  der  beiden 
Bögen  es  erforderlich  sein  sollte,  die  nach  §  79  (Gleichung  11)  auszuführende 
Correction  zu  berücksichtigen,  so  würde  man  zunächst  bei  Ableitung  der  all- 
gemeinen Gleichung  für  den  bei  symmetrischer  Belastung  entstehenden  Hori- 
zontaldruck H  =  2  $  in  der  Gleichung  1)  des  §  81  auf  der  rechten  Seite  noch 

TT? 

das  Glied  ,ir-,  hinzuzufügen  haben  und  für  den  bei  einseitiger  Belastung  ent- 
stehenden  Horizontaldruck  alsdann  die  Gleichung  erhalten: 


1  5^(5~6^  +  ^) 


9)  $  =  f;/=  % 

64/+ 120--^- 

In  diesem  Falle  wird  also  der  Horizontaldruck  nicht  nur  von  Grösse  und  Lage 
der  Belastung  Q,  sondern   auch  von  Grösse   und  Form  des  Querschnitts  ab- 
hängen.   Bei  Anwendung  dieser  genaueren  Gleichung  würde  man  für  den  in 
Fig. 339  dargestellten  Fall  die  Bedingungsgleichung  erhalten: 
f    |      15S 

10)  ^"TTjöST' 

/s+  8F,/, 
welche  z.  B.  für  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnitts  die  folgende  Form 
annimmt : 

/:  4.  JL  .  *! 
in     «i   -  82     /i 

/j  ^  32  *  ~h 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  -jfl  =  oo    wird,    wenn  fx  =  0    ist,    und    dass 

-ry  =  0  wird,  wenn  f2  =  0  ist.     In  beiden  Fällen  hat  der  Horizontaldruck 

die  Grösse  Null,  wie  aus  Gleichung  9)  sich  ergiebt. 

Die  Gleichung  9),  welche  für  den  speciellen  Fall  des  rechteckigen  Quer- 
schnittes die  Form  annimmt: 

12)    $= * -K^—L 

(54/+ los- 
würde man  auch  benatzen  können,  um  diejenige  Pfeilhöhe  zu  berechnen,  bei 
welcher  der  von  einer  gegebenen  Belastung  hervorgebrachte  Horizontaldruck 
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§  ein  Maximum  wird.    Indem  man   den   Differenzialquotienten  des  Nenners, 
nach  /  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung : 


13)     0  =  64  —  10 


*2  A  *        1.1/  5 


§  86. 

Parabolischer  Träger  mit  geradliniger  unterer  Gurtung. 

Wenn  die  beiden  in  horizontaler  Richtung  verschiebbar  voraus- 
gesetzten Unterstützungspunkte  des  Bogens  durch  eine  geradlinige 
Zugstange  vom  Querschnitte  ^  mit  einander  verbunden  sind  (Fig.  341), 

so  wird  durch  die 
Flg.  341.  beiden  Belastungen 

Q  eine  Zugspan- 
nung H  in  der- 
selben hervorge- 
bracht (Fig.  342), 
und  in  Folge  dessen 
wird  jede  Hälfte 
dieser  Zugstange 
eine  Verlängerung 
erleiden  von  der 
V=Q  Grösse: 

» s=f  • 

Denkt  man  sich  die 
Hälfte  A  C  des  Bo- 
gens eingemauert, 
so  erkennt  man,  dass  die  von  den  drei  Kräften  V,  i/,  Q  hervorge- 
brachte Horizontalverschiebung  des  Endpunktes  B  ebenfalls  gleich  £ 
sein  mus8.  Aus  der  Tabelle  des  §  80  ergiebt  sich  für  diese  Ho- 
rizontalverschiebung der  Werth: 


V=Q 


2)    5  = 


bnVl* 
12  EX 


\bEX 


nQx2 


2EX 


(«-£)• 


_/ 


Nach  Substitution  der  Werthe  V=  Q  und  n  =  ~  erhält  man 

durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  für  £  gefundenen  Ausdrücke 
eine  Gleichung,  welche  für  die  Horizontalspannung  H  aufgelöst 
die  folgende  Form  annimmt: 
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3)    H=  --  -± l—r-~ 


32/+ 60. 


9/ 


Das  Hinwegnehmen  einer  von  den  beiden  Belastungen  wird 
zur  Folge  haben,  dass  diese  Horizontalspannung  auf  die  Hälfte 
reducirt  wird.  Bei  dem  in  Fig.  343  dargestellten  Belastungs- 
zustande hat  also  die  Horizontalspannung  die  Grösse: 


4)    $  = 


BQl(6-6£+'£) 


64/+120 


%'f 


Die  verticalen  Gegendrücke  der  Unterstützungspunkte  sind 
wie  bei  dem  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  berechnen  aus  den  Glei- 
chungen : 

Der  oben  für  £  gefundene  Ausdruck  unterscheidet  sich  nur 
durch  das  im  Nenner  neu  hinzugekommene  Glied  120.  ^-^  von 

Fig.  343.  dem  in  §  82  (Glei- 

chung 1)  gefun- 
denen Werthe. 
Wenn  also  der  Bo- 
genquerschnitt  so 
klein  wäre  imVer- 

hältniss   zu  dem 
% 

Querschnitte  der  horizontalen  Zugstange,  dass  das  Verhältniss  -^->- 

i>7 
gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  so  würde  der  Bogen  in  demselben 

Spannungszustande  sich  befinden  wie  bei  dem  in  Fig.  325  darge- 
stellten Falle.     Wenn  dagegen  -^--  unendlich   gross   wäre,    d.  h. 

wenn  die  horizontale  Zugstange  sehr  schwach  wäre  oder  ganz 
fehlte,  so  würden  auf  die  Endpunkte  des  Bogens  nur  die  verticalen 
Gegendrücke  wirken,  und  das  Biegungsmoment  an  der  Belastungs- 
stelle würde  den  Werth  annehmen: 

7)    ^-»(l-«)-»,^*)--^^- 
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Um  für  den  in  Fig.  324  dargestellten  Belastungszustand  die 
Spannung  der  horizontalen  Zugstange  zu  berechnen,  würde  man 
in  der  Gleichung  6)  des  §  81    auf  der  rechten   Seite  im  Nenner 

das  Glied  120 .  ^  hinzuzufügen  haben  und  die  Gleichung  er- 
halten: tf/ 

6fr{,(^)-,(*-<)+i(-S-<)} 

°)     V  ~ ?f ' ' 

64/+  180.  |^ 

während  die  verticalen  Gegendrücke  33  und  33 1  wie  bei  dem  frei 
aufliegenden  Balken  auf  zwei  Stützen  nach  den  Gleichungen  7) 
und  8)  des  §  81  zu  berechnen  sein  würden.  ^ 

Da  die  beiden  Unterstützungspunkte  —  ebenso  wie  bei  dem 
im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Falle  in  horizontaler  Rich- 
tung frei  beweglich  vorausgesetzt  werden,  so  kann  bei  diesem 
Träger  ebenfalls  durch  Temperatur -Aenderungen  keinerlei  nach- 
theilige Wirkung  hervorgebracht  werden. 


§87. 
Parabolischer  Bogen  mit  eingemauerten  Enden. 

Wenn  an  jedem  von  den  beiden  Enden  des  belasteten  Bogens 
nicht  nur  die  Lage  des  Endpunktes,  sondern  auch  die  Tangenten- 
richtung der  Achsenlinie  unverändert  bleiben  sollte,  so  müsste  an 
jeder  von  diesen  beiden  Stellen  zu  dem  Gegendrucks  des  festen 
Unterstützungspunktes  noch  ein  Kräftepaar  hinzugefügt  werden. 
Bei  dem  in  Fig.  344  dargestellten  Bogen,  dessen  Enden  in  feste 
Wände  eingeschlossen  sind,  wird  man  daher,  indem  man  die  in 
den  Wand-Oberflächen  liegenden  Punkte  des  Bogens  als  Endpunkte 
desselben  ansieht,  die  von  jeder  Wand  auf  den  betreffenden  End- 
punkt des  Bogens  übertragene  Wirkung  zu  betrachten  haben  als 
zusammengesetzt  aus  einer  Einzelkraft  und  einem  Kräftepaare. 
Da  hinsichtlich  der  Lage  der  Belastungen  sowohl  als  der  Unter- 
stützungsstellen eine  vollkommene  Symmetrie  stattfindet,  so  werden 
jene  beiden  Kräftepaare  gleiche  Momente  und  entgegengesetzte 
Drehungsrichtungen  haben  müssen  (Fig.  345). 

Denkt  man  sich  nunmehr  die  linksseitige  Hälfte  A  C  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  an  der  rechts- 
seitigen Hälfte  die  nach  der  Tabelle  des  §  80  zu  bestimmenden 
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Wirkungen    der   in   Fig.  345   mit  F,  ff,  3R,  Q  bezeichneten   vier 
Biegungsursachen,   sowohl   hinsichtlich   der  hervorgebrachten  Ho- 

rizontalverschie- 
Fi*344-  bung    des    End- 

punktes B,  als 
auch  hinsichtlich 
der  an  dieser 
Stelle  hervorge- 
brachten Aende- 
rung  der  Tangen- 
tenrichtung ein- 
ander gegenseitig 
aufheben  müssen. 
Wenn  man  dem- 
gemäss  die  aus 
der  Tabelle  des 
§  80  resp.  für  die 
und  <i>  zu  entnehmenden  Ausdrücke  einen  jeden  gleich 
Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

bnVP        8n2ffZ3         2nWP         nQx2 


1)  o 

2)  0  = 


12EX 

VP 


2  EX 


löEX 
2nHP 
SEX 


3  EX 

m 

EX        2EX1 


2EX 


('-£)• 


Qx* 


welche  für  die  Grössen  ff  und  9R  aufgelöst,  nach  Substitution  der 
Werthe   V=  Q  und  n  =  ^-,  die  folgenden  Formen  annehmen: 


4) 


X 


m         8  y     °  i 


Für  das  Biegungsmoment  im  Scheitelpunkte  des  Bozens  ergiebt 
sich  aus  Fig.  345  der  Ausdruck: 

5)     M=Qx-Ql  +  Hf  +  2», 

und  nach  Substitution  der  obigen  beiden  Werthe  erhält  man  für 
dasselbe  die  Gleichung: 

Ql 
16 


6)    3f=-g(-3+16f-18^  +  6^). 
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Wenn  man  in  den  obigen  Gleichungen  qdx  statt  Q  setzt  und  alsdann 
die  Integration  ausführt  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  J,  so  erhalt 
man  die  Werthe: 

#=|£,  9R  =  0,  Jf=ö. 

Bei  gleichförmig  über  die  ganze  Horizontalprojection  vertheilter  Belastung 
verhält  sich  daher  der  Bogen  wie  eine  vollkommen  biegsame  an  ihren  End- 
punkten unterstützte  Kette.    (Vergl.  §  81,  Gleichung  5.) 

Dem  oben  für  3R  gefundenen  Ausdrucke  würde  man  auch  die  folgende 
Form  geben  können: 

«■—?(—«('-•£)• 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdruckes,  dass  dem  Werthe  —  —1/ y 

der  Werth  9R  =  0  entspricht.  Bei  dieser  Lage  der  Belastungspunkte  würde 
daher  der  Bogen  genau  in  demselben  Spannungszustande  sich  befinden,  wie 

bei  der  in  Fig.  321  dargestellten  Unterstützungsweise.    Wenn        grösser  ist 

*  /  1  X  4  ■! 

als  1/  — ,  so  wird  SR  positiv,  wenn  dagegen  kleiner  ist  als  1  _  ,  so  wird  9R 
negativ. 

§  88. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Einzelgewichtes. 

Durch  die  beiden  Gewichte  Q  werden  in  dem  Scheitelpunkte 
des  Bogens  die  folgenden  drei  Wirkungen  hervorgebracht.  Erstens 
findet  an  dieser  Stelle  eine  horizontale  Druckspannung  statt  von 
der  Grösse  H;  zweitens  wird  an  dieser  Stelle  ein  Biegungsmoment 
von  der  Grösse  M  hervorgebracht;  drittens  wird  der  Scheitelpunkt 
um  eine  gewisse  Grösse  sich  senken,  welche  mit  o  bezeichnet 
werden  soll.  Offenbar  liefert  zu  jeder  von  diesen  drei  Grössen 
das  eine  von  den  beiden  Gewichten  Q  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag wie  das  andere.  Das  Hinwegnehmen  des  einen  von  den  beiden 
Gewichten  wird  daher  zur  Folge  haben,  dass  eine  jede  von  den 
drei  Grössen  Ä,  3/,  o  auf  die  Hälfte  reducirt  wird. 

Wenn  die  Richtungen  der  beiden  Kräfte  Q  in  die  entgegen- 
gesetzten übergingen,  d.  h.  wenn  dieselben  vertical  aufwärts  statt 
vertical  abwärts  wirkten,  so  würden  die  Vorzeichen  jener  drei 
Grössen  ebenfalls  in  die  entgegengesetzten  übergehen;  ihre  ab- 
soluten Werthe  würden  jedoch  dieselben  bleiben,  und  die  obige 
Schlussfolgerung  würde  auch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit  be- 
halten. Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  in  Fig.  346  dargestellten 
Falle  —  zu  welchem  man  gelangt,  indem  man  von  den  beiden 
abwärts  wirkenden  Kräften  Q  die  linksseitige,  von  den  beiden 
aufwärts  wirkenden    die    rechtsseitige   hin  weggenommen  und  die 
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beiden  Fälle  alsdann  zu  einem  vereinigt  sich  denkt  —  eine  jede 
von  den  drei  Grössen  H,  M,  o  gleich  Null  sein  muss. 

Da     in     dem 
Fig.  346.  Scheitelpunkte  C 

"  weder    ein    Bie- 

gungs  -  Moment, 
noch  eine  Ho- 
rizontalspannung 
vorhanden  ist,  so 
kann  es  nur  eine 
verticaleAbschee- 
rungskraft  sein, 
welche  daselbst 
von     der    einen 

Hälfte  des  Bogens  auf  die  andere  übertragen  wird.  Wäre  diese 
Verticalkraft  91  bekannt,  so  würde  man  -  indem  man  auf  die  in 
Fig.  347  angedeutete  Weise  den  Gleichgewichtszustand  der  rechts- 
seitigen Bogenhälfte 
sich  veranschaulicht 
—  sowohl  den  ver- 
ticalen  Gegendruck 
des  Unterstützungs- 
punktes 5,  als  auch 
das  an  dieser  Stelle 
hervorgebrachte  Bie- 
gungsmoment be- 
rechnen können,  und 
man  würde  für  diese 
Grössen  die  in  der 
Figur  angegebenen 
Werthe  erhalten. 
Durch  die  beiden  Kräfte  Q  wurde  bewirkt,  dass  die  Tan- 
gentenrichtung am  Scheitelpunkte  C  um  den  Winkel  a>  sich  ge- 
dreht hat,  während  die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  B  un- 
verändert geblieben  ist.  Die  letztere  hat  daher  in  Bezug  auf  die 
erstere  eine  relative  Drehung  um  den  Winkel  o>  ausgeführt,  wobei 
zugleich  der  Abstand  des  Punktes  B  von  der  (früher  horizontalen) 
Tangentenrichtung  des  Scheitelpunktes  sich  vermindert  hat  um 
eine  Grösse,  welche  bei  der  vorauszusetzenden  Kleinheit  des  Win- 
kels u>  ohne  Bedenken  gleich  Im  gesetzt  werden  darf.    Indem  man 

Ritter,   Ingenieur -Mechanik.  Yl 


Q(i-x)-%i-m' 
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diese  beiden  Aenderungen  als  Wirkungen  der  in  Fig.  347  ange- 
gebenen drei  Biegungsursaehen  (bestehend  aus  dem  Gewichte  (J, 
der  vertical  aufwärts  wirkenden  Kraft  V  =  Q  —  ?(  und  dem  Kriifte- 
paare  vom  Momente  M '  =  Q  (l  —  x)  —  8/)  nach  der  Tabelle  des 
§  80  berechnet,  gelangt  man  zu  den  beiden  Gleichungen : 


i) 


(Q  —  «)Z2 

~~"    2EX 

(Ix*        [Q(l  —  x)  —  <M\l 
2  Et                  'EX        '      ' 

(Q  —  V)l* 
'      3EX 

2 EX                         2 EX 

und  erhält  durch  Gleichsetzung  der  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
für  den  Winkel  m  zu  entnehmenden  Werthe  eine  Gleichung,  welche 
für  55  aufgelöst  die- folgende  Form  annimmt: 

Für  die  in  Fig.  346  mit  V  und  M  bezeichneten  Grössen  ergeben 
sich  hiernach  die  Werthe: 

4)     r_«(.-_3. 

Wenn   man   nunmehr   die  in   Fig.  345   und   Fig.  346  darge- 
stellten  beiden   Belastungszustände   gleichzeitig    stattfindend    sich 

denkt     und    zu- 
gleich —    an  die 

Stelle  von  Q  setzt, 
so  gelangt  man 
zu  dem  in  Fig. 
348  dargestellten 
Falle,  für  welchen 
die  Gegenwirkun- 
gen der  Unterstützungspunkte  zu  berechnen  sind  aus  den  Glei- 
chungen : 

0)      §  — —        , 


Fig.  348. 
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7)     »,=— %--,  8)    <B2  =   V~V' 


2 

9)  «,  =  *£*,      !0)«i  =  JLiir.. 

Wenn  man  hierin  für  die  Grössen  F',  ili'  die  obigen  Werthe  sub- 
stituirl  und  zugleich  für  die  Grössen  H,  V,  90?  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  die  folgenden 
Gleichungen : 

12)  »,-«(2  +  8^-^),      , 

13)  »1=«(*-8-f  +  £), 

ir»  ».-w(-I-4T+8F+4?-Br)- 

§89. 
Wirkung  einer  continuirlich  vertheilten  Belastung. 

Wenn  man  in  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen fünf  Gleichungen  q  .  dx  an  die  Stelle  von  Q  setzt  und 
hierauf  die  Integration  ausfuhrt  zwischen  den  Grenzen  0  und  sc, 
so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 

"  •-T*r('-4£+T£)- 

17* 
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Fig.  349. 


*, 


t~£.  ? 


Wenn  ferner  mit  £',  93*,,  93'2,  Wl\,  3K'2  resp.  diejenigen  Werthe 
der  obigen  Grössen  bezeichnet  werden,  welche  dem  Werthe  x  =  xx 
entsprechen,    und   mit   £",  93",  33  2,  SR",  W2   diejenigen,    welche 

dem  Werthe 
x-  =  sc,  ent- 
sprechen, so 
gelten  für  den 
in  Fig.  349  dar- 
gestellten Be- 
lastungs  -  Zu- 
stand die  Glei- 
chungen : 

6)    $  =  §"_$'.         7)    SB,  =95'; -95',,         8)    352  =  95*  —  95',, 

9)  to,  =  w;— w„      io)  «,=$»;  — a»;, 

aus  welchen  man  z.  B.  für  den  speciellen  Fall,  in  welchem  a;,  =  0 
und  xt  =  l  ist,  die  folgenden  Werthe  erhält: 


")    S^|f 


i2)  *,  =  -};!?*, 


13)  «,=  ;6-^, 


15)    3K2  =  -?-' 


14)    »,-V_,        .„,     „.,_        i6 

Wäre  ausser  dieser  Belastung  g7  noch  eine  gleichfönnig  üher 
die  ganze  Horizontalprojection  vertheilte  (permanente)  Belastung 
von  der  Grösse  2pl  vorhanden,  so  würden  die  ersteren  drei  Grössen 
zu  berechnen  sein  aus  den  Gleichungen: 


,,..       .  pl*    .     qV 

io)  v=;/4-f7« 

17)   S,  =  Pl-f -}|4i, 


18)    »^pi  +  ^-ji, 


während  für  die  beiden  Momente  2R,  und  ÜR2  die  Gleichungen  14) 
und  15)  ihre  Gültigkeit  behalten,  da  die  permanente  Belastung  zu 
den  Biegungsmomenten  an  den  beiden  Unterstützungspunkten  keinen 
Beitrag  liefert.    (Vergl.  §  87.) 

§  90. 
Ermittelang  der  Gegendrücke  auf  dem  Wege  der  Constructlon.*) 

Das  in  Fig.  350  mit  2W0  bezeichnete  Biegungsmoment  im 
Scheitelpunkte  C  hat  —  nach  §  87,  Gleichung  6)  —  die  Grösse 
SRn=iJf,  oder: 

*)  Vergl.  Win  kl  cr's  „Lehre  von  der  Elasticit&t  und  Festigkeit*4.  Prag1868. 
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und  die  verticale  Abseheerungskraft  an  dieser  Stelle  hat  —  nach 
§88,  Gleichung  3)   oder   Gleichung  13)  —   die  Grösse  ä„  =  £« 
Fig.  360.  ==932i    o^r: 

JBj  Das  Biegungs- 

moment 9K0  re- 
präsentirt  ein 
Kräftepaar,  wel- 
ches man  sich  auf 
die  in  Fig.  351  an- 
gedeutete Weise 
durch  die  zwei 
Horizontalkräfte 
von  der  —  nach 
^  §  88,  Gleichung 
^  B  J  11)  zu  berech- 
%}\  nenden  —  Grösse 
$  dargestellt  den- 
ken kann.  Für 
den  zu  wählenden 
Hebelarm  dieses 
Kräftepaares  er- 
giebt  sich  als- 
dann nach  Fig.351 
der  Werth: 


&*-JBf$ 


Fig.  352. 


3)     c  = 


3-f-10-f  +  5-£- 


C  +  r) 
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Die  zwei  im  Scheitelpunkte  C  angreifenden  Horizontalkräfte 
§  heben  einander  auf,  und  in  dem  Punkte  E  kann  man  nunmehr 
die  daselbst  angreifende  Horizontal  kraft  §  mit  der  Verticalkraft 
9I0  zu  einer  Mittelkraft  zusammensetzen.  Die  Lage  des  Dureh- 
schnittspunktes  0,  in  welchem  diese  Mittelkraft  R  die  Verticale 
des  Belastungspunktes  schneidet,  kann  man  alsdann  nach  Fig.  352 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

4)  0  =  «0ic-£(c  +  £)  oder  0  =  *0*  — TO0  — $«. 
Wenn  man  diese  Gleichung  für  s  auflöst  und  nachher  für  die 
Grössen  Ä0,  3W0,  Jp  die  gefundenen  Werthe  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

welche  zeigt,  dass  die  Höhe  des  Durchschnittspunktes  0  über  dem 
Scheitelpunkte  des  Bogens  ganz  unabhängig  ist  von  der  Lage  des 
Belastungspunktes. 

Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  auch  an  der  Unterstützungs- 
stelle B  das  daselbst  wirkende  Kräftepaar  mit  den  beiden  Einzel- 


Fig.  353. 


kräften  zu  einer  Mittelkraft  zusammengesetzt,   so   erkennt   man, 
dass  die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  W  ebenfalls  durch  den 
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Punkt  0  hindurchgehen  muss.  Man  kann  sich  daher  den  Bogen 
auf  die  in  Fig.  353  dargestellte  Weise  von  den  drei  Kräften  Q, 
Ä,  W  im  Gleichgewicht  gehalten  denken,  und  aus  Gleichung  5) 
ergiebt  sich,  dass  der  geometrische  Ort  für  alle  Lagen,  welche 
der  Durchschnittspunkt  jener  drei  Kräfte   abnehmen   kann,   eine 

horizontale  gerade  Linie  bildet,  welche  in  der  Höhe  s  =  ^-  über 
dem  Scheitelpunkte  des  Bogens  liegt. 

Die  Winkel,  welche  die  beiden  Gegendrücke  R  und  W  mit 
der  Verticalen  einschliessen,  sind  nach  Fig.  353  zu  berechnen  aus 
den  Gleichungen: 


6)    tg?  = 


35; ; 


7)     tg*=. 


-  &  -.  £ 


25, 


»0 


Fig.  354. 


7? 


§  91. 
Umhüllungslinie  der  Gegendrücke. 

Wenn  die  Lage  des  Belastuugspunktes  eine  unendlich  kleine 
Aencler«ng  erleidet,  d.  h.  wenn  dessen  Abseisse  x  um  die  Grösse 
dx  zunimmt,   so   wird   der  Abstand  c  um  die  Grösse  de  und  der 

Winkel  ty  um  die 
Grösse  dty  sich 
£  vergrössern,  in- 
sofern die  Rich- 
tungslinie der 
Kraft  R  dabei 
eine  andere  Lage 
annehmen  und 
statt  der  Kraft  R 
nunmehr  eine  an- 
dere Kraft  R'  die 
Mittelkraft     von 

den  an  der  Unterstützungstelle  A  auf  den  Bogen  übertragenen 
Kräften  bilden  wird.  Für  die  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  J, 
in  welchem  die  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  R  und  R'  ein- 
ander schneiden,   ergeben   sich  aus  Fig.  354  die  beiden  Werthe: 

1)  z  ~  (w  —  c)  tg^, 

2)  z  =   <tc-(c  +  dc)\  tg (*  +  <*». 

Indem  man  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleichsetzt,  erhält 
man  die  Gleichung: 
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3)     («,  —  <■)  tg<ji  =  (io  —  c)tg(^-f^)  —  dctgty  +  cfy), 

oder    4)     0  =  (w  —  c)  d(tg^)  —  de  (tg^  -f  dtg^), 

welcher  letzteren  man  —  nach  Weglassung  der  Grösse  dcd(tg^), 

als  einer  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung  —   auch  die 

folgenden  Formen  geben  kann: 

ra  tg  <]> .  de 

5)    w  —  c  =  -57T    ,  v- i 

J  rf(tg+) 

fi\     t„  —    c-rf(*g^)  +  tg4i.rfc    _rf(ctg^) 

°;  "-        d(tg^)        ~T(tg~<j/T\ 

Nach  Substitution  des  für  w>  —  c  gefundenen  Ausdruckes  erhält 
man  aus  Gleichung  1)  für  z  den  Werth: 
_    tg^.rfc 
7j    *-    rf(tg^)    * 
Wenn   man  nunmehr  für  die  Grössen  c  und  tg  ^  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  nehmen  die  letzteren 
beiden  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 


ÜJL 


8)    w  = 


*(*:) 


o  x 


audsro0-affudau 


»>  • = (i) 


Hierin  sind  für  die  Grössen  §,  2J?0,  3(0  die  resp.  in  §  88  und  §  90 
gefundenen  Werthe  zu  substituiren;  man  erhält  dann  die  Gleichungen: 


10)    w  = 


15 


x 


2S  +  2Qf  +  b-p- 


3  +  4^  +  iL 


11)     2   = 


21 


3+4- 


l 


Wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  zu  entnehmenden  Werth: 


12)    iL  =  11_3 

'  z 


l 


in  Gleichung  10)  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  die  folgende  Form  an: 
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13)    w  = 


-    /_ 


15 


bT^zlV 


1 


Aus  dieser  ßleichung   ergeben   sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 


T  =  °    °'2 


0,4        0,5      0,6        0,8       1 


1 


0,34    0,369    0,4      0,453    0,76     oo. 


w   

7~~z 

Die  obige  Gleichung  oder  die  nach  derselben  berechnete  Ta- 
belle kann  man  benutzen,  um  die  krumme  Linie  zu  construiren, 
welche  für  alle  möglichen  Lagen  des  Durchschnittspunktes  J  den 
geometrischen  Ort  bildet.    Da  der  Punkt  J  als  Durchschnittspunkt 

Fig.  355. 


zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  dieser  Curve  zu  betrachten 
ist,  so  bildet  dieselbe  die  Umhüllungslinie  für  sämmtliche  Lagen, 
welche  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  annehmen  kann.  Mit  Be- 
nutzung   dieser   Umhüllungscurve    kann   man   nunmehr  die   Con- 
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struction  der  von  dem  Gewichte  Q  hervorgerufenen  Gegendrücke 
auf  ähnliche  Weise  wie  in  Fig.  326  ausführen,  insofern  die  von 
dem  Punkte  0  aus  an  jene  Curve  gelegten  Tangenten  die  Rich- 
tungslinien jener  Gegendrücke  darstellen. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  in  §  83  erklärte  Methode 
des  Aufsuchens  der  ungünstigsten  Belastungszustände  —  derjenigen 
Belastungszustände  nämlich,  bei  welchen  resp.  die  in  Fig.  330  mit 
-X,  Z,  21  bezeichneten  Spannungen  ihre  grössten  (positiven  oder  ne- 
gativen) Werthe  annehmen  ---  auf  den  Bogen  mit  eingemauerten 
Enden  ebenfalls  angewendet  werden  kann.  Wenn  man  in  den  Fi- 
guren 331,  332,  334  die  Richtungslinien  der  Gegendrücke  —  an- 
statt dieselben,  wie  dort  geschehen,  durch  die  festen  Endpunkte 
des  Bogens   hindurchzulegen  —   tangential  zu  der  Umhüllungs- 

Fig.  356. 
M Minus Fjus ..Minus ..._....... 


linie  legte,  so  würden  jene  Figuren  nunmehr  für  den  vorliegenden 
Fall  die  ungünstigsten  Belastungszustände  darstellen.  So  z.  B. 
würde  die  Construction  derjenigen  Belastungszustände,  bei  welchen 
die  in  Fig.  330  mit  Z  bezeichnete  Spannung  der  unteren  Gur- 
tung resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  für  deji  Bogen  mit 
eingemauerten  Enden  auf  die  in  Fig.  356  angedeutete  Weise  aus- 
zuführen sein. 
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§  92. 
Berechnung  der  Temperatur-Spannungen, 

Denkt  man  sich  in  Fig.  336  an  jedem  von  den  beiden  End- 
punkten des  Bogens  ausser  der  Horizontalkraft  noch  ein  Kräfte- 
paar angebracht,   und  auf  solche  Weise  bewirkt,   dass  nicht  nur 

die  ursprüngliche 
Fig.  357.  Spannweite,  son- 

C  dem  auch  an  je- 

dem Ende  die  ur- 
sprüngliche Tan- 
genten -  Richtung 
der  elastischen 
Linie  wieder  her- 
gestellt wird,  so 

erkennt  man,  dass  jene  Figur  alsdann  für  den  Bogen  mit  einge- 
mauerten Enden  die  Wirkung  einer  Temperatur -Erhöhung  dar- 
stellen würde  (Fig.  357). 

Um  den  Horizontaldruck  H  und  das  Kraftmoment  3K  zu  be- 
rechnen ,  hat  man  sich  die  eine  Hälfte  A  C  in  eine  feste  Wand 
eingeschlossen  zu  denken,  und  auf  die  andere  Hälfte  B  C  nunmehr 
die  Tabelle  des  §  80  anzuwenden.  Indem  man  die  Horizontal- 
verschiebung des  Endpunktes  B  (wie  in  §  84,  Gleichung  7)  gleich 
hl  setzt,  und  den  für  w  aus  jener  Tabelle  zu  entnehmenden  Werth 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  beiden  Gleichungen : 

Hl         2Wtlf 


*>    U_  ZE% 


^  EF 

mi 


3EX 


EX' 


aus  denen  für  die  beiden  Grössen  H  und  ÜK  die  folgenden  Werthe 
sich  ergeben: 

*\    n  —     45S  EF% 

4)    ^  =  y#/-072+453;' 
Die  im  Scheitelquerschnitte  hervorgebrachte  grösste   Druck- 
spannung (pro  Flächeneinheit)  hat  die  Grösse: 
H 


5)    S=-*+|- (#/_$»), 
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und  die  in  jedem  von  den  beiden  Endquerschnitten  hervorgebrachte 
Druckspannung  hat  die  Grösse: 

6)  s>=A™*_+^m. 

Nach  Substitution  des  oben  für  3D?  gefundenen  Ausdruckes  er- 
hält man  für  diese  beiden  Maximalspannungen  die  Wertlie: 


8)    S"  =  |-(co.,+-2^). 


Da  die   Grösse   cos  e  nur  wenig  kleiner  als  „Einsu,   dagegen 

fwF 
der  Quotient  *—&—  stets  beträchtlich  grösser  als  „Eins"  voraus- 

zusetzen   ist,   so  wird  S'   immer  die  grössere  von  jenen  beiden 
Spannungen  sein. 

Nach  Substitution  des  in  Gleichung  3)  für  H  gefundenen 
Werthes  nehmen  die  obigen  beiden  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  an: 

lbhE(fwF+  SZ) 


9)    S  = 


4JF/*4-45£ 


if»     <^  —   158  ^(2/^+ 3S  cos«) 

Für    den   rechteckigen    Querschnitt    (von    der    Höhe    h)    ist 
%  =  —  -r-  und  w  =  -y  zu  setzen;  also  wird  für  diesen  Fall: 

}  lü/"2+15"A2     ' 

19n     &  _  15  3_JE  h  (4/  +  ä  cos  e) 

la)  o  —  ---  le/^+is**     " 

Wenn  man  hierin  wieder  (wie  bei  dem  in  §  84  berechneten  Zahlenbeispiele) 
&=  2ÖÖÖ'  JB7==2000°»  T==T  8etzt' 90  erhält  man  die  Werthe: 

8  =  5,    S'  =  8,86  +  0,55  .  cos  e, 
und  da  cose  annäherungsweise  gleich  „Eins"  gesetzt  werden  darf,  so  ergiebt 
sich  hieraus  für  die  bei  einer  Temperatur -Erhöhung  von  41  Graden  (Celsius) 
eintretende  grösste  Druckspannung  der  Werth: 

S'  =  9,4  KU.  pro  Quadratmillimeter. 
Derselbe  beträgt  nahezu  das  Vierfache  von  dem  in  §  84  gefundenen 
Werthe,  und  zeigt,  dass  die  Temperatur-Aenderungen  bei  dem  Bogen  mit  ein- 
gemauerten Enden  einen  noch  viel  nachtheiligeren  Einfluss  ausüben,   als  bei 
dem  Bogen  mit  Gelenkpunkten  an  den  Enden  (vergl.  §  84). 
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8  93. 
Spannungen  in  Röhren. 

Wenn  die  Länge  der  Röhre   als  Längeneinheit  gewählt  wird, 
so   repräsentirt  in   der  Querschnittsfigur  jede   Längeneinheit   der 

inneren     oder    äusseren    Querschnitts- 
Fig.  358.  peripherie  eine  Flächeneinheit  resp.  der 

inneren  oder  äusseren  Wando herfläche 
(Fig.  358).  Man  kann  daher  eine 
Röhre,  bei  welcher  auf  jede  Flächen- 
einheit der  inneren  Wandfläche  der 
Druck  px  und  auf  jede  Flächeneinheit 
der  äusseren  Wandfläche  der  Druck 
p2  wirkt,  auch  als  einen  Kreisring  be- 
trachten, bei  welchem  auf  jede  Längen- 
einheit der  inneren  Peripherie  der 
Druck  px  und  auf  jede  Längeneinheit 
der  äusseren  Peripherie  der  Druck  p2  wirkt. 

Durch    diese    Drücke    werden    in    den    einzelnen    (unendlich 
schmalen)  concentrischen  ringförmigen   Fasern,  aus  welchen  man 


Fig.  359. 


sich  den  ganzen  Ring  zusammen- 
gesetzt denken  kann,  Zug-  oder 
Druck  -  Spannungen  hervorge- 
bracht, welche  an  allen  Stellen 
einer  und  derselben  Ringfaser 
gleiche  Grösse  haben.  Ausser- 
dem wird  auf  eine  solche  Ring- 
faser an  jeder  Stelle  sowohl  von 
der  inneren  als  von  der  äusseren 
Seite  her  ein  radial  gerichteter 
Druck  übertragen,  und  wenn 
mit  p  die  Grösse  des  Druckes 
pro  Längeneinheit  (oder  pro 
Flächeneinheit)  bezeichnet  wird 
im  Abstände  p  vom  Mittelpunkte, 
so  wird  mit  p-{-dp  der  Druck 
'*'■■*  im  Abstände  p  -f-  dp  zu  bezeich- 

nen sein.     Hiernach  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  359  darge- 
stellte Weise  den  Gleichgewichtszustand  des  dem  Centriwinkel  rf? 


//cp' 
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entsprechenden  unendlich  kleinen  Bogenstückes  einer  solchen  Iting- 
faser  veranschaulichen,  und  indem  man  die  algebraische  Summe 
der  in  radialer  Richtung  wirkenden  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Gleichung: 

1)  0  =  2sdp  sin  (-£)  -f-  (p  -f- dp)  (p  -f- dp)  d<p  —  ppdy. 

Hierin  kann  -£-  statt  sinf-^j  gesetzt  werden,  und  nach  Weglassung 

des  gemeinschaftlichen  Factors  dy  kann  man  diesei*  Gleichung, 
indem  man  das  Glied  dp  dp  als  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung  unterdrückt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

2)  0  =  sdp  -f-  pdp  -f"  P  dp- 

Das  gleichzeitige  Vorhandensein  der  Spannungen  s  und  p  be- 
dingt eine  peripherische  Ausdehnung  der  Ringfaser  und  zugleich 
eine  radiale  Zusammendrückung  derselben.  Die  in  Folge  dessen 
eintretende  Form-  und  Lagen -Veränderung  des  oben  betrachteten 
unendlich  kleinen  Bogenstückes  derselben   kann  man  sich  auf  die 

in  Fig.  360  angedeutete  Weise  veran- 
schaulichen. Für  das  peripherische  Ver- 
längerungs-Verhältniss  desselben  ergiebt 
sich  aus  dem  Elasticitätsgesetze  die  Glei- 
,Wt  chung: 

^+Le)djp-prf9==_.      oder. 
pav  E 


Fig.  360. 


3) 


4)  4-  = 


und  für  das  radiale  Verkürzungs-Ver- 
hältniss  erhält  man  (ebenfalls  nach  dem 
Elasticitätsgesetze)  die  Gleichung: 


dp  —  {(dp  -f  8+ds)- 


V 
'JE 


de 
dp 


e)  £  =  - 


oder: 

V 
E 


Für  diesen  letzteren  Differenzialquotienten  findet  man   aus  Glei- 
chung 4),  indem  man  dieselbe  differenziirt,  den  Ausdruck: 


7) 


de         1  /  ds    .     \ 


dp 
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Durch  Gleichsetzung  der  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  für 

den    Differentialquotienten    -^  gefundenen  Ausdrücke  erhält  man 

dp 

eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

8)  ,  +  p  =  _p*. 

Für  die  auf  der  linken  Seite   stehende   Grösse   ergiebt  sich   aus 
Gleichung  2)  der  Werth: 

9)  .  +  P  —  P*. 

und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  die  Grösse  8  -f-  p  gefun- 
denen Werthe  führt  zu  der  Gleichung: 

10)  f-  =  p. 

J     dp        dp 
Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  8)  nach  p  differenziirt  und 

dg  Q/D 

in  derselben  nachher    ,-  statt  -/-  setzt,   so   erhält  man  die  Glei- 
,  dp  dp 

chungen :  r  r 

in      ds   .dp d2s        ds 

dp        dp  ^  dp*        dp ' 

»>  *%—*%■ 

■  dg 
Für  den  Differenzialquotienten  -7-,    welcher   abkürzungsweise 

mit  z  bezeichnet  werden  soll,   ergiebt  sich   aus  Gleichung  8)  der 
Werth: 


*>  -*— (^ 


dp  \     p 

und   nach   Einführung   dieser   Bezeichnungsweise    kann   man   der 
Gleichung  12)  auch  die  folgende  Form  geben: 

14)     *  =  _3*- 

z  p 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  zx  und  2,  auf  der  rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  i\  und  p  —  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen : 

«,  /?—./*. 


17)     ~  =  (pL\      oder    zf*  =  etr* 


r*3    — —    o»     *«3 
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Wenn  man  nunmehr  für  die  Grösse  z  wieder  ihren  Werth  -,- 

dp 

einsetzt,   so  kann  man  der  letzteren  Gleichung  auch  die  folgende 
Form  geben: 

18)  d.  =  .,rj*. 

Durch  nochmalige  Ausführung  der  Integration  erhält  man  alsdann 
die  Gleichungen: 

19)  J<h  =  ,,r-J&, 

«o  ;_.,__iii.£_£). 

Nach  Substitution  des  aus  dieser  letzteren  Gleichung  für  8  zu 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  2)  auch  die  Form 
geben : 

und   gelangt   durch    Integration   derselben   zu   den   nachfolgenden 
Gleichungen : 

23)    (.,  +.*.8!l)(ri_ri)  +  !.i(l_.rl.)  =  P|ri  _pirv 

Wenn  man  endlich  in  dieser  letzteren  Gleichung  für  die 
Grösse  zx  den  aus  Gleichung  13)  zu  entnehmenden  Ausdruck: 

24)    »,=-(-*'±-"') 

substituirt  und  dieselbe  nachher  für  sx  auflöst,  so  erhält  man  die 
Gleichungen : 

25)     (*u-?*)(r2_0^ 

26)    Äl^Pt^  +  ^2_P2.l. 

Nachdem  auf  solche  Weise  der  Werth  der  constanten  Grösse 
sx  bestimmt  worden  ist,,  kann  man  nunmehr  die  Gleichung  20) 
benutzen,  um  die  veränderliche  Grösse  s  als  Function  des  Halb- 
messers p  darzustellen.    Zu  diesem  Zwecke  hat  man  darin  zunächst 
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für  zx  den  in  Gleichung  24)  angegebenen  Werth  und  nachher  für 
«,  den  in  Gleichung  26)  gefundenen  Ausdruck  zu  substituiren. 
Man  erhält  dann  für  *  die  Gleichungen: 

27)  „«.M+p'i+p.w-a  oder: 

28)    g^P^?(Pi+^)-Pi^(Pt  +  ^)> 
p2  {r\  —  rj) 

'  welche  letztere  nach  Substitution  der  Werthe  *  =  s,   und  p  =  »• 
die  folgende  Form  annimmt: 

r2  —  r, 


§94. 
Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke. 

Um  bei  gegebenem  inneren  Halbmesser  des  Rohres  die  er- 
forderliche Wandstärke: 

1)     A  =  r2  —  r, 

für  dasselbe  zu  berechnen,  hat  man  die  stärkste  in  dem  Rohre 
vorkommende  Spannung  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung 
£  zu  setzen. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen zunächst  die  Werthe  px  =  p  und  p2  =  0  substituirt, 
so  nehmen  dieselben  die  Formen  an: 


--'*±3).  « ..=-^ 


2)  «.-p(^~i)'  « 


Für  das  Verhältniss  dieser  beiden  Spannungen  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 


4) 


'?  + 


•.  2rJ 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  bei  innerem  Drucke 
stets  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  stattfindet. 
Für  diesen  Fall  hat  man  demnach  sx  =  S  zu  setzen,  und  wenn 
man  ausserdem  für  r2  den  aus  Gleichung  1)  zu  entnehmenden 
Werth  substituirt,  so  nimmt  die  Gleichung  2)  die  folgende  Form  an: 


5)    fi  =  p/fr +*)'+-?). 


Ritter,  Ingenieur- Mechanik.  ]£ 
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Durch  Auflösung   derselben   erhält   man   für   das  Verhältniss  — 
den  Werth:  l 


ri  s  —  p 


<0  f-K^?-i. 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlen werthe : 

-|-  =   0,1         0,2       0,3       0,4       0,5       0,6    0,7     0,8    0,9      1 

A^   o,1055  0,225  0,363  0,528  0,732   1       1,38   2       3,36  oo 
r\ 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  die  Werthe  p,  =  0  und  p2  =  p 

substituirt,  so  nehmen  die  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen 

Paragraphen  die  Formen  an: 

und  man  erhält  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen  den 
Werth: 

'    9)    i:        2r* 


rj  +  rf 


Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  bei  äusserem  Drucke 
ebenfalls  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  statt- 
findet, und  zwar  ist  dieselbe  in  diesem  Falle  eine  Druckspannung. 
Wenn  man  demgemäss  sx  =  —  S  und  ausserdem  wieder  rt  -f-  A 
statt  r2  setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  7)  für  das  Verhältniss 


den  Werth: 


*  y  s 


10>     -r-^S-^W-1- 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben   sich   die  in   nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

^r=    0,1        0,2        0,3        0,4        0,5 

A=    o,118    0,291    0,581     1,236    oo 
ri 
Wenn  man  endlich  py  =  p2  =  p  setzt,   so  nehmen  die  Glei- 
chungen 26)  und  29)  des  vorigen  Paragraphen  die  Formen  an: 

11)    3l=82=  —  p. 
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Bei  gleicher  Grösse  des  inneren  und  äusseren  Druckes  ent- 
steht also  in  der  Rohrwand  eine  überall  gleichförmig  vertheilte 
Druckspannung  von  eben  derselben  Grösse. 

Dass  unter  gewissen  Umständen  die  stärkste  Spannung  auch 
an  der  äusseren  Peripherie  entstehen  kann,  erkennt  man  aus  Glei- 
chung 26)  des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  beispiels- 
weise *,  gleich  Null  setzt;  man  erhält  dann  die  Bedingungsgleichung: 

12)  77"^+^' 

und  aus  Gleichung  29)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  für 
s2  der  zugehörige  Werth: 

13)  Ä2=-Pl(^)  =  -P2(^-). 

Auf  analoge  Weise  findet  man,  dass  s2  gleich  Null  wird,  wenn 
die  Bedingungsgleichung: 

erfüllt  ist,  und  dass  für  diesen  Fall  die  Spannung  s,  den  Werth 
annimmt:  22  22 

Bei  der  Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke  A  wird 
man  jedoch  auf  solche  Fälle  keine  Rücksicht  zu  nehmen  haben 
—  aus  dem  Grunde  nämlich:  weil  stets  einer  von  den  beiden 
Fällen  des  einseitigen  Druckes  —  also  entweder  der  Fall,  in  welchem 
nur  der  innere  Druck,  oder  der  Fall,  in  welchem  nur  der  äussere 
Druck  vorhanden  ist  —  als  der  ungünstigere  Fall  eine  grössere 
Wandstärke  erfordern  wird  als  der  Fall  des  gleichzeitigen  Vor- 
handenseins beider  Drücke.  Man  wird  daher  in  solchen  Fällen,  wo 
die  Drücke  p,  und  p7  beide  von  Null  verschieden  sind,  die  erforder- 
liche Wandstärke  A  in  der  Weise  zu  berechnen  haben,  dass  man 
das  eine  Mal  nur  den  Druck  pv  das  andere  Mal  nur  den  Druck 
p2  als  vorhanden  betrachtet,  und  von  den  beiden  auf  solche  Weise 
für  A  gefundenen  Werthen  nachher  den  grösseren  auswählt. 

§95. 
Bohren  mit  Yerstärkungsringen. 

Aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  für 
p  =  S  der  Werth  A  =  00.  Man  erkennt  hieraus ,  dass  bei  allei- 
nigem Vorhandensein  eines  inneren  Druckes,  welcher  die  practisch 

18* 
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zulässige  Spannung  S  übersteigt,  es  überhaupt  nicht  mehr  möglich 
sein  würde,  eine  genügende  Wandstärke  herzustellen.  Denn  bei 
jeder,  wenn  auch  noch  so  grossen,  Wandstärke  würde  an  der 
inneren  Peripherie  in  diesem  Falle  eine  Zugspannnng  st  entstehen, 
welche  die  practisch  zulässige  Spannung  überschreitet. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  in  solchem  Falle  der  Herstellung 
eines  Rohres  von  genügender  Stärke  sich  entgegenstellen,  kann  man 
dadurch  überwinden,  dass  man  auf  irgend  eine  Weise  einen  Druck 
auf  die  äussere  Wandfläche  künstlich  hinzufügt  und  hierdurch  be- 
wirkt, dass  die  Zugspannung  an  der  inneren  Peripherie  wieder  bis 
auf  die  practisch  zulässige  Spannung  vermindert  wird. 

Um  die  erforderliche  Grösse  dieses  hinzuzufügenden  äusseren 
Druckes  p2  zu  berechnen,  hat  man  in  Gleichung  26)  des  §  93 
den  Werth  st  =  S  zu  substituiren ;  man  erhält  dann  durch  Auf- 
lösung jener  Gleichung  für  p7  den  Werth: 

Wenn  z.  B.  p,  =  1,2.S  und  r,  =  2.r,  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Gleichung  für  p,  der  Werth: 

2)  Pi=.^S. 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  der  inneren  Peripherie 
eine  Spannung  entstehen  von  der  Grösse: 

3)  «;  =2  5. 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  äusseren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  7)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  derselben  Stelle  eine 
Spannung  entstehen  von  der  Grösse: 

4)  <  =  -Ä 

Bei  gleichzeitigem  Vorhandensein  beider  Drücke  entsteht  also  an 
der  inneren  Peripherie  eine  Spannung  von  der  Grösse: 

5)  s,  =  s\  -}-«"  =  -\-  S. 

An  der  äusseren  Peripherie  wird  von  dem  inneren  Drucke  — 
nach  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 

6)  «;  =  0,8.  S 

hervorgebracht,  und  von  dem  äusseren  Drucke  —  nach  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 
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Fig.  361. 


7)  <  =  —  —  S. 

Bei  gleichzeitigem  Vorhandensein  beider  Drücke  entsteht  also  an 
der  äusseren  Peripherie  eine  Spannung  von  der  Grösse: 

8)  s2  =  s2  -f-  s"2  =  0,175  .  S. 

Für  ein  zweites  Rohr,  dessen  innerer  Halbmesser  gleich  r2  ist, 

3 
würde  bei  dem  inneren  Drucke  p2  =    -S  —  nach  Gleichung  6) 

des  vorigen  Paragraphen  —  eine  Wandstärke  erforderlich  sein  von 
der  Grösse: 

9)  r3-r2=  0,483.  r2. 

Denkt  man  sich  das  zweite  Rohr  über  das  erste  geschoben, 
während    beide  Röhren    in    den    oben   beschriebenen   Spannungs- 

zuständen  sich  befinden,  so  er- 
kennt man,  dass  die  beiden  Röhren 
alsdann  den  Druck  p2  an  der  Be- 
rührungsfläche auf  einander  ge- 
genseitig übertragen  werden  (Fig. 
361).  Die  Beiträge,  welche  zu  den 
in  diesem  Doppelrohre  hervor- 
gebrachten Spannungen  der  innere 
Druck  pj  =  1,2  .  S  liefert,  kann 
man  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
einem  einfachen  Rohre  nach  Glei- 
chung 28)  des  §  93  berechnen, 
indem  man  darin  r3  statt  r2  und 
p2  =  0  setzt.  Für  den  Beitrag, 
welchen  zu  der  im  Abstände  p  =  r2  =  2  r ,  hervorgebrachten  Spannung 
der  innere  Druck  allein  liefert,  ergiebt  sich  aus  jener  Gleichung 
der  Werth: 

10)  o  =  0,4924  .  8. 

Das  Aufhören  des  inneren  Druckes  würde  zur  Folge  haben,  dass 
die  Spannung  in  diesem  Abstände  um  eben  dieselbe  Grösse  sich 
vermindert.  Ohne  das  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde 
also  an  der  äusseren  Peripherie  des  inneren  Rohres  eine  Spannung 
übrig  bleiben  von  der  Grösse: 

11)  s2—  o  =  —0,3174.5, 

und  an  der  inneren  Peripherie  des  äusseren  Rohres  eine  Spannung 
von  der  Grösse: 
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12)  8  —  o  =  0,5076.  8. 
Bei  diesen  Spannungszuständen ,  welche  die  beiden  mitein- 
ander verbundenen  Röhren  lediglich  durch  ihre  Elasticitätskräfte 
in  einander  gegenseitig  erzeugen,  befindet  sich  das  innere  Rohr  im 
zusammengedrückten  Zustande,  und  das  Verkürzungsverhältniss 
seines  äusseren  Halbmessers  hat  nach  dem  Elasticitätsgesetze  die 
Grösse : 

^     8    _   0,3174.  £ 

l6)    77-  E         ' 

Das  äussere  Rohr  dagegen  befindet  sich  im  ausgedehnten  Zustande, 
und  das  Verlängerungsverhältniss  seines  inneren  Halbmessers  hat 
die  Grösse: 

\A\    _L  __0!5076.S 

Wenn  also  die  beiden  Röhren  von  einander  getrennt  würden, 
und  ein  jedes  in  seinen  natürlichen  (spannungslosen)  Zustand  über- 
ginge, so  würde  der  äussere  Halbmesser  des  inneren  Rohres  die 
Grösse  annehmen: 

15)  i?  =  ,,(i+^3!^A), 

und  der  innere  Halbmesser  des  äusseren  Rohres  würde  die  Grösse 
annehmen: 

0,6076.  S\ 


16)    SR  =  rs  (l 


E       r 

Für  die  Differenz  dieser   beiden  Halbmesser  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 

17)  g-tt-r,.^8. 

Wenn  beide  Röhren  aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  8  =  6  und 
jB=  20000  zu  setzen;  es  wird  also  in  diesem  Falle: 

18)  R~m    =  0,0002475. 

Um  das  äussere  Rohr  in  spannungslosem  Zustande  über  das 
innere  Rohr  schieben  zu  können,  müsste  man  das  erstere  zuvor 
durch  Erwärmung  so  weit  ausdehnen,  bis  der  Halbmesser  desselben 
um  247,5  Milliontel  seiner  Länge  sich  vergrössert.  Da  Schmied- 
eisen bei  einer  Temperatur -Erhöhung  von  1  Grad  (Celsius)  um 
12,2  Milliontel  sich  ausdehnt,  so  würde  hierzu  eine  Temperatur- 
Erhöhung  von  20,3  Graden  erforderlich  sein. 
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Theorie  des  Erddruckes  und  Berechnung  der 
Futtermauern. 


§  96. 
Natürlicher  Böschungswinkel. 

Jjine  aus  lose  auf  einander  liegenden  Körnern  bestehende 
Erd-  oder  Sandraasse  kann  —  im  Gegensatze  zu  den  sogenannten 
festen  Körpern  —  betrachtet  werden  als  ein  Körper,  welchem  so- 
wohl die  Widerstände  gegen  Zugkräfte  als  auch  die  Widerstände 
gegen  Abscheerungskräfte  gänzlich  fehlen;  oder  als  ein  Körper, 
bei  welchem  die  einer  Formänderung  entgegen  wirkenden  inneren 
Kräfte  lediglich  in  Normaldrücken  und  den  zugehörigen  Reibungs- 
widerständen bestehen. 

Durch  Beimischung  eines  Bindemittels  kann  in  der  Erdmasse  eine  Art 
von  Cohäsion  erzeugt  werden,  welche  bewirkt,  dass  ihr  Verhalten  äusseren 

Kräften    gegenüber    dem   der  festen 
Fig.  362.  Körper,  mehr    oder   weniger   ähnlich 

wird.  Auf  diese  in  den  meisten  Fällen 
wirklich  vorhandene  Cohäsion  soll 
einstweilen  keine  Rücksicht  genommen 
werden. 

Der  Gleichgewichtszustand 
einer  auf  horizontaler  Boden- 
fläche lagernden  Erd-  oder  Sand- 
Masse  würde  nicht  gestört  wer- 
den, wenn  irgend  ein  Theil  der- 
selben in  einen  starren  Körper 
verwandelt  würde.  Denkt  man 
sich  auf  die  in  Fig.  362  angedeutete  Weise  eine  unter  dem  Winkel  a 
ansteigende  Ebene  durch  die  Erdmasse  hindurchgelegt,  so  erkennt 
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Fig.  363. 


man,  dass  der  oberhalb  dieser  Ebene  befindliche  Theil  derselben 
wie  ein  auf  schiefer  Ebene  ruhender  starrer  Körper,  nur  durch 
die  Reibungswiderstände  verhindert  wird  auf  dieser  schiefen  Ebene 
hinabzugleiten.  Ein  solches  Hinabgleiten  würde  wirklich  statt- 
finden, wenn  der  Neigungswinkel  a  grösser  wäre  als  der  Reibungs- 
winkel <p.  Wenn  also  die  freie  Oberfläche  der  Erdmasse  an  irgend 
einer  Stelle  mit  der  Horizontalen  einen  Winkel  bildete,  welcher 
grösser  ist  als  der  Reibungswinkel  cp,  so  würde  kein  Gleichgewicht 
möglich  sein;  denn  in  solchem  Falle  würde  es  stets  möglich  sein, 
jene  Ebene  so  zu  legen,   dass  ein  Gleiten  des  oberhalb  derselben 

befindlichen  Theiles  der  Erdmasse  wirk- 
lich eintreten  müsste.  Hieraus  folgt, 
dass  der  sogenannte  „natürliche  Bö- 
schungswinkel" oder  derjenige  Grenz- 
winkel, bis  zu  welchem  der  Neigungs- 
winkel der  freien  Oberfläche  höchstens 
vergrössert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Gleiten  eintritt,  stets  gleich  dem 
Reibungswinkel  ist  (Fig.  363).  Wenn 
man  diesen  natürlichen  Böschungs- 
winkel auf  experimentellem  Wege  ermittelt  hat,  so  kann  man  den 
Reibungscoefficienten  nachher  berechnen  aus  der  Gleichung: 

i)  /=*g?- 

Aus  den  zu  solchem  Zwecke  ausgeführten  Versuchen  haben 
sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe 
ergeben. 


Material. 

Gewicht  eines  Cubikmeters. 

Natürlicher 
Böschungs- 
winkel. 

Reibungs- 
Coefficieni 

Grobes  Gerolle .  . 

1300  Kil.  bis  1700  Kil. 

30°  bis  48° 

0,58  bis  1,11 

Feiner  Sand  ... 

1400    .      „    2300    „ 

23°   w    40° 

0,42    „    0,84 

Erde 

1200    „      „    2800    „ 

17°   w    55° 

0,31    „    1,43 

Blei -Schrot.  ... 

6750  Kil. 

23°    „    27° 

0,42    „    0,51 

Roggen 

750    „ 

25°    „    30° 

0,47    „    0,58 

Hirse :                 650    „ 

23°    „    25° 

0,42    „    0,47 

Wasser |               1000    „                 |          0° 

0 

Digitized  by  VjOOQIC 


Activer  und  passiver  Erddruck.  281 

§97. 
Activer  und  passiver  Erd druck. 

Denkt  man  sich  bei  einer  auf  horizontaler  Bodenfläche  lagern- 
den und  an  eine  verticale  Wand  sich  anlehnenden  Erd-  oder 
Sandmasse  die  Dimensionen  jedes  einzelnen  Sandkornes  auf  das 
Hundertfache  oder  Tausendfache  vergrössert,  so  erkennt  man  lßicht, 
dass  der  Druck,  welchen  ein  solcher  Haufen  von  mehr  oder  we- 
niger unregelmässig  geformten  Steinblöcken  gegen  die  verticale 
Wand  ausübt,  sowohl  von  den  Formen  der  einzelnen  Blöcke,  als 
auch  von  der  Art  ihrer  Anordnung  abhängen  wird.  Bei  ent- 
sprechender Auswahl  und  Anordnung  der  einzelnen  Blöcke  würde 
es  in  manchen  Fällen  möglich  sein,  aus  denselben  ein  Gebäude 
in  solcher  Weise  aufzubauen,  dass  dasselbe  ohne  Mörtelverband 
und  ohne  an  die  Wand  sich  anzulehnen  auf  der  horizontalen 
Bodenfläche  im  Gleichgewichte  sich  halten  könnte. 

Hieraus  folgt,  dass  zu  der  Bestimmung  des  wirklichen  Druckes, 
welchen  die  Erdmasse  gegen  die  verticale  Wand  ausübt,  eine  mi- 
croscopische  Ausmessung  der  Form  jedes  einzelnen  Sandkornes, 
sowie  eine  genaue  Kenntniss  von  der  Art  und  Weise,  wie  ein 
jedes  in  seine  Lage  gelangte,  erforderlich  sein  würde.  Aber  selbst 
dann,  wenn  diese  Vorbedingung  erfüllt  wäre,  und  wenn  es  gelingen 
sollte,  die  von  den  unregelmässigen  Formen  der  einzelnen  Sand- 
körner herrührenden  Rechnungsschwierigkeiten  zu  überwinden,  so 
würde  doch  dem  Resultate  kein  practischer  Wertli  beizulegen  sein, 
insofern  dasselbe  immer  nur  für  den  vorausgesetzten  speciellen 
Fall  Gültigkeit  beanspruchen  könnte. 

Um  zu  practisch  brauchbaren  Resultaten  zu  gelangen,  wird 
man  vielmehr  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  geschehen  — 
die  Erdmasse  als  einen  continuirlichen,  nur  durch  das  Vorhanden- 
sein der  Reibungswiderstände  von  einer  Flüssigkeit  sich  unter- 
scheidenden, Körper  zu  behandeln  haben,  und  sich  damit  be- 
gnügen müssen,  auf  Grundlage  von  Erfahrungsresultaten  gewisse 
Grenzwerthe  zu  ermitteln,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden 
darf,  dass  die  Grösse  des  wirklichen  Druckes  zwischen  denselben 
liegen  muss. 

Denkt  man  sich  die  feste  verticale  Wand  ersetzt  durch  eine 
bewegliche  (gewichtlos  und  vollkommen  ^iatt  vorausgesetzte)  ebene 
Platte,  welche  durch  eine  Horizontalkraft  K  gegen  die  Erdmasse 
gedrückt  dieselbe  im  Gleichgewichte  hält,  so  erkennt  man,  dass 
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die  Bestimmung  des  Erddruckes  hierdurch  auf  die  Bestimmung 
der  Kraft  K  zurückgeführt  wird,   insofern  diese  Kraft  stets  dem 

wirklichen   Drucke   der   Erdmasse 
Fig.  364.  gegen  die  Platte  gleich  und  ent- 

gegengesetzt  sein  wird  (Fig.  364). 

\':/\7  Der  untere  Grenzwerth,  bis  zu 

V  •'./•  •  welchem  hinab  die  Grösse  der  Kraft 
;.  v." ;  *  •  K  höchstens  abnehmen  dürfte,  wenn 
y. :';•  die  Platte  nicht  durch  den  Erd- 
'"•'•\;:'-',  druck  zurückgedrängt  werden  soll, 
H\\  entspricht  dem  Falle  des  soge- 
nannten activen  Erddruckes,  oder 
dem  Falle,  bei  welchem  die  Erdmasse  im  Begriffe  steht  vorzu- 
rücken und  die  Platte  vor  sich  her  zu  schieben  —  also  gewisser- 
massen  activ  aufzutreten. 

Der  obere  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  hinauf  die  Grösse  der 
Kraft  K  höchstens  zunehmen  dürfte,  wenn  nicht  eine  Bewegung 
der  Platte  im  Sinne  der  Kraft  K  eintreten  soll,  entspricht  dem 
Falle  des  sogenannten  passiven  Erddruckes,  bei  welchem  die  Erd- 
masse auf  dem  Punkte  steht,  von  der  Platte  zurückgedrängt  zu 
werden  —  also  gewissermassen  passiv  sich  verhält. 

§  98. 
Activer  Druck  einer  Erdmasse  mit  horizontaler  Oberfläche. 

Eine  Horizontalkraft  AT,  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  vom 
Neigungswinkel  Ö  einen  Körper  vom  Gewichte  Q  am  Hinabgleiten 

verhindern  soll,  muss  mindestens 
Fig.  365.  die  Grösse  haben: 

t^  1)    ÜT=Qtg(f,-?).*) 

Der  Gleichgewichtszustand  der 


in  Fig.  365  dargestellten  Erd- 
'*Os;V'!' ''''X^v'.  masse  würde  keine  Störung  er- 
leiden, wenn  sowohl  der  prisma- 
tische Theil  ABC,  als  auch  der 
ganze  Rest  der  Erdmasse,  jeder 
in  einen  starren  Körper  verwandelt  würde.  Da  die  gegen  die 
Platte  wirkende  Horizorfalkraft  K  gross  genug  sein  soll,  um  jede 
Bewegung  der  Erdmasse  Überhaupt  zu  verhindern,  so  muss  dieselbe 

*)  Vergl.  „Technische  Mechanik**.    §  (&. 
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jedenfalls  auch  gross  genug  sein,  um  das  Hinabgleiten  des  Prismas 
ABC  längs  der  Gleitfläche  AC  zu  verhindern.  Wenn  die  Länge 
des  Prismas  (oder  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  stehende  Di- 
mension der  Erdmasse)  als  Längeneinheit  gewählt,  und  das  Ge- 
wicht der  Erdmasse  pro  Cubikeinheit  mit  y  bezeichnet  wird,  so 
ist  nach  Fig.  365: 

4)  "       2tg6 

zu  setzen,  und  man  erhält  für  die  Grösse,  welche  die  Kraft  K 
mindestens  haben  muss,  die  Gleichung: 

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  6  denjenigen  Werth  einzu- 
setzen, für  welchen  K  ein  Maximum  wird;  denn  die  wirklich  vor- 
handene Kraft  K  soll  unter  allen  Umständen  das  Hinabgleiten  des 
Prisma  ABC  verhindern  —  welche  Grösse  auch  immer  für  den 
Winkel  8  gewählt  werden  möge.  Indem  man  den  Diffcrenzial- 
quotienten  von  ÜT,  nach  6  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man 
für  den  Winkel  6  die  Bedingungsgleichung: 

41    Q-         jgj  tg(ö-9) 

;  cos  (6  —  cp)1  COSÖ2 

welcher  man  nach  Multiplication  derselben  mit  dem  Producte  der 
beiden  Nenner  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

5)  sin  6  cos  6  =  sin  (6  —  <p)  cos  (6  —  9),    oder: 

6)  sin  26  =  sin  (26  —  2  9). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  der  beiden  Winkel 
26  und  2  6  — 2  9  gleich  180°  sein  muss;  folglich  hat  der  Winkel  8 
die  Grösse: 

7)  6  =  45°+!- 

Das  durch  diesen  Werth  des  Winkels  6  bestimmte  Erdprisma 
ABC  wird  das  „Prisma  des  grössten  Druckes"  genannt.  Wenn 
man  diesen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  erhält  man  für 
den  activen  Erddruck  die  Gleichung: 


8,    x-^.^-J)'. 


Wenn  man  h  =  1  setzt  und  die  Länge  eines  Meters  als  Längen- 
einheit annimmt,   so  bedeutet  y  das  Gewicht  der  Erdmasse  pro 
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Cubikmeter  und  K  den  activen  Druck  derselben  gegen  eine  ver- 
ticale  Rechteckfläche  von  lm  Höhe  und  lm  Länge.  Aus  obiger 
Gleichung  ergeben  sich  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle  zu- 
sammengestellten Zahlenwerthe : 


Material. 

Saud   .... 
Schrot.  .  .  . 
Roggen  .  .  . 
Wasser  .  .  . 

T 

1800  Kil. 

6750    „ 

750    „ 

1000    „ 

ff              K 

30° 

25° 

30° 

0° 

300  Kil. 
1370    „ 
125    „ 

500    , 

§  99. 
Passiver  Druck  einer  Erdmasse  mit  horizontaler  Oberfläche. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  365  dargestellten  Falle  das  Erdprisma 
ABC  auf  der  Gleitfläche  A C  nicht  bergan  geschoben  werden  soll, 
so  darf  die  Kraft  K  höchstens  die  Grösse  erreichen : 

i)  jr=4tg(e  +  <p),*) 

und  man  erhält  nach  Substitution  des  im  vorigen  Paragraphen 
für  Q  angegebenen  Ausdruckes  für  den  oberen  Grenzwerth  von  K 
die  Gleichung: 

on     tf-TÄ2     tg  (0  +  <p) 

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  0  denjenigen  Werth  einzu- 
setzen, für  welchen  K  ein  Minimum  wird;  denn  die  wirklich  vor- 
handene Kraft  K  soll  überhaupt  keine  solche  Bewegung  des  Erd- 
prisma ABC  hervorbringen  —  wie  auch  immer  der  Winkel  0 
gewählt  werden  möge.  Indem  man  wiederum  den  Differenzial- 
quotienten  von  K,  nach  0  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man 
die  den  Gleichungen  4),  5),  6)  des  vorigen  Paragraphen  analog 
gebildeten  Gleichungen : 

3^  q_  tgO  tg(0  +  cp) 

;  U  —  cos(0  +  cp)2  tgO2 

4)  sin  Ö  cos  0  =  sin  (Ö  -f-  cp)  cos  (0  -|-  9), 

5)  sin  20  =  sin  (20  +  2cp), 


*)  Vergl.  „Technische  Mechanik**.    §  6Dl 


Digitized  by  V3OOQIC 


Passiver  Druck  einer  Erdmasse  mit  horizontaler  Oberfläche. 


285 


aus  welcher  letzteren  für  den  Winkel  6  der  Werth  sich  ergiebt: 
6)    6  =  45° 


2 


Nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Gleichung  2)  für  den 
passiven  Erddruck  den  Werth: 

7)    *=j£.tg(45» +  !-)'•     . 

Wenn  man  wiederum  h  =  1 m  setzt,  so  erhält  man  aus  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlon- 
wcrthe : 


Material. 

Sand  .  .  .  . 

Schrot   .  .  . 

Roggen  .  .  . 

Wasser  .  .  . 


7 

1800  Kil. 
6750    „ 
750    „ 
1000    „ 


_¥_ 

30° 
25° 
30° 

0° 


2700  Kil. 

8323    „ 

1125    , 

500    „ 


Denkt  man  sich  auf  horizontaler  Bodenfläche  neben  einander 
lagernd  zwei  verschiedene  Erdmassen,  welche  durch  eine  beweg- 
liche verticale  Scheidewand  getrennt  sind,  so  erkennt  man,  dass 
eine  Bewegung  der  letzteren  eintreten  wird,  sobald  der  active  Druck 
an  der  einen  Seite  grösser  ist  als  der  passive  Druck  an  der  an- 
deren Seite.     So  z.  B.  würde  bei  dem  in  Fig.  366  dargestellten 

Falle    eine    Bewegung 

Fig.  366. 
J125    .      ;  J370 


der  Platte  nach  der 
Roggenseite  hin  ein- 
treten, wenn  diese  Be- 
wegung nicht  durch 
irgend  einen  Wider- 
stand verhindert  würde. 
Denn  nach  obigen  Ta- 
bellen beträgt  der  active 
Druck  des  Schrotes 
1370  Kil.,  während  der 
passive  Gegendruck  des  Roggens  nur  1125  Kil.  beträgt.  Um  die 
Bewegung  der  Platte  zu  verhindern,  müsste  daher  eine  nach  der 
Schrotseite  hin  wirkende  Kraft  von  245  Kil.  noch  hinzugefügt 
werden. 
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§  100. 

Activer  Druck  einer  Erdmasse  mit  natürlicher  Böschungsfläche. 

Wenn  man  in  Fig.  367  das  Verhältniss  der  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  gleich  dem  Verhältniss  der  Sinus  der  gegenüberliegenden 

Winkel  setzt,  so  erhält  man 
zur  Bestimmung  von  x  die 
Gleichung: 


Fig.  367. 


n    jc_jrin(90° 

1}     k  — 


sin  (Ö  —  cp) 
h  cos  6 


oder: 


3)     Q  = 


—  V 


sin  (6  —  cp) 
Hiernach   kann   man  das  Ge- 
wicht des  Erdprisma  A  BC  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

2)    q=  rft«co8?) 

welche   nach   Substitution   des 
obigen  Werthes  von  »die  fol- 
gende Form  annimmt: 
cos  6  cos  cp 

sin  (Ö  —  cp) 

Wenn  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  des  §  98  diesen 
Ausdruck  für  Q  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  activen  Erddruck 
die  Gleichung: 

.v     K y  A2      cos  6  cos  cp 

4J  2"   cos(0— cp)  ' 

in  welcher  für  6  wiederum   derjenige  Werth  zu  substituiren  ist, 
für  welchen  K  ein  Maximum  wird. 

Um  diesen  Werth  zu  finden,  hat  man  der  obigen  Gleichung 
die  folgende  Form  zu  geben: 


5)    *-V(l+t^Ttg^)' 


Man  erkennt  dann,  dass  K  um  so  grösser  wird,  je  kleiner  der 
Winkel  Ö  wird.  Da  jedoch  von  einem  Hinabgleiten  des  Erdprismas 
nur  die  Rede  sein  kann,  so  lange  der  Neigungswinkel  der  Gleit- 
fläche nicht  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel,  so  hat  man  0  =  cp 
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zu  setzen,   um   den    grösstmöglichen  Werth   von  K  zu   erhalten. 
Folglich  hat  der  active  Erddruck  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

cos  <p\ 


6)    K=4 


Wenn  man  wieder  A  =  l,n  setzt,  so  erhält  man  aus  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen-* 
werthe : 


Material. 

T 

<? 

K 

Sand   .... 
Schrot  .  .  . 
Roggen  .  .  . 
Wasser  .  .  . 

1800  Kil. 
6750    „ 
750    „ 
1000    „ 

30" 

25° 

30° 

0° 

675  Kil. 
2772    „ 

281     » 
500    , 

§  101. 

Passiver  Druck  einer  Erdmasse  mit  natürlicher 

Boschnngsfläche. 

Um  bei  dem  in  Fig.  367  dargestellten  Falle  den  oberen  Grenz- 
werth  für  die  Kraft  K  zu  berechnen,  hat  man  den  in  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  für  Q  gefundenen  Werth  in  Gleichung  1) 
des  §  99  zu  substituiren ;  man  erhält  dann  die  Gleichung  : 

«\     tt       T^2      cos  Ö  cos  o      .    ,.    .      x       , 
1)    2T=1^  t-.tgCO  +  cp)     oder: 


2)    K- 


V 
2 

2 


sin  (b  —  cp) 

(tg  6  +  tg  9) 


d-tgetg(p)(tge-tg9) 

Wenn  man  hierin  abkürzungsweise  tg  0  =  z  und  tg  <p  =/  setzt, 
so  nimmt  die  letztere  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

ö)    A~    2    •(!_,/)(«-/)• 
Hierin  ist  für  z  derjenige  Werth  einzusetzen,  für  welchen  K  ein 
Minimum  wird.     Indem  man  den  DifFerenzialquotienten  des  obigen 
Ausdrucks,  nach  z  genommen,  gleich  Null  setzt,   erhält  man  die 
Gleichung; 

4)  0  =  (l-z/)(s-/)-(*+/){l-*/-(s-/)/}, 
welcher  man  auch  die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

5)  zä  +  2z/=2-f/J. 
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Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  die  Grösse  z  den  Werth : 

6)  .  =  -/+  V2  +  2f\ 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,   so  erhält 
man  für  den  passiven  Erddruck  die  Gleichung: 

7)  K= 1^ 7 

'  2(l  +  3/2-2/l/2  +  2/2) 

Für/=1  oder  ©  =  45°  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung 
der  Werth  K=oo.  Es  kann  daher  von  einem  passiven  Drucke, 
d.  h.  von  einem  oberen  Grenzwerthe  des  wirklichen  Druckes  über- 
haupt nur  in  solchen  Fällen  die  Rede  sein,  wo  der  natürliche 
Böschungswinkel  kleiner  ist  als  45°. 

Wenn  man  wiederum  A=:lm  setzt,  so  erhält  man  aus  obiger 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe : 


Material. 

T 

T 

K 

Sand 

Schrot  .  .  . 
Roggen  .  .  . 
Wasser  .  .  . 

1800  Kil. 
6750  „ 

750  , 
1000  „ 

30° 

25° 

30° 

0° 

7868  Kil. 
17123  „ 
3278  „ 
500  „ 

§  102. 
Angriffspunkt  des  Erddruckes. 

Nach  §  98  und  §  99  ist  bei  dem  in  Fig.  368  dargestellten 
Falle  der  Erddruck  gegen  die  ganze  Fläche  AB  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

1)  *  =  ^.tg(45«+f)\ 

in  welcher  das  Minuszeichen  auf  den  Fall  des  activen,  das  Plus- 
zeichen auf  den  Fall  des  passiven  Druckes  sich  bezieht.  Wenn 
man  in  dieser  Gleichung  z  statt  A  setzt  und  zugleich  den  Factor 

7tg(450If  ~\    abkürzungsweise  mit  A  bezeichnet,  so  erhält  man 

für  den  Druck  der  Erdmasse  gegen  den  oberen  Flächentheil  BM 
den  Werth: 

2)  P  =  4£- 
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P< 


dP+- 


,  <      ,Z 


Indem  man  diese  Gleichung  differenziirt,  erhält  man  für  den  Druck 
gegen  das  unendlich  kleine  Flächentheilchen  MN  den  Ausdruck: 

ng.  368.  3)    dP=Azdz. 

B Das  statische  Moment  dieser  letz- 

,'jV"  teren    Kraft    in   Bezug    auf   den 

'  | ' ,'  *  Drehpunkt  B  hat  also  die  Grösse: 

'j ;■/•,'  4)  dm  =  dP.z^Az2dz, 

'!•,;'    und  durch  Integration  dieser  Glci- 
fYv.'V  *'•' .' '  '/,".! 7  •  ,    chung  erhält  man  für  die  Summe 
'  ■ ' ', '  '' s  1 , ' .'  i    der  statischen   Momente   sämmt- 
''        t  '    s    licher  gegen  die  einzelnen  Flächen- 
theilchen wirkenden  Drücke  den 
Ausdruck: 

:    CdP.Z  =  A    CZ*dz=^- 

z  —  0  0 

Für  den  Druck  gegen  die  ganze  Druckfläche  AB  erhält  man  aus 
Gleichung  2),  indem  man  darin  h  statt  z  setzt,  den  Werth: 


5)     3» 


6)    K  = 


Ah2 


Fig.  369. 


Diese  Kraft  ist  als  die  Mittelkraft  der  gegen  die  einzelnen 
Flächentheilchen  wirkenden  Drücke  zu  betrachten,  und  wenn  man 
das  statische   Moment  dieser  Mittelkraft  gleich  der  Summe  der 

statischen  Momente  jener  einzelnen 
Drücke  setzt,   so  erhält  man  nach 
— 7—  Fig.  369  die  Gleichung: 
''','•/  7)     2Tr  =  2R, 

»  •  /     welche  nach  Substitution  der  oben 
.  ;  ' .     für  9K   und  K  gefundenen  Werthe 
'  '  ,.      die  folgende  Form  annimmt: 


B 


K_ 


¥  V 


8) 


AV 
2 


Ah* 


oder  r  =—-h. 
6 


..v^^jyl   Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Lage 
&ä  des    Angriffspunktes   J   unabhängig 

ist  von  dem  Werthe  des  constanten  Factors  A.  Dieselbe  gilt 
daher  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  freie  Oberfläche  der 
Erdmasse  unter  dem  natürlichen  Böschungswinkel  ansteigt;  denn 
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die  in  §  100  und  §  101 '  für  K  gefundenen  Gleichungen  unter- 
scheiden sich  von  der  Gleichung  1)  nur  hinsichtlich  des  Werthes 
dieser  constanten  Grösse  A.  Hieraus  folgt,  dass  bei  sämmtlichen 
bisher  untersuchten  Fällen  der  Angriffspunkt  des  Erddruckes  im 
ersten  Drittel  der  Höhe  über  der  Bodenfläche  liegt. 

§  103. 
Activer  Druck  einer  Erdmasse  mit  Oberflächen -Belastung. 

Wenn  die  horizontale  Oberfläche  der  Erdmasse  mit  einer 
gleichförmig  über  dieselbe  vertheilten  Belastung  bedeckt  ist,  welche 
auf  jede  Flächeneinheit  der  Oberfläche  den  Druck  p  ausübt,  so 
kann  man  sich  diese  Belastung  dargestellt  denken  durch  ein  Ma- 
terial, welches  dasselbe  specifische  Gewicht  hat  wie  die  Erdmasse 
selbst.  Die  Höhe  ä,,  welche  diese  Belastungsschicht  haben  muss, 
um  durch  ihr  Gewicht  auf  jede  Flächeneinheit  der  Unterlage  den 
Druck  p  hervorzubringen,  ist  alsdann  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung : 

1)    yä,-  =  p     oder     A,  =    -• 

Hiernach  ergiebt  sich  für  die  Belastung,  welche  das  Erdprisma . 
ABC  (Fig.  370) .  auf  seiner   horizontalen   Oberfläche  B C  trägt, 

der  Werth: 

;  tgO 

während  das  eigene  Gewicht  dieses 
Erdprisma  (wie  in  §  98)  zu  berech- 
nen ist  aus  der  Gleichung: 

ö)     *       2tg0 


Die  Horizontalkraft,  welche  erfor- 
derlich ist,  um  das  Erdprisma  A B  C 
nebst   seiner   Belastung   am   Hinab- 
gleiten  auf  der  Gleitfläche  AC  zu 
verhindern,  hat  nach  §  98  (Gleichung  1)  die  Grösse: 

4)    Ä'=(Q  +  P)tg(0-<p). 
Wenn  man  hierin  für  Q  und  P  die  obigen  Werthe  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 


Fig.  370. 


5)  Jr~l»-(i  + 


tgo 
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Hierin  ist  für  0  wiederum  derjenige  Winkel  einzusetzen,  für  welchen 
K  ein  Maximum  wird.  Dieser  Winkel  hat  nach  §  98  (Gleichung  7) 
die  Grösse: 

6)    0  =  45»  +  |-, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  den  activen 
Erddruck  die  Gleichung: 

T,    ,_J£(,  +  «l)  „(«-.$.)•. 

Um  den  Angriffspunkt  des  Erddruckes  für  diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  wiederum  das  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Verfahren 
anzuwenden.    Wenn  man  abkürzungsweise: 

2 

8)     t  (tg  45°  —  -|-)  =  A     und 

9)TÄ,ig(45"-|-)2-fi 

setzt,  so  erhält  man  die  den  Gleichungen  2)  .  .  .  8)  des  vorigen 
Paragraphen  analog  gebildeten  Gleichungen: 

10)  P=^f  +  Bz, 

11)  dP=(Az-\-B)dz, 

12)  dlSl  =  dP .  z  =  (A zi  +  Bz)  dz, 


3 


.8)  m-fiP..—Ä»  ■  Bh' 

x  =  0 

14)    K  =  ^-  +  Bh, 


rAh*   ,    „,\  AW   .    Bh* 


2 

15)  Kr  =  m, 

16)  (^ +  „),_-+    2    . 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  für  die  Coefficienten  A 
und  B  wiederum  ihre  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  in 
Fig.  369  mit  r  bezeichneten  Hebelarm  des  Erddruckes  in  Bezug 
auf  den  Punkt  B  die  Gleichung: 

l.lii 

17)  '=.8  +  2   * 


2  "*"  h 


19* 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Höhe  des  Angriffspunktes  J 
über   der  horizontalen   Bodenfläche    zwischen  den   Grenzwerthen 

TL  7  O 

-5-   und   -jr   variirt;    denn   für   ki=0   wird   r  =  -^-hH   und  für 
Ät  =  00  wird  r  =  -p-  h. 

Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  in  solchen  Fällen  benutzen,  bei 
welchen  die  Belastung  ungleichförmig  über  die  Oberfläche  der  Erdmasse  ver- 
theilt  ist,  indem  man  sich  die  wirkliche  Belastung  durch  eine  gleichförmig 
vertheilte  Belastung  ersetzt  denkt  und  dabei  für  die  Belastungsschicht  die- 
jenige Höhe  annimmt,  bei  welcher  sie  dieselbe  Wirkung  hervorbringen  würde, 
wie  die  wirkliche  Belastung. 

§  104. 

Berechnung  des  activen  Erddruckes  mit  Berücksichtigung 

der  Cohäsion. 

Das  was  im  gewöhnlichen  Leben  „Erde"  genannt  wird,  ist 
zu  betrachten  als  ein  Gemisch  von  Sandkörnern  und  gewissen 
anderen  Stoffen,  welche  als  mehr  oder  weniger  vollkommenes 
Bindemittel  wirkend,  je  nach  ihrer  Beschaffenheit,  ein  grösseres 
oder  geringeres  Maass  von  Cohäsion  bedingen.  Bei  einer  so  be- 
schaffenen Erdmasse  wird  daher  einer  Verschiebung  des  einen 
Theiles  längs  des  anderen  ausser  dem  bisher  schon  berücksich- 
tigten Reibungswiderstande  noch  ein  gewisser  Abscheerungswider- 
stand  längs  der  Gleitfläche  entgegenwirken.  Dieser  Abscheerungs- 
widerstand  ist  im  Gegensatze  zu  dem  Reibungswiderstande  als 
eine  Kraft  zu  betrachten,  welche  unabhängig  ist  von  der  Grösse 
des  Normaldruckes  und  welche,  wie  bei  den  festen  Körpern,  dem 
Flächeninhalte  der  Abscheerungsfläche  proportional  gesetzt  werden 
darf.  Wenn  also  mit  c  der  Abscheerungswiderstand  pro  Flächen- 
einheit bezeichnet  wird,  so  hat  der  Abscheerungswiderstand  für 
eine  Fläche  F  die  Grösse: 

1)  W=c.F. 

Bei  dem  in  Fig.  371  dargestellten  Falle  hat  die  Gleitfläche 
A  C  den  Flächeninhalt : 

2)  JP=      *-if 

folglich  hat  der  Abscheerungswiderstand  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

3)  w=4\. 

'  sm  0 
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Wenn  man  von  den    auf   das   Erdprisma  ABC  wirkenden 
Kräften  eine  jede  in  zwei  rechtwinkelig   zu  einander  gerichtete 

Seitenkräfte  zerlegt,  von  denen 
die  eine  parallel  und  die  andere 
normal  zu  der  Gleitfläche  AC 
gerichtet  ist,  so  erhält  man  nach 
Fig.  371,  indem  man  für  jede 
von  diesen  beiden  Richtungen 
die  algebraische  Summe  der 
Seitenkräfte  gleich  Null  setzt, 
die  beiden  Gleichungen: 

4)    Q  =  Kcosf)-\-fN+    €Ä 
—  Q  sin  6, 


sin  0 


5)    0  =  N—  Q  cos  Ö  — JSTsin  6, 

und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  für  N  zu  entnehmenden 
Ausdruck  in  der  ersteren  substituirt,  so  erhält  man  für  K  den 
Werth: 

a\    x—  of8infJ  ~/cosö\ CA 

;  ^  Vcos  0  +/  sin  0/        sin  Ö  (cos  Ö  +/  sin  0)  " 

Dieser  Gleichung  kann  man  nach  Substitution  der  Werthe  Q 
und  /  =  tg  <p  auch  die  folgende  Form  geben  : 


2tg0 


7)    K  = 


_jA2 


2 


tg(O-y) 
tgö 


ch  cos  <p 
sin  0  cos  (6  —  <p) 


Um  den  activen  Erddruck  zu  erhalten,  hat  man  hierin  für 
den  Winkel  0  denjenigen  Werth  einzusetzen,  für  welchen  K  ein 
Maximum  wird. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem  in 
§  98  für  K  gefundenen  Werthe  überein  und  repräsentirt  diejenige 
Grösse,  welche  die  Kraft  K  haben  müsste,  wenn  keine  Cohäsion 
vorhanden  wäre.    Dieses  Glied  nimmt,  wie  in  §  98  bereits  gezeigt 

wurde,  seinen  grössten  Werth  an,  wenn  0  =  45°  -f-  »   gesetzt  wird. 

Um  denjenigen  Werth  von  6  zu  finden,  für  welchen  die  den 
Nenner  des  zweiten  Gliedes  bildende  Grösse  sin  Ö  cos  (b  —  <p)  ein 
Maximum  wird,  hat  man  den  Differenz ialquotienten  derselben, 
nach  9  genommen,  gleich  Null  zu  setzen  und  gelangt  dabei  zu 
folgenden  Gleichungen: 
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8)  0  =  —  sin  Ö  sin  (6  —  <p)  -f-  cos  0  cos  (0  —  cp), 

9)  0  =  cos  (2  0  —  cp), 

10)     20  —  <p  =  90°    oder    0  =  45°+ 1-. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  derselbe  Werth  von  0,  ,für  welchen 
der  Minuend  ein  Maximum  wird,  zugleich  derjenige  ist,  für  welchen 
der  Subtrahend  ein  Minimum  wird.     Der  in  Gleichung  7)  für  K 

gefundene  Ausdruck  wird  daher  ein  Maximum,  wenn  Ö  =  45° -j-  ■%- 

gesetzt  wird,  und  man  erhält  nach  Substitution  dieses  Werthes 
die  Gleichung: 

cos  <45°  —  -*- J 

Um  den  Coefficienten  c  zu  bestimmen,  hat  man  denjenigen 
Werth  h  =  h0  aufzusuchen,  für  welchen  K=0  wird.  Zu  diesem 
Zwecke  hat  man  der  obigen  Gleichung  zunächst  die  folgende  Form 
zu  geben: 

I         TAsin(45*-X) 

Wenn  man  hierin  die  Werthe  h  =  h0  und  K  =  0  einsetzt,  so  er- 
hält man  zur  Bestimmung  von  c  die  Gleichung: 

io\     f\        i  2  c  cos  <p  . 

13)  0=1 — —2    oder: 

TAu8in(45°--|-) 

T*o  sin  (45° —|) 

14)  c  = 5 

7  2  C08  Cp 

Diesen  WTerth  von  c  hat  man  nunmehr  in  Gleichung  12)  zu  Sub- 
stituten, welche  dann  die  folgende  Form  .annimmt: 

.5)  ,_:£„(«.-!)■(,-$). 

Hierin  bedeutet  ä„  diejenige  Grenze,  welche  die  Höhe  der  Erd- 
masse nicht  überschreiten  darf,  wenn  dieselbe,  ohne  an  eine  ver- 
ticale  Seitenwand  sich  anzulehnen,  noch  im  Stande  sein  soll,  sich 
im  Gleichgewichte  zu  halten.  Nach  obiger  Gleichung  kann  daher 
der  active  Erddruck  berechnet  werden,  sobald  diese  Höhe  Ay  durch 
directe  Versuche  ermittelt  worden  ist.    Für  gewöhnliche  Damm- 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Einfluss  der  Cohäsion  auf  die  Höhenlage  des  Angriffspunktes.        295 

erde  ist  ä0  —  lm  bis  2m,  für  Lehm   oder  Thonerde  ist  A0  =  2m 
bis  4m  zu  setzen. 

Selbstverständlich  ist  die  obige  Gleichung  für  solche  Fälle,  in  welchen 
h  kleiner  ist  als  Äö,  nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten,  da  nach  der  obigen 
Definition  der  Grösse  ä0  in  solchen  Fällen  von  einem  activen  Drucke  über- 
haupt nicht  mehr  die  Rede  sein  kann. 


§  105. 
Einfluss  der  Cohäsion  auf  die  Höhenlage  des  Angriffspunktes. 

Wenn  man  in  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Gleichung  abkürzungsweise: 


1)  T  tg  (45°  —  -|)  =  A    und 

2)  4^tg(45«-f)  =  JB 


setzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

Ah2 

3)  K=^—Bk. 

Für  den  in  Fig.  368  mit  P  bezeichneten  Druck  gegen  den  oberen 
Flächentheil  BM  =  z  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

4)  P  =  ^!--Bz, 

und,  indem  man  diese  Gleichung  differenziirt,  erhält  man  für  den 
Druck  gegen  das  Flächen-Element  jMN=  dz  den  Werth: 

5)  dP=(Az  —  B)dz. 

Das  statische  Moment  dieser  letzteren   Kraft   in   Bezug  auf  den 
Punkt  5.  (Fig.  368)  hat  demnach  die  Grösse: 

6)  d<$Jl  =  (Az2  —  Bz)dz. 

Um  die  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Drücke 
in  Bezug  auf  den  Punkt  B  zu  erhalten,  hat  man  diese  Gleichung 
zu  integriren  und  dabei  zu  berücksichtigen,  dass  nach  der  im 
vorigen  Paragraphen  für  die  Grösse  h()  gegebenen  Definition  in 
dem  oberen  Flächentheile  BL  =  h0  (Fig.  372)  überhaupt  keine 
Drücke  stattfinden.  Wenn  man  demgemäss  die  Integration  auf 
der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  z  =  h0  und  z  =  h  aus- 
führt, so  erhält  man  für  jene  Momentensumme  die  Gleichung: 


Digitized  by  VjOOQIC 


296 


Sechster  Abschnitt.    §  106. 


-/■ 


7)     ü»  =  I  {Az1  -  Bz)  dz    oder: 


8)    3K  = 


A  (h>  -  K) 
3 


B  (V  -  K) 


Diesen  Ausdruck  hat  man  dem  statischen  Momente  der  Mittelkraft 
K  gleich  zu  setzen  und  zugleich  für  letztere  den  in  Gleichung  3) 

gefundenen    Werth     einzusetzen. 


Fig.  372. 


Für  den  Hebelarm  dieser  Mittel- 
kraft ergiebt  sich  alsdann  die 
Gleichung : 


(Ah 


9)  (^-Bhy 


B(h*-K) 


welcher-  man    nach    Substitution 
,,NV>  der  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 

resp.  für  die  Coefficienten  A  und  B  angegebenen  Ausdrücke  auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 


10) 


1 


3^6 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Angriffspunkt  J  bei  einer 
Erdmasse  mit  Cohäsion  unter  sonst  gleichen  Umständen  stets  tiefer 

liegt  als  bei  einer  Erdmasse  ohne  Cohäsion ;  denn  für  Ätf  =  0  wird 

2 
r  =  -ö-  h,  und  für  ä„  —  h  wird  r  =  h. 

6 

§  106. 
Stabilität  der  Böschungen. 

Die  Bedingung,,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  das  Erdprisma 
ABC  (als  starrer  Körper  betrachtet)  in  Bezug  auf  das  Hinab- 
gleiten längs  der  Gleitfläche  A  C  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtes 
sich  befinden  soll,  ist  nach  Fig.  373  auszudrücken  durch  die 
Gleichung: 

1)     Q  sin  0  =fQ  cos  0  -f  cZ, 


welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  / 
folgende  Form  geben  kann: 

2)     Q  sin  (0  —  <p)  =  cl  cos  <p. 


sin  cp 


cos 


auch  die 
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Seite  AB  == 


Wenn  man  die  Linie  CD  =  l  sin  (a  —  ö)  als*  Höhe  und  die 

. als  Grundlinie  des  Dreiecks  ABC  betrachtet, 

so  erhält  man  für  das  Gewicht 
des  Erdprismas  den  Ausdruck: 

3)    Q  =  T,JL,**H>(«-f'). 

J  '    sm  a  2 

Nach  Substitution  desselben 
nimmt  die  vorhergehende 
Gleichung,  für  c  aufgelöst,  die 
folgende  Form  an: 


4)   C: 


fh  sin  (et  —  6)  sin  (6  —  tp) 
2  sin  a  cos  cp 

Aus  dieser  Gleichung  kann 
man  für  jede  willkürlich  an- 
genommene Neigung  der  Gleit- 
fläche A  C  die  zum  Gleich- 
gewichte erforderliche  Grösse 
des  Cohäsionscoefficienten  c 
berechnen.  Für  Ö  =  cp  und 
ebenso  auch  für  Ö  =  a  wird  c  =  0.  Es  muss  daher  zwischen 
diesen  beiden  Grenzen  ein  Werth  von  Ö  liegen,  für  welchen  c  ein 
Maximum  wird.  Um  diesen  Werth  zu  finden,  hat  man  von  der 
Function : 

5)    F  (0)  =  sin  (a  —  Ö)  sin  (0  —  cp) 

den  Differenzialquotienten,  nach  0  genommen,  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

6)    0  =  sin  (a  —  0)  cos  (6  —  <p)  —  cos  (a  —  6)  sin  (6  —  cp)    oder : 

7)  0  =  sin(a  — 2Ö-f<p). 

Bei  dem  „ Prisma  des  kleinsten  Widerstandes*   hat  also   der 
Neigungswinkel  der  Gleitfläche  die  Grösse: 

8)  O-it*. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  4) 
für  jenes  Maximum  von  c  den  Ausdruck: 


9)    c  = 


2  sin  öl  cos  cp 
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Dieselbe  Grösse  müsste  der  wirkliche  Cohäsionscoefficient  min- 
destens besitzen,  wenn  in  Bezug  auf  keine  von  allen  durch  den 
Fusspunkt  A  gelegten  Flächen  ein  Gleiten  eintreten  soll.  Man 
kann  daher  die  obige  Gleichung  in  der  Form: 


*r\\     i         2  c  sin  a  cos  <p 
1U;     h  = Tr, 


indem  man  darin  für  c  den  wirklichen  Werth  des  Cohäsions- 
coefficienten  einsetzt,  dazu  benutzen,  um  diejenige  Grenze  zu  be- 
rechnen, welche  die  Höhe  h  nicht  überschreiten  darf,  wenn  kein 
Einsturz  erfolgen  soll. 

Für  a  =  cp  wird  h  =  oo;  wenn  dagegen  a  grösser  ist  als  cp, 
so  ergiebt  sich  für  die  Grenzhöhe  h  immer  ein  endlicher  Werth. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Erdmasse  nur  dann  im  Gleichgewichte  sich 
halten  kann,  wenn  zugleich  der  in  Fig.  373  mit  e  bezeichnete 
Winkel,  unter  welchem  die  obere  Begrenzungsfläche  derselben  bis 
zu  unendlicher  Höhe  ansteigt,  nicht  grösser  ist  als  der  Reibungs- 
winkel cp.  Im  Uebrigen  ist  die  Höhe  h  ganz  unabhängig  von  der 
Grösse  des  Winkels  e,  so  lange  derselbe  jene  Grenze  nicht  über- 
schreitet. 

Für  a.  =  90°  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  wiederum  der 
in  §  104  (Gleichung  13)  mit  A0  bezeichnete  Werth: 


11)    4o=s_?«~t„i 
Y8in(45°-|-) 


Diese  Gleichung  kann  man  auch  hier  wieder  dazu  benutzen,  um 
(wie  in  §  104)  den  Cohäsionscoefficienten  c  durch  die  Höhe  h0 
auszudrücken,  bis  zu  welcher  die  Erdmasse  senkrecht  abgeschnitten 
werden  kann,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  verlieren.  Wenn  man 
die  vorhergehende  Gleichung  durch  diese  letztere  dividirt,  so  er- 
hält man  für  das  Verhältniss  der  beiden  Grenzhöhen  k  und  ä0 
den  Werth: 


sin  a  sin  (45° — |) 


sin 


(t*) 


Für  cp  =  30°  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung   die   nachfolgend 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 
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a  =  90°           75° 

60° 

45°           30° 

~=    1              1,649 
ft0 

3,232 

13,76         oo, 

und  wenn  man  ein  anderes  Mal 
zusammengehörigen  Werthe : 
«  =  90°           75° 

9  =  45° 
60° 

setzt,  so  erhält  man  die 
45° 

£=    1              2,112 

7,444 

oo. 

Fig.  374. 


§  107. 
Gleichgewicht  einer  belasteten  Erdmasse. 

Wenn  die  wirkliche  Höhe  der  Erdmasse  kleiner  ist,  als  die  im 
vorigen  Paragraphen  für  die  Grenze  der  Stabilität  gefundene  Höhe, 

so  ist  in  Bezug  auf  das  Hinabgleiten 
des  Erdprisma  ABC  längs  der  Gleit- 
fläche AC  bei  jedem  beliebig  an- 
genommenen Neigungswinkel  der 
letzteren  ein  Ueberschuss  von  Stabi- 
lität vorhanden.  In  diesem  Falle 
würde  also  das  Erdprisma  des  klein- 
sten Widerstandes  noch  einen  oben 
aufgelegten  Körper  von  bestimmtem 
Gewichte  tragen  können,  ohne  das 
Gleichgewicht  zu  verlieren.  Die  Be- 
dingung, welche  erfüllt  sein  muss, 
wenn  das  mit  dem  Gewichte  P  be- 
lastete Erdprisma  ABC  an  der 
Grenze  des  Gleichgewichtes  sich  befinden  soll ,  ist  nach  Fig.  374 
auszudrücken  durch  die  Gleichung: 


1)    (P+Q)  sin 0  =/(P+Q)cosö-f 


ch 


sin  6 


Nach  Substitution  des  Werthes  Q  —  ■„—•  erhält  man  aus  dieser 

2tgf) 

Gleichung  (indem  man  zugleich  die  Grössen  sin  0  und  cos  6  durch 
tgö  ausdrückt)  für  P  den  Ausdruck: 

<»     P_    cA(l  +  tg62)         TA* 
;  tgO  — /tgO         2tgö' 

1  vi2 

Wenn  man  abkürzungsweise  ——-  =  v  und  -^  -  =  a  setzt,   so 

kann  man  diesem  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 
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3)     P  = 


(c  h  -\-fa)  v2  —  a  v  -f-  c  h 

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  v  denjenigen  Werth  ein- 
zusetzen, für  welchen  P  ein  Minimum  wird.  Indem  man  dem- 
gemäss  den  Differenzialquotienten  von  P,  nach  v  genommen,  gleich 
Null  setzt,  erhält  man  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende 
Form  geben  kann: 

{ch-\-fa)v2 —  av  -\-  ch  _  a  —  2(ch-\-fa)  v 

r_jo—     -         f 

Nach  Gleichung  3)  ist  der  linksseitige  Ausdruck  gleich  P;   folg- 
lichi8t:      5)    p_  a-2v(ch+fa) 

Wenn  man  den  aus  dieser  letzteren  Gleichung  für  v  zu  entnehmenden 
Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung, 

t  A2 
welche  (nach  Wiedereinführung  des  Ausdruckes  — ~—  statt  a)  für 

P  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 


4) 


6)    P=  27r!-(4c  +  T/Ä)  +  2K2C(l+/i)"(2c  +  Y/A)|. 

Nach  dieser  Gleichung  kann  man  für  jede  gegebene  Höhe  der 
Erdmasse  denjenigen  Werth  von  P  berechnen,  welcher  der  Grenze 
des  Gleichgewichtes  entspricht.    Für  A  =  0  erhält  man  P  =  0  (in 

Uebereinstimmung  mit  der  gemachten  Vor- 
aussetzung, nach  welcher  das  Gewicht  P 
stets  sine  Belastung  des  Gleit- Prisma  ABC 
selbst  bilden  soll  und  demgemäss  unendlich 
klein  sein  muss,  wenn  letzteres  selbst  un- 
endlich klein  ist.  Wenn  man  ferner  den 
im  vorigen  Paragraphen  für  A0  gefundenen 
Ausdruck  an  die  Stelle  von  A  setzt,  so 
findet  man,  dass  für  Ä  =  A0  ebenfalls 
P  =  0  wird.  Für  grössere  Werthe  von 
A  ergeben  sich  negative  Werthe  von  P. 
In  diesem  letzteren  Falle  kann  man  die 
obige  Gleichung  dazu  benutzen,  um  die 
Grösse  desjenigen  Theiles  zu  berechnen,  welchen  man  von  dem 
Erdprisma  des  kleinsten  Widerstandes  hinwegschneiden  müsste,  um 
durch  die  auf  solche  Weise  hervorgebrachte  Entlastung  den  Gleich- 
gewichtszustand desselben  herzustellen.  Wenn  man  für  diesen  hin- 
wegzuschneidenden Theil  die  Form  eines  Prisma  vom  Querschnitte 
F  wählt  (Fig.  375),  so  ist: 


1 

1 

Fig.  375. 

B 

F 

/    '   '    '/      * 

'•'•«' 

/  '             '         '                    '     •        ' 

/    /  i     '                    /                             . 

A 

m  •'  '/'•«•' ; '  ± ' 

-      •<  ,.  ..v    •--     .v  ;-.'--  >v     ^ 

i 
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7)     P  =  -  T  F 
zu  setzen,   und  nach   Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  jnan 
aus  Gleichung  6)  für  F  den  Werth:. 

8)     F==277l  |4c+T/Ä-2]/2c(l+/2)(2c-|-T//r)!. 


Wenn  man  z.  B.  Ä„=  lm,2  und  /=  -—  (oder  cp  =  33°  42')  setzt,  so  er- 


hält man  nach  §  104  (Gleichung  14)  oder  §  106  (Gleichung  11)  den  Werth: 
c  =  0,16056 . 7 ,  und  nach  Substitution  desselben  nimmt  die  obige  Gleichung 
die  folgende  Form  an: 

9)     F  -  h  )0,72252  +  0,75 .  h  -  V'O ,TÜbT^i&&£7h j . 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 
Zahlenwerthe : 

Ä  =  lm,2        6  12  18  24 

F  =  0°m  12,223  63,6266  159,165  300,7656. 
Die  Form  und  die  Lage  des  Flächentheils  F  können  inner- 
halb gewisser  Grenzen  beliebig  gewählt  werden.  Nur  muss  derselbe 
stets  einen  Theil  der  Dreieckfläche  ABC  selbst  bilden ,  und  die 
Form  desselben  muss  so  gewählt  werden,  dass  bei  der  neu  ent- 
stehenden Böschungsfläche  auch  an  allen  höher  gelegenen  Stellen 
die  Bedingungen  der  Stabilität  erfüllt  sind. 


§  108. 
Stabilität  terrassenförmiger  Böschungen. 

Wenn  man  für  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  F  bezeichnete 

Fläche  die  Form  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  wählt,  dessen  un- 

pi    376  terer  Eckpunkt    mit    dem   Fusspunkte 

des  Böschungsprofils  zusammenfällt,  so 

ist  nach  Fig.  376: 

1)    F  = 


2tga 


zu  setzen,  und  man  erhält  zur  Bestim- 
mung des  Neigungswinkels  a,  welchen 
die  beim  Hinwegnehmen  desTheils  A  BD 
entstehende  neue  Böschungsfläche  AD 
mit  der  Horizontalen  bilden  muss,  die 
Gleichung: 


2)     tgot  = 


2F 
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Bei  den  im  vorigen  Paragraphen   angenommenen  Zahlen  wer  then   ergab 
sich  für  Ä  =  24m  der  Werth  F=  300D"\7656.    Hiernach  wird  für  diesen  Fall: 

tg  a  =  0,9575  oder  a  =  43°  45'. 


Fig.  377. 


Zu  demselben  Resultate  würde 
auch  die  in  §  106  gefundene  Glei- 
chung 12)  fuhren ,  aus  welcher 
man  für  a  =  43°  45'  wiederum 
den  Werth:  Ä  =  24m  erhält. 

Statt  der  geraden  Linie 
AD  würde  man  als  Be- 
grenzungslinie der  Fläche  F 
auch  die  gebrochene  Linie 
AN  ME  wählen  können. 
Nach  Fig.  377  ist  alsdann: 

+(6+te*.)4. 


tge. 
zu  setzen,  und  man  erhält 
durch  Auflösung  dieser  Gleichung  für  die  Grösse  tge  den  Werth: 

4)     tge 
-_       «(«  +  2*i) 

FürÄ=24mundÄ1=18m 
wurden  im  vorigen  Paragra- 
phen resp.  die  Werthe 
F= 300,7656  und  F,  =159,165 
gefunden.  Wenn  man  also 
z  =  6  m  und  b  =  0  m,5  setzt, 
.  so  wird: 

tg  e  ==  0,9502    oder 
e  =  43°  32'. 

Indem  man  nunmehr 
die  Horizontale  M  N  als 
Bodenfläche  betrachtend 
'  auf  den  oberhalb  die- 
|  ser  Horizontalen  befind- 
lichen Theil  der  Erd- 
masse abermals  dasselbe  Verfahren  anwendet  und  der  Fläche  Fx 
statt  der  geraden  Linie  ME  die  gebrochene  Linie  MPQG  als  Be- 
grenzungslinie giebt,  findet  man  nach  Fig.  378,  dass : 


*&& 
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5)    Fx-Ft  =  -9- 


+•(*•+ -Ä:)A> 


2tge,    'V    '     tge.r» 
zu  setzen  ist,  und  erhält  durch  Auflösung  dieser  Gle'ichung  für 
die  Grösse  tg  e,  den  Werth: 

0)    *«.-8(jP x-Fl-bxkf 

Für  hx  =18™  und  A2  =  12m  wurden  im  vorigen  Paragraphen  resp.  die 
Wcrthe  jp,  =  159,-165  und  F2  =63,6266  gefunden.  Wenn  man  also  ex  =6m 
und  6,=0m,5  setzt,  so  wird: 

tget  =  1,00514    oder    e,  =  45°  9'. 
Bei    nochmaliger  Wiederholung    des  obigen   Verfahrens  und 
Anwendung  desselben  auf  den  oberhalb  der  Horizontalen  PQ  be- 
Plg  379  findlichen  Theil  der  Erd- 


*i 


te/ •'•''. 

•   •      lieh   nach   Hg.  379  die 

\      ty.'.'.': 

;    \  '      Gleichung  erhalten: 

;:v  7)  '.-'.- -j& 

i  /  '?* .  '  -    '  '  • 

:'■•  +(».+ä)*.  oder: 

» * ,  i  .    * 

8)    tg«, 

'.••      _       «,(«,+  2*,) 

•  *  \  .  -  *  » % . 

2(F1-JF3-6,A3)- 

fJ#  "  - "  .  .•■'•.  ■  Den  Berthen  h2  =  12m 

undÄ3=6m  entsprechen  resp. 
die  Werthe :  F2  =  63,6266 
und  Fz  =  12,223.  Wenn  man 
also  *2  =  6ID  und62  =  0m,5 
setzt,  so  wird 
tge2  =  1,1156  oder  e2  =  48°  8'. 
Der  Böschungswinkel  für  die  oberste  Terrsase  ist  nach  Fig.  379 


zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


9)     '■  -   2  & 


oder    tge3=-2^-. 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  wiederum  Äa  =  6  und  F3  =  12,223  setzt, 
so  erhalt  man  den  Werth: 

tge3  =  1,4726    oder    e3  =55"  50'. 

Bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Verfahrens  hat  man  stets 
zu  berücksichtigen,  dass  die  gefundenen  Resultate  nur  dann  als 
gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Pa- 
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ragraphen  genannte  Bedingung  erfüllt  ist,  nach  welcher  der  weg- 
genommene Theil  der  Erdmasse  stets  dem  „Prisma  des  kleinsten 
Widerstandes"  selbst  entnommen  werden  soll.  Es  würde  daher 
z.  B.  das  in  Bezug  auf  Fig.  377  gefundene  Resultat  nicht  mehr  als 
gültig  zu  betrachten  sein,  wenn  die  willkürlich  angenommene  Grösse 
b  diejenige  Grenze  überschritte,  bei  welcher  der  Punkt  M  gerade 
in  die  Gleitfläche  hineinfallen  würde.  Um  diesen  oberen  Grenz- 
werth  von  b  zu  ermitteln,  hat  man  zunächst  aus  der  Gleichung  5) 
des  vorigen  Paragraphen ,  indem  man  darin  —  f  F  statt  P  setzt, 

den  zugehörigen  Werth  von  tgö  =  —  zu  berechnen.    Mit  Benutzung 

desselben  findet  man  alsdann  jenen  Grenzwerth  von  b  aus*  der 
Gleichung: 

Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  findet  man  die  Werthe  v  =  1,247  =  — ^ 

und  6  =  1  ln,168.  Da  bei  der  obigen  Berechnung  b  =  0m,5  angenommen  wurde, 
so  ist  das  gefundene  Resultat  als  gültig  zu  betrachten.. 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  für  Fig.  378  den  Grenzwerth  6,  =  1  m,77 
und  für  Fig. 379  den  Grenzwerth  b2  =  2m1S  finden.  Es  zeigt  sich  also,  dass 
die  genannte  Bedingung  auch  in  Bezug  auf  die  oberen  Terrassen  erfüllt  ist, 
und  dass  die  gefundenen  Resultate  sämmtlich  als  gültig  betrachtet  werden  dürfen. 

§  109. 
Gekrümmtes  Böschungsprofll. 

Wenn  man  die  Grössen  6,  6t,  62  sämmtlich  gleich  Null  setzt, 
so  nehmen  die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  einzelnen  Böschungs- 
winkel gefundenen  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 


1) 

tge  <= 

2(F—  Fj    ' 

2) 

tge,= 

*,  («,  +  2A2) 
2  0F.-F,)-' 

3) 

tgss  = 

z2(«24-2A,) 

2(Fa-Ft)   ' 

4) 

*ge3  = 

2F- 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  das  im.  vorigen  Pa- 
ragraphen berechnete  Beispiel  die  folgenden  Zahlenwerthe : 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Gekrümmtes  Böschungsprofil. 


tgs  -=0,89, 
tget  =  0,942, 
tge2=  1,05, 
tge3=  1,473, 


e  =  41°40' 

«,  =  43°  \r 

s2=4G°25' 
e3  =  55°50' 


und  das  Böschungsprofil  nimmt  für  diesen  Fall  die  in  Fig.  380 
dargestellte  Form  einer  aus  vier  geradlinigen  Stücken  zusammenge- 
setzten   gebrochenen 
Fig.  380.  Linie  an. 

.4,07.^ Dasselbe  Verfahren 

würde  man  auch  dann 
noch  anwenden  kön- 
nen, wenn  für  die 
einzelnen  Theile ,  in 
welche  die  ganze  Höhe 
7i  =  24ra  zerlegt  wer- 
den soll,  eine  grössere 
Anzahl  und  geringere 
Grösse  vorgeschrie- 
ben wäre.  Wenn  man 
z.  B.  für  jeden  dieser 
Theile  die  Grösse 
hn  =  lm,2  wählte,  so 
würde  man  eine  aus 
zwanzig  geradlinigen 
Stücken  zusammengesetzte  gebrochene  Linie  erhalten,  deren 
oberstes  Stück  eine  verticale  Linie  von  der  Länge  A0  bilden 
würde.  Bei  einem  so  geformten  Böschungsprofile  würde  die  Erd- 
masse in  den  Eckpunkten  der  gebrochenen  Linie  gerade  an  der 
Grenze  der  Stabilität  sich  befinden,  während  innerhalb  der  gerad- 
linigen Strecken  überall  ein  gewisser  Ueberschuss  von  Stabilität 
vorhanden  sein  würde.  Eine  solche  aus  sehr  vielen  geradlinigen 
Stücken  zusammengesetzte  gebrochene  Linie  würde  man  an- 
näherungsweise als  eine  krumme  Linie  behandeln  dürfen,  deren 
Krümmungsgesetz  aus  der  Gleichung  9)  des  §  107  auf  folgende 
Weise  abgeleitet  werden  kann. 

Wenn  man  y  statt  A  setzt  und  zugleich  die  vier  numerischen 
Coefficienten  resp.  mit  -4,  B,  C,  D  bezeichnet,  so  nimmt  jene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 

5)    F  =  Ay  +  Bf  -  \   Ctf  +  Dy*. 

lütter,  Ingenieur -Mechanik.  20 


x.    \.  ^  .  _.w;^ 
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Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  für  den  Differenzialquotienten 
von  F,  nach  y  genommen,  den  Ausdruck: 

i2Cy  +  ZDy*  \ 


6) 


%—A  +  fB,. 


Nach  der  in  Fig.  381  gewählten  Bezeichnungsweise  ist  dF=ydx 
und  -,  -  =  tg  e  zu  setzen. 


7) 


y=  1,2 

6 

tge=   3,738 

1,185 

e  =  75°l' 

49"  50' 

Für 


y 


Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

dy       tge       y  "*"  [iVCy'-fDy*! 

und  dieselbe  in  dieser  Form  dazu  benutzen,  um  für  jeden  gege- 
benen Werth  von  y  den  zugehörigen  Neigungswinkel  des  Böschungs- 
profiles daraus  zu  berechnen.  Für  den  im  vorigen  Paragraphen 
angenommenen  Fall  würde  man  z.  B.  die  folgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe  erhalten: 

12  18  24 

0,9852         0,9125         0,873 

44°  35'        42°  23'         41°  7'. 

1         2 

oo  wird  tg  e  =  ^-^  =  -y-  =/,  oder  e  =  cp.    Hieraus 

folgt,  dass  bei  wachsender  Tiefe  unter  der  horizontalen  Oberfläche 

das  Böschungsprofil  einer  unter 
dem  natürlichen  Böschungs- 
winkel ansteigenden  geraden 
Linie  asymptotisch  sich  an- 
nähert. 

Für  x  =  0  ist  y  =  h0  zu 
setzen;  denn  für  den  krumm- 
linigen Theil  des  Böschungs- 
profiles hat  man  den  im  Ab- 
stände ä0  von  der  horizontalen 
Oberfläche  liegenden  Punkt 
als  Anfangspunkt  zu  betrach- 
ten, insofern  der  oberhalb 
dieser  Stelle  befindliche  Theil 
des  Profiles  als  vertical  und  geradlinig  vorausgesetzt  wird.  Die  obige 
Gleichung  ist  daher  für  Werthe  von  y,  welche  kleiner  sind  als  A0, 
nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten.  Bei  dem  auf  solche  Weise 
construirten  Profile  wird  innerhalb  der  oberen  geradlinigen  Strecke 


:;^ 
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ein  Ueberschuss  von  Stabilität  vorhanden  sein,  während  in  allen 
Punkten  des  unteren  krummlinigen  Theiles  die  Erdmasse  an  der 
Grenze  der  Stabilität  sich  befindet. 

Wenn  man  die  obige  Gleichung  integrirt*)  —  auf  der  einen 
Seite  zwischen  den  Grenzen  Null  und  a?,  auf  der  anderen  zwischen 
den  Grenzen  h()  und  y  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 

8)    x  =  U  +  VC)  lg(  *)  +2B(y-  h0)  +  3Q/C  +  Dh0  -  Vc  +  DÜ) 

ol/TT,    fVc+Dy   -VC\ 

welcher  man  nach  Wiedereinsetzung  der  numerischen  Werthe  für 
die  Coefficienten  A,  B,  (?,  D  auch  die  folgende  Form  geben  kann : 

9)    x  =  1,591  .  lg  y  +  1,5  .  y  +  2,77745  -  1/6/7866  +  14,0880  .  y 
— 1,7367  .  lg  (]/T,326  +^752577-  1,1515}  . 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B.  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

y  =  1,2  6  12  18  24 

x  =  0  3,1212       8,778        15,132        21,8678. 

Bei  dem  nach  obiger  Gleichung  construirten  Böschjingsprofile 
würde  man  den  oberhalb  einer  beliebig  gewählten  Stelle  M  be- 
findlichen Theil  desselben  auch  durch  eine  gerade  Linie  ersetzen 
können,  wenn  nur  diese  gerade  Linie  so  gelegt  wird,  dass  die 
Grösse  der  in  Fig.  381  mit  F  bezeichneten  Fläche  dabei  keine 
Aenderung  erleidet.  Den  Neigungswinkel,  welchen  diese  gerade 
Linie  mit  der  Horizontalen  bilden  müsste,  kann  man  nach  der 


*)  Das  von  dem  letzten  Gliede  der  Gleichung  7)  herrührende  Integral  kann  man 

nach  Substitution  der  Werthe :  VC+  Dy  =  u ,     y  =  — ^ — ,       dy  =  — y= — 
in  folgender  Weise  umformen: 

r(2C+3Dy)dy  an  f     du  Q   f . 

=  VC{  f-±=  -  [-*=■)  ~  8  fäu 

■    \J  u+Vc     J  u-Vc  f       J 

=  VC  1g(~3^)  -  3«  +  Const 
=  2 l/Ö  lg(|^ _y£)  -  3«  +  Const 


20' 
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Gleichung  2)    des   vorigen   Paragraphen    berechnen,    indem    man 

darin  für  h  den  Abstand  des  gewählten  Punktes  von  der  horizon- 

_.    QQO  talen  Oberfläche,  und  für  Fden 

aus  der  Gleichung  9)  des  §  107 

zu  entnehmenden  Werth   sub- 

stituirt. 

Wenn  man  z.  B.  h  =  12 m  an- 
nimmt, so  ist  F=  63,6266  zu  setzen, 
und  es  wird: 

tgot  =  1,1316    oder    ex  =  48° 32'. 

Für  diesen  Fall  würde  man  das 
in  Fig.  382  dargestellte  Böschungs- 
profil erhalten,  bei  welchem  eben- 
falls in  dem  oberen  geradlinigen 
Theile  ein  Ueberschuss  von  Stabilität 
vorhanden    ist,    während    in    allen 

Punkten  des  unteren  krummlinigen  Theiles  die  Erdmasse  an  der  Grenze  der 

Stabilität  sich  befindet. 


i^Ä^S^^ 


§  HO. 
Oleichgewicht  einer  nicht  homogenen  Erdmasse. 

Um  die  Gleichung  6)  des  §  107  auf  eine  Erdmasse  anzu- 
wenden, bei  welcher  der  Cohäsionscoefficient  und  das  Gewicht 
pro  Cubikeinheit  mit  zunehmendem  Abstände  von  der  horizontalen 
Oberfläche  nach  irgend  einem  gegebenen  Gesetze  sich  ändern, 
würde  man  für  die  Grössen  c  und  y  in  jener  Gleichung  ihre  mitt- 
leren Werthe  einzusetzen  haben  —  diejenigen  Werthe  nämlich, 
welche  man  bei  einer  homogenen  Erdmasse  annehmen  müsste,  um 
resp.  für  den  Cohäsionswiderstand  und  das  Gewicht  des  Erdprisma 
Werthe  zu  erhalten,  welche  den  wirklichen  Grössen  dieser  beiden 
Kräfte  gleich  sind. 

So  z.  B.  würde  man  für  eine  Erdmasse,  bei  welcher  jene 
beiden  Coefficienten  mit  wachsender  Tiefe  gleichförmig  zunehmen, 
für  den  Cohäsionscoefficienten  den  Werth: 


—  f<L+CJL 

2 


1)     c^^J-^ 


zu  substituiren  haben,  wenn  mit  c0  und  ct  die  Werthe  desselben 
bezeichnet  werden,  welche  resp.  den  Werthen  y  — 0  und  y  =  h 
entsprechen. 
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Um  den  mittleren  Werth  des  Gewichtes  pro  Cubikeinheit  für 
das  Erdprisma  ABC  zu  berechnen,  hat  man  die  Grösse : 

welche  bei  homogener  Erdmasse  das  Gewicht  desselben  darstellen 
würde,  dem  wirklichen  Gewichte  dieses  Prisma  gleichzusetzen. 
Wenn  mit  q  das  Gewicht  pro  Cubikeinheit  im  Abstände  z  von 

der  horizontalen  Oberfläche  bezeich- 
net wird,  so  hat  das  wirkliche  Ge- 
~c«>%   wicht  nach  Fig.  383  die  Grösse: 

h 

3)    Q-fjfey)*. 


Fig.  383. 


=/,(' 


tgö 


<Vfc 


und  man  erhält  durch  Gleich- 
setzung dieser  beiden  Ausdrücke 
die  Gleichung: 

h 

2 


4) 


h 

'r-J. 


q(h  —  z)  dz. 


Wenn  mit  q0  und  ql  resp.  die  Werthe  von  q  bezeichnet  wer- 
den, welche  den  Werthen  z  =  0  und  z  =  h  entsprechen,  so  ist 
nach  dem  oben  angenommenen  Gesetze: 

5)  ?  =  9o  +  y  (?i  —  ?o) 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 

h 

6)  -^  =  J"{?o+y(?L-2o)}(A-*)<fe. 

Nach  Ausführung  der  Integration  erhält  man  aus  dieser  Gleichung 
für  y  den  Werth: 

7)  T  =  ^±ii. 

Wenn  statt  der  Dreieckfläche  A  BC  die  Rechteckfläche  AB  CD 
als  Querschnitt  des  Prisma  gelten  sollte,  so  würde  der  mittlere 
Werth  des  Gewichtes  pro  Cubikeinheit  zu  berechnen  sein  aus  der 
Gleichung : 

8)  T=*4^. 
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Nach  der  in  Fig.  384  gewählten  Bezeichnungsweise  würde 
man  hiernach  für  die  drei  Mittel werthe  Yt,  Y2>  7.3  die  folgenden 
Ausdrücke  erhalten: 


9)    T, 

10)  Tj  =  -^+?- 

11)  T,= 


2 
2g' +  g, 


und  mit  Benutzung  derselben  die  Berechnung  des  in  dieser  Figur 
dargestellten  Böschungsprofiles  nunmehr  auf  folgende  Weise  aus- 
führen können. 

Man   berechnet  zunächst  nach  der  Gleichuag  8)  des  §  107, 
indem  man  darin  für  die  Coefficienten  c  und  f  resp.  die  aus  den 

Gleichungen  1)  und  7)  zu  ent- 

Pig.  384.  nehmenden  Mittelwerthe  ein- 

V»  l?  setzt,  das  erforderliche  Ent- 

L c.Tg.-¥    lastungsgewicht  ^F  für  den 

Fusspunkt  A  des  ganzen  Bö- 
schungsprofiles A  ML.  Indem 
man  diesen  Werth  gleich  der 
Summe  der  drei  in  Fig.  384 
angegebenen  Entlastungsge- 
h  wichte  setzt,  erhält  man  als- 
dann die  Gleichung: 

12)  iF^Ft  +  ^Ft+^F,. 

In  dieser  Gleichung  stellt  das 
Glied  fj-F,  das  für  den  Fuss- 
punkt  M  der  oberen  Terrasse 
erforderliche  Entlastungsge- 
wicht dar,  welches  man  ebenfalls  nach  der  Gleichung  8)  des  §  107 
berechnen  kann,  indem  man  darin  ht  statt  A  und  yt  statt  f,  ferner 

c       I     (* 

— ~ —  statt  c  setzt.    Wenn  man  nunmehr  für  die  Flächen  i\  und 

-F3  die  aus  Fig.  384  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt,  so  nimmt 
die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

13)    7F=T^I  +  iri(6+   *.-)*,  +  J.*L, 


Ca' 


-q-.*fi 
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und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  die  Grösse  tg  oj 
den  Werth: 

Indem  man  endlich  die  Grösse  Ft  dem  aus  Fig.  384  für  diese 
Fläche  zu  entnehmenden  Werthe  gleichsetzt,  erhält  man  zur  Be- 
stimmung des  Winkels  e  die  Gleichung: 

15>     ^  =  2*1    0d6r     tge  =  Ä- 


Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  in  §  107  angenommenen  Werthe  /=  — 

o 

und  ä  =  24  m  für  die  beiden  Terrassen  gleiche  Höhen  annimmt,  also  h2  =  hl 
=  12 m  setzt,  und  ausserdem  für  die  in  Fig.  384  eingeschriebeneu  Coefficienten 
die  folgenden  Werthe  annimmt: 

cQ  =  24öKH-,84,  q0  =  1500  Kil., 

c  =  272KÜ-,952,  2'  =  1800    „ 

Cl  =  305™  ,064,  q{  =  2100    „ 

so  erhält  man  für  die  bei  der  obigen  Berechnung  zu  benutzenden  mittleren 
Coefficienten  die  Zahlenwerthe : 


-^t^-  =  256,896, 


Cq+Ci    _ 


=  272,952, 


7  =  1700,        Yi  =  1600,        T2  =  1650,        Ta  =  1900, 
und' für  die  beiden  nach  der  Gleichung  8)  des  §  107  zu  berechnenden  Ent- 
lastungsgewichte die  Werthe: 

tF=  511  301,52, 

txFx  =101802,56. 

Mit  Benutzung  derselben  findet  man 

alsdann   nach  den  Gleichungen  14) 

und  15),  indem  man  b  =  O^ö  setzt, 

die  Werthe: 

tg  o)  =  0,937     oder     o>  =  43  °  8' , 
tg  e  =  1,1316    oder      e  =  48°  32'. 

Auf  ähnliche  Weise  würde 
man  das  Böschungsprofil  auch 
für  den  in  Fig.  385  dargestell- 
ten Fall  berechnen  können,  bei 
welchem  die  ganze  Erdmasse 
aus  zwei  verschiedenen  über 
einander  liegenden  horizontalen 
Schichten  besteht,  deren  jede 
Für  diesen  Fall  würde 
zu  setzen  sein,  und  für  die  bei  der 


\$  ^ 


für  sich   eine   homogene   Masse   bildet. 
Ti  =  Ti  =  ?i  und  T3  =  4 
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Berechnung  des  ganzen  Entlastungsgewichtes  zu  benutzenden  Mittel- 
werthe  würde  man  bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Verfahrens 
die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 

T*2    =  giA2     i    (g»^gt)A2 
2  tg  0       2  tg  h  "*"       2  tg  0 

16)    T  =  «i  +  jJ(?i  —  ?i)> 


oder: 


sin  Ö         sin  Ö 


sin  0 


oder: 


17)    c  =  Cl. 


Wenn  man  z.  B.  ct  =256,8%,  c,  =  289,008,  g,  =1600,  g2  =  2000  und 
Ä2=Ä,=12m  setzt,  so  wird  c  =  272,952,  7  =  1700;  und  wenn  man  mit 
Benutzung  dieser  Mittelwerthe  die  Berechnung  des  vorigen  Zahlenbeispiels 
wiederholt,  so  erhält  man  die  Werthe: 

tg  u>  =  0,9362        oder       10  =  43  °  V , 

tg  e  =  1,1316        oder        e  =  48°  32'. 

§  Hl. 

Erdmasse  mit  gleichförmig  über  die  Oberfläche  vertheilter 

Belastung« 

Die  Belastungsschicht  kann  man  sich  immer  —  wie  in  §  i03 
mit  Bezug  auf  Fig.  370  erklärt  wurde  —  aus  einem  Materiale  be- 


Fig.  386. 


stehend  denken,  welches  dasselbe 
specifische  Gewicht  hat  wie  die  da- 
runter befindliche  Erdmasse  selbst. 
Der  Belastungstheil ,  welchen  das 
Erdprisma  ABC  zu  tragen  hat, 
ist  alsdann  nach  Fig.  386  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

1)    P  =  y  •  *i  •  x  cos  e» 
und    wenn    man    hierin    für    die 
Grösse  x  den  aus  der  Gleichung: 

sin  (ot  —  6) 
T 


2)     "  - 


sin  (a  —  e) 
(  _  ^Äv^^^^^lHK^    zu  entnehmenden  Werth  einsetzt, 
so  erhält  man  für  diese  Belastung  den  Ausdruck: 
ov     p  ,    T  *i  ^  cos  e  s*n  (a  —  &) 

O)         IT ; / r • 

'  sin  (a  —  e) 
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Das  eigene  Gewicht  des  Erdprisma  ABC  bat  nach  §  106  (Glei- 
chung 3)  die  Grösse: 

4)  Q==    T^sin(a-e) 

2  sin  a 
und  für  das  Totalgewicht  des  belasteten  Erdprisnia  erhält  man 
durch  Addition  der  letzteren  beiden  Gleichungen  den  Werth: 

5)  Q  +  P=Tisin(«-6)U-+  .V°Se  ,1 

J  !  '  v  J  \2  sin  a    '    sin  (a  —  e)j 

Diesen  Ausdruck  hat  man  in  der  Gleichung  2)  des  §  106  an  die 
Stelle  von  Q  zu  setzen.  Jene  Gleichung  nimmt  alsdann  für  c  auf- 
gelöst die  folgende  Form  an: 

6)  c=— *—  Js-; — ^ rjsmfa— 6)sm(Ö  —  <p). 

7  coscp|2sina  '   sin(a — e)J       v  T 

In  dieser  Gleichung  ist  für  den  Winkel  0  derjenige  Werth  ein- 
zusetzen, für  welchen  c  ein  Maximum  wird.  Bei  Vergleichung 
derselben  mit  der  Gleichung  4)  des  §  106  erkennt  man,  dass  die 
Function  des  Winkels  b  in  beiden  Gleichungen  dieselbe  Form  hat. 

Es  ist  daher  auch  hier  wieder  H  =  ^  '  zu  setzen,  und  nach  Sub- 
stitution dieses  Werthes  nimmt  die  obige  Gleichung  für  h  auf- 
gelöst die  folgende  Form  an: 

_x     ,         2 c  sin  a  cos©       2h.  sin a  cose 

7  .    /a—  yy  sm  (a  —  e) 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem   in 
§  106  (Gleichung  10)  für  h  gefundenen  Werthe  überein,  und  stellt 

diejenige  Höhe  dar,  bei  welcher  die 
unbelastete  Erdmasse  gerade  noch 
im  Gleichgewichte  sich  würde  halten 
können.  Man  kann  daher,  indem 
man  diese  nach  §  106  zu  berech- 
nende Grenzhöhe  mit  H0  bezeichnet, 
der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

o\     r  TT        2Ät  sin  a  cose 

7  °  sin  (a  —  z) 

Wenn  die  Oberfläche  der  Erd- 
masse eine  horizontale  Ebene  bildet , 
0  zu  setzen.    Für  den  in  Fig.  387  dargestellten 


Fig.  387. 


luv 
so  ist  hierin  e  = 
Fall  wird  also: 
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9)    h  =  H,—  2\     oder    A,  =  Ä__jL 

Für  <p  =  30°  und  a  =  45°  wurde  in  der  am  Schlüsse  des  §  106  berech- 
neten Tabelle  der  Werth:  H0  =  13,76  .hQ  gefunden.  Wenn  also  z.  B.  Ä0  =  2m 
ist,  so  wird  für  diesen  Fall  H0  =  27"\52.  Bei  dieser  Höhe  würde  die  unbelastete 
Erdmasse  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtes  sich  befinden.  Wenn  die  wirk- 
liche Höhe  h  kleiner  ist  als  27m,52,  so  wird  die  Erdmasse  auf  ihrer  horizon- 
talen Oberfläche  noch  eine  Belastungsschicht  tragen  können  von  der  Höhe: 

27,52  —  h 

Ä|  = 2 

So  z.  B.  erhält  man  für  h  =  17m,52  den  Werth  ä,  =  5m ;  d.  h.  wenn  die  Be- 
lastungsschicht  dasselbe  specifische  Gewicht  hat  wie  die  Erdmasse  selbst,  so 
dürfte  die  Höhe  der  ersteren  höchstens  5m  betragen.  Wenn  dagegen  das  spe- 
cifische Gewicht  der  Belastungsschicht  z.  B.  doppelt  so  gross  wäre  als  das  der 
Erdmasse,  so  dürfte  die  Höhe  der  Belastungsschicht  nicht  mehr  als  2m,5  betragen. 


Fig.  388. 


§  112. 
Erddruck  gegen  Futtermauern. 

Wenn  bei  dem  Hinabgleiten  des  Erdprisma  A  B  C  die  Mauer 
entweder  fortgeschoben  oder  umgekippt  wird,  so  setzt  sich  der 
von  letzterer  auf  das  Erdprisma  übertragene  Gegendruck  zu- 
sammen aus  dem  horizontal 
gerichteten  Normaldrucke  und 
dem  vertical  aufwärts  gerich- 
teten Reibungswiderstande 
(Fig.  388).  Der  Winkel,  wel- 
chen die  Mittelkraft  dieser 
beiden  Kräfte  mit  der  Hori- 
zontalen bildet,  ist  gleich  dem 
natürlichen  Böschungswinkel  <p 
zu  setzen,  da  man  annehmen 
darf,  dass  der  Reibungscoeffi- 
cient  für  das  Gleiten  der  Mauer 
längs  der  Erdmasse  dieselbe 
Grösse  hat  wie  der  Reibungscoefficient  im  Innern  der  Erdmasse. 
Wenn  man  von  den  auf  das  Erdprisma  ABC  wirkenden  Kräften 
eine  jede  in  zwei  Seitenkräfte  zerlegt,  von  denen  die  eine  parallel, 
die  andere  rechtwinklig  zu  der  Gleitfläche  AC  gerichtet  ist,  und 
alsdann  für  jede  von  diesen  beiden  Richtungen  die  algebraische 
Summe  der  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  so  gelangt  man  nach 
Fig.  388  zu  den  beiden  Gleichungen : 
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1)  0  =  Z>cos(ö  — ?)+/2V— Qsinö, 

2)  0  =  ^—0  0080  —  0  8111(6  —  9). 

Nach  Substitution  des  aus  letzterer  für  N  zu  entnehmenden  Aus- 
druckes erhält  man  aus  der  ersteren  für  D  den  Werth: 

3^    D  -  Q(8in6— /cosfl)  , 

ö)    D  ~   cos(0-?)+/sin(0-cp)     °der' 

4)    D  =    Qrin(ft  — ?) 

;  cos(Ö  — 2<p)  ' 

Für  den  in  Fig.  388   dargestellten  Fall  ist  Q  =  -1  —  zu  setzen, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  obigen  Glei- 
chung auch  die  folgenden  Formen  geben: 

K\    D  —       7&2sin(e  —  <p) 
;  2tgücos(6  — 2<p)' 


6)    D  = 


7)    D  = 


7  A2  cos  cp  (tg  0  —  tg  9) 


2  cos2<p  tgO  (1  +  tgö  tg2cp)  ' 


7  A2coscp 
2  cos  2  9 


1  _  *8JP_ 

tgö 


l+tgOtg2<p 


Hierin  ist  für  die  Grösse  tg  0  =  x  derjenige  Werth  einzusetzen, 
für  welchen  D  ein  Maximum  wird.  Um  diesen  Werth  zu  finden, 
hat  man  den  Differenzialquotienten  des  eingeklammerten  Aus- 
druckes, nach  x  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält  dann 
eine  Gleichung,   welcher  man  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

8)  l  +  a>tg2<p  =  a;Jtg2<p     °der: 

9)  ^-2,tgT=-^ 

und  findet  durch  Auflösung  derselben  für  die  Grösse  x  =  tg  0 
den  Werth: 

10)  x  =  tgcp  +  j/i^L  +  tg?'     oder: 

11)  x=f+)/l±£-  =  tg<i. 

Wenn  man  nunmehr  für  den  eingeklammerten  Ausdruck  in  Glei- 
chung 7)  den  aus  Gleichung  8)  zu  entnehmenden  Ausdruck  einsetzt, 
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und  nachher  für  x  den  gefundenen  Werth  darin  substituirt,   so 
gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

TA2 


12)     D  = 
13) 


oder: 


4  cos  cp  .  x 


(/+|/i±/*.)' 


Wenn  hierin  z.  B.  y  =  30°  gesetzt  wird,  oder/— 


VT 


=  0,57735,80  wird: 


14)  D  =  0,14861.  yä2. 
Fttr  die  horizontale  und  die  verticale  Seitenkraft  des  Erddruckes  ergeben  sich 
hiernach  resp.  die  Werthe; 

15)  H=  D  cos  <p  =  0,1287 .  T  h\ 

16)  V  =  D  sin  <p  =  0,0743  .  y  ä2. 

Um  die  Gleichung  4)  auf  den  in  Fig.  389  dargestellten  Fall 
anzuwenden,  hat  man  darin  für  Q  den  in  §  100  (Gleichung  3) 

gefundenen  Werth  einzusetzen ; 


Fig.  389. 


man  erhält  dann  die  Gleichung : 
17) 


Y  A2  cos  <p  cos  H 

~  2cö^  — 2^)' 
und  überzeugt  sich  auf  die- 
selbe Weise  wie  in  §  100,  dass 
die  Grösse  D  ein  Maximum  wird 
für  0  =  cp.  Für  diesen  Fall 
ist  also: 

vi2 

18)     D  =  -y-  •  c°s  ¥• 

Wenn  man  hierin  wie  oben 
<p  =  30  °  setzt ,  so  erhält  man  die 
folgenden  Werthe: 

19)     D  =  0,433.  yä2, 

20)  H  =  D  coscp  =  0,375.  yä2, 

21)  V  =  D  sin  <p  =  0,2165  .  y  ä2. 

§  113. 
Gleichgewicht  der  Mauer  in  Bezug  auf  Gleiten. 

Die  Stärke  der  Mauer  muss  so  gewählt  werden,  dass  dieselbe 
durch  den  Erddruck  weder  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben 
noch  umgekippt  werden  kann.     Man  hat  daher  die  Berechnung 
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der  erforderlichen  Mauerstärke  in  der  Weise  auszuführen,  dass 
man  für  jeden  dieser  beiden  Fälle  einzeln  genommen  die  der 
Bedingung  des  Gleichgewichtes  entsprechende  Dicke  der  Mauer 
berechnet,  und  nachher  von  den  beiden  gefundenen  Werthen  den 
grosseren  auswählt. 

Diejenige  Stärke,  welche  die  Mauer  mindestens  haben  müsste, 
um  nicht  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben  zu  werden,  findet 
man  nach  Fig.  390,  indem  man  die  horizontale  Seitenkraft  des  Erd- 
druckes gleich  dem  Reibungswider- 
stande setzt,  aus  der  Gleichung: 

1)  /,(G  +  7)  =  Ä 
Wenn  mit  y,  das  Gewicht  des 

Mauerwerkes  pro  Cubikeinheit  be- 
zeichnet wird,  so  ist  hierin: 

2)  G  =  ixbh 
zu  setzen,   und  nach  Substitution 
dieses  Ausdruckes  erhält  man  für 
das  Verhältniss  der  Mauerdicke  zur 
Mauerhöhe  den  Werth: 


Fig.  390. 


•f(P+n 


«9  4 


H 


7,T.A'         Y.ä2 


Um  hiernach  für  den  in  Fig.  388  dargestellten  Fall  die  er- 
forderliche Mauerstärke  zu  berechnen,  hat  man  für  H  und  V  resp. 
die  in  den  Gleichungen  15)  und  16)  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Werthe  zu  substituiren ;  die  obige  Gleichung  nimmt 
dann  die  folgende  Form  an: 


6/0,1287  _  x  X. 

h        v    /,  ;Yi 

Wenn  man  hierin  -2-  =  0,8    und  fx  =  tg  30° 
Ti 
so  erhält  man  den  Werth: 


v"t 


setzt, 


5)    y=  0,1189. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  den  in  Fig.  389  darge- 
stellten Fall,  indem  man  für  die  Grössen  H  und  V  die  in  den 
Gleichungen  20)  und  21)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Ausdrücke  einsetzt,  den  Werth: 
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b         /0,375 


6>   T  =  ( 


/. 


0,21Gö)  T- 


oder  : 


7)    y=  0,3464. 


Die  wirkliche  Stärke  der  Mauer  muss  demnach  im  ersteren  Falle 
grösser  als  0,1189.A,  im  letzteren  Falle  grösser  als  0,3404 .  h 
gewählt  werden. 

§  114. 
Gleichgewicht  der  Mauer  in  Bezug  auf  Drehung. 

Um  diejenige  Starke  zu  finden,  welche  die  Mauer  mindestens 
haben  muss,  wenn  dieselbe  durch  den  Erddruck  nicht  umgekippt 
werden  soll,  würde  man  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  der  drei  Kräfte  //,  F,  G  in  Bezug  auf  die  Aussenkante 
gleich  Null  zu  setzen  haben  —  entsprechend  dem  Grenzfallc,  in 
welchem  die  Mittelkraft  jener  drei  Kräfte  durch  die  Drehkante 
selbst  hindurchgeht.  Die  auf  solche  Weise  berechnete  Mauerstärke 
würde  jedoch  nur  dann  als  wirklich  genügend  zu  betrachten  sein, 
wenn  die  Mauer  aus  absolut  festem  Materiale  bestände,  da  der 
Druck  pro  Flächeneinheit  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt, 
sobald  der  Druck  auf  eine  Linie  sich  con- 
centrirt,  anstatt  auf  eine  Fläche  sich  zu 
vertheilen. 

Um  eine  wirklich  genügende  Mauerstärke 
zu  erhalten,  hat  man  die  bei  obiger  Berech- 
nung anzunehmende  Drehachse  weiter  nach 
innen  zu  verlegen.  Da  die  Mauer  als  ein 
elastischer  Balken  betrachtet  werden  kann, 
welcher  durch  jene  drei  Kräfte  sowohl  ge- 
bogen als  auch  in  seiner  (verticalen)  Längen- 
richtung zusammengedrückt  wird,  und  wel- 
cher zugleich  (wegen  der  horizontalen  Fugen- 
schnitte) unfähig  ist,  Zugspannungen  anzu- 
nehmen, so  empfiehlt  es  sich,  der  obigen 
Berechnungsweise  eine  solche  Lage  der  Dreh- 
achse zum  Grunde  zu  legen,  bei  welcher  für 
die  grösste  in  diesem  Balken  hervorgebrachte 
Zugspannung  der  Werth  Null  sich  ergiebt. 
Da  der  horizontale  Querschnitt  der  Mauer  die  Form  eines  Rechtecks 
hat,  so  wird  diese  Bedingung  erfüllt  werden,  wenn  die  Drehachse 


r 


H 


I 

i 


J 
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im  Abstände  -«-  von  der  Aussenkante   (oder  im  Abstände  ->.-  von 

der  Mitte  angenommen  wird.*)  Indem  man  demgemäss  die  alge- 
braische Summe  der  statischen  Momente  der  drei  Kräfte  /7,  F,  G 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  J  gleich  Null  setzt,  erhält  man  nach 
Fig.  391  die  Gleichung: 

1)    0=G.±-  +  V.~b-H.a, 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  G  =  ^tbh  auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 


*>  (i)+«(i)-TH- 


Durch  Auflösung   derselben   erhält  man   für   das  Verhältniss   der 
Mauerstärke  zur  Mauerhöhe  den  Werth: 

6)    h  ~       TlA2  +  '  VTlAV+TlA2    h 


*)  Eine  im  Abstände  e  von  der  Achsenrichtung  des  Balkens  parallel  zu 
derselben  wirkende  Druckkraft  K  kann  ersetzt  werden  durch  ein  Kräftepaar 
vom  Momente  K .  s  und  eine  in  die  Achsenrichtung  selbst  fallende  Einzel- 
kraft K.  Letztere  bringt  eine  gleichförmig  über  die  Querschnittsfliiche  F 
vertheilte  Druckspannung  von  der  Grösse: 

<7   -  K 
öi  —  ~p 

pro  Flächeneinheit  hervor.    Indem  man  diese  Spannung  der  von  dem  Biegungs- 
momente K .  e  herrührenden  grössten  Zugspannung: 

gleichsetzt,  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse  e  die  folgende  Gleichung: 
g-Kt  =  -=■      oder      e  == 


%  "6~  F  *~T  wF 

Wenn   der   Querschnitt    ein   Rechteck  ist   von.  der  Höhe   &  =  2«>,    so    ist 

Fb2 
%  =  —r^r-  zu  setzen,  und  es  wird : 

U    .  b 

Bei  dieser  Grösse  des  Hebelarmes  e  findet  in  der  Querschnittsfläche  überall 
nur  Druckspannung  statt,  welche  an  dem   einen  Ende  des  Querschnitts  den 

Werth  Null,  am  anderen  Ende  den  Werth  S=2  ^  pro  Flächeneinheit  annimmt. 

Das  obige  Resultat  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Kraft  K  die 
der  Ach8enrichtung  parallele  Seitenkraft  einer  unter  beliebigem  Neigungs- 
winkel gegen  die  Querschnittsfläche  wirkenden  Druckkraft  R  bildet,  da  die 
andere  —  der  Querschnittsfläche  parallel  wirkende  —  Seitenkraft  von  R,  als 
Abscheerungskraft  wirkend,  bei  obiger  Berechnung  der  Zug-  und  Druck- 
spannungen unberücksichtigt  gelassen  werden  darf. 
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Für  den  in  Fig.  388   dargestellten  Fall  hat  man  hierin  (nach 

§  112)  die  Werthe:  H=  0,1287  .  TÄ2,    V=  0,0743  .  TA2,    -£■  =  y 

zu  substituiren,  und  wenn  man  zugleich  —  wie  im  vorigen  Para- 

5 
graphen  geschehen  —  ^t  =  -j-'T  se*z*'  S(>  er^ält  man  den  Werth: 

4)  y=0,35. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  den  in  Fig.  389  darge- 
stellten  Fall,   indem   man:    H  =  0,375  .  TA2,    V  =  0,2165  .  T A2, 

-r  =  -5-,    Yt  =  -T- T  8e^  den  Werth. 
ho  4 

5)  ^-0,5. 

Bei  der  auf  solche  Weise  berechneten  Futtermauer  würde  die  grftsste 
in  derselben  hervorgebrachte  Druckspannung  pro  Flächeneinheit  zu  berechnen 
sein  aus  der  Gleichung: 

6)  8-*&±d.. 

Bei  sehr  grosser  Höhe  der  Mauer  würde  man  den  obigen  Werth  mit  der 
practisch  zulässigen  Druckspannung  des  Materials  zu  vergleichen  haben,  und 
falls,  eine  Ueberschreitung  dieser  Grenze  sich  herausstellen  sollte,  die  Mauer- 
stärke entsprechend  zu  vergrössern  haben. 

§  115. 
Erddruck  gegen  geneigte  Mauerflächen. 

Bei  dem  in  Fig.  392  dargestellten  Falle  weicht  die  Richtungs- 
linie des  activen  Erddruckes  um  den  Winkel  e  -f~  ?  von  ^er  Hori- 
zontalen ab,  und  schliesst  demnach  mit  der  Gleitfläche  A  C  den 
Winkel  0  —  (s  -f-  cp)  ein.  Nach  der  Theorie  der  schiefen  Ebene 
nimmt  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  gegen  Hinabgleiten  des 
Erdprisma  ABC  für  diesen  Fall  die  folgende  Form  an : 

l)0=Dcos|Ö-(s  +  cp)l+/jQcosÖ-fD8inpJ— (e  +  ?)]I— QsinO. 
Wenn  man  hierin /= -*-  setzt,  so  erhält  man  durch  Auflösung 

J  C08  <p  '  ö 

dieser  Gleichung  für  D  den  Werth: 

2)     D  =        Qsin(0  — y) 


cos|0  —  (s-f  2<p)i 
Das  Gewicht  des  Erdprisma  ABC  hat    nach    Fig.  392  die 
Grösse : 


3)     Q  = 


2        ^tgü' 
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und  nach  Substitution   dieses  Ausdruckes   kann   man  der  vorher- 
gehenden Gleichung  die  folgende  Form  geben: 


yä2 
4)     D  =  ^- 


cos 


5) 


n  f  A2  cos  <p 

~  2cos(s  +  2?) 


ab.(tt-?)  ,  lv 


(*•  +  «) 


,     tg? 

tgO 

1 

tgO 

■+tg(e  + 

2?) 

Fig.  392 


Hierin   ist  für  die  Grösse   tg  6   derjenige  Werth  einzusetzen,   für 

welchen  D  ein  Maxi- 
mum   wird.       Wenn 

man  — — r  =  x   setzt, 
tg6 

so  kann  das  Product 
der  beiden  eingeklam- 
merten Factoren  als 
Function  von  x  mit 
F{x)  bezeichnet  wer- 
den, und  wenn  man 
zugleich  abkürzungs- 
weise:     tg  cp   =   yl, 

tg  0  +  a  ?)  =  v, 

tg  e  =  C   setzt ,    so 
\  wird: 

6)  F(x)=  c+d-_jcv-^. 

x~\-  B 
Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieser  Function  gleich  Null 
setzt,  erhält  man  eine  Gleichung*),  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kanu:      C+{l_AC)x_Ax*         (i-AC)-2Ax 

7)    —    -^jTB ~  ' 

und  wenn  man  den  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdruck  für 
F(x)  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

•jf  k2  C08  (p 


8)  D  = 

9)  Z>  = 


2cos(e-f2?)(1 
T^sincp      /  1 


2cos(e  +2cp)  Vtgcp 


ilC — 2-4»),     oder: 
2  a;). 


*)  Wenn  -v=  ein  Bruch  ist,  dessen  Zähler  und  Nenner  Functionen  von  a; 
sind,  so  führt  das  Null-Setzen  des  Differenzialquotienten  dieses  Bruches  zu 
der  Gleichung :  -^  =  -^=  . 

.      Ritter,  Ingenieur -Mechanik. 


21 
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Die  Grösse  x  ist  nach  Gleichung  7)  zu  berechnen,  welcher 
man  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

10)    x2-\-2Bx  =  ^  —  -^-  BC. 

Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  x  den  Ausdruck: 


ii) 


x 


=  _b+]/b*+*L-^-bc, 


oder: 


12) 


x  =  -tg(e+2cp)  +  |/tg(e  +  2^  +  tg(e+t^)      tge-tg(E  +  2cp)tge. 


Wennz.B.<?  =  30°  unde  =  15°  ist,  so  wird:  «=0,6186  und  D= 0,1 998.  yÄ2. 
Für  die  beiden  Seitenkräfte  des  Erddruckes  ergeben  sich  hiernach  die  Werthe: 


Fig.  393. 


r 


I 


13)  /7=Z>cos(e  +  <p) 
=  D  cos  45°  =0,1413.  ?Ä2, 

14)  F  =  Z>sin(e  +  <p) 
=  Z)sin45°  =  0,1413.  yä2. 

Die  Gleichung  2) 
kann  auch  für  den  in 
Fig.  393  dargestellten 
zur  Berechnung  des 
Erddrückes  benutzt 
werden.  Für  diesen 
Fall  hat  man  nach 
Fig.  393: 

1.ÄB.CE 


15)  Q  = 


.zcos(cp — e) 


16) 
17)    z 


oder: 


2  coss 

zu   setzen  und   die  in 
der  Figur    mit   z  be- 
zeichnete Grösse  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
z     =  8in(90°-f  s—  0) 
JTB  sin  (0  —  cp) 

h  cos  (6  —  s) 
cos  s  sin  (Ö  —  <p)  ' 
Nach  Substitution   des  letzteren  Werthes  erhält  man  für  das  Ge- 
wicht Q  den  Ausdruck: 

icn     n  _    T  A2cos(cp  —  s)  cos  (6  —  s) 
;     ^  ~  2  cos  e*  sin  (Ö  -<p) 

und  mit  Benutzung  desselben  kann  man  der  Gleichung  2)  nunmehr 
die  folgende  Form  geben: 
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iQN      n  _    7ftacos(y  —  s)  cos(Q  -  e) 

iyj     ^-     2cose>cos(0-e-29)    '     °der' 

20)    D  =T^ggl(?-0.  / _J \ 

2coss2  |cos2?-{-tg(ü —  e)sin2<pj 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  letzteren  Ausdruckes,  dass 
(wie  in  §  100)  auch  hier  wieder  0  gleich  ©  zu  setzen  ist,  und 
wenn  man  diese  Substitution  in  Gleichung  19)  ausfuhrt,  so  erhält 
man  für  D  den  Werth: 

D=    T*'c°»(T-«)' 

'  2  coseJcos(<p -|- e) 

Wenn  man  auch  hier  wieder  cp  =  30°  und  e  =  15°  setzt,  so  wird  Z>= -1— —  j 

r    * 

und  es  ergehen  sich  für  die  beiden  Seitenkrafte  des  Erddruckes  die  Werthe: 

22)  H  =  Dcos(<p  +  e)  =  -ß=  =  -^-, 

23)  F  =  />sin(cp  +  e)=^  =  -T|i. 

Für  <p  =  30°  und  e  =  — 15°  erhält  man  auf  gleiche  Weise  die  Werthe: 
D  =  0,278. yä2  und: 

24)  H  =  Z>  cos  (9  -  e)  =  0,26855  .  T  Ä2, 

25)  V  =  D  sin  (<p  —  e)  =  0,07295 .  T  Ä2. 

§  116. 
Berechnung   einer  Futtermauer   von  trapezförmigem  Quer- 
schnitte. 

Das  Gewicht  der  Futtermauer  ist  nach  Fig.  394  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

1)    G  =  Tl6Ä-^ÄAMi_J,--^, 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  der  Gleichung  1)  des  §  1 13  substituirt, 

so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  das  Verhültniss    j- 
den  Werth: 

V\     A__#  V      I    <««  +  «««, 

Wenn  man  hierin  e  =  15°  =e,  und/j  =  tg30"  =  ..  ,t     setzt,  so  erhält 

man  mit  Benutzung  d«r  Gleichungen  22)  und  23)   des  vorigen  Paragraphen, 

5 
indem  man  zugleich  wieder  yj  =  -j-t  setzt,  für  den  in  Fig. 393  dargestellten 

Fall  den  Werth: 


3)      j  =  0,56, 


21* 
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und  wenn  man  ein  anderes  Mal  mit  Beibehaltung  der  übrigen  Zahlenwerthe 
e  =  — 15°  setzt,  so  erhält  man  mit  Benutzung  der  Gleichungen  24)  und  25) 

des  vorigen  Paragraphen  den  Werth: 

Fig.  394.  b 

4)      £  =  0,1277. 

Die  Sicherheit  des  Gleichgewichts 
gegen  Gleiten  erfordert  demnach, 
dass  die  wirkliche  Stärke  der  Mauer 
an  der  Basis  im  ersteren  Falle  grösser 
als  0,56 .  Ä,  im  letzteren  Falle  grösser 
als  0,1277 .  h  gewählt  werde. 

Um  denjenigen  Werth  von  b 
zu  finden,  welcher  der  Bedin- 
gung des  Gleichgewichtes  gegen 
Drehung  entspricht,  hat  man 
wiederum  das  in  §  114  erklärte 
1  T(G+V)*  Verfahren  anzuwenden,  und  er- 
hält  nacK  Fig.  395,  indem  man 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  J  gleich  Null  setzt  die  Gleichung: 


.  / 


«N* 


Fig.  395. 


5)0  =  I^+(F-IÄ)(|6-^) 

I   Tilget/6       fet8£A      TT  - 
"*"       2       V3  3/3* 

Wenn  man  abkürzungsweise  den  Ausdruck 

— p tgs   mit  v  bezeichnet,   so  kann 

man   dieser  Gleichung   auch  die  folgende 
Form  geben: 

*>  (x)+»(i)('+-'V) 

Ti  '* 
und   erhält   durch  Auflösung  dieser  Glei- 
chung für  das  Verhältniss  -=-  den  Werth: 


7)    »  _  _(.+  «p)^(,  +  Jp)V_«  +.*.  +  ,,* 
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Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  erhält  man  aus 
dieser  Gleichung  fttr  e  =  +  15°  den  Werth: 

8)  A  =  0,54, 

und,  wenn  man  ein  anderes  Mal  e  =  — 15°  setzt,  so  erhält  man  den  Werth: 

9)  -|-  =  0,084. 

Bei  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  den  oben  in  Gleichung  3)  und  Gleichung  4) 
gefundenen  Zahlenwerthen  erkennt  man,  dass  in  beiden  Fällen  die  Sicherheit 
des  Gleichgewichtes  gegen  Gleiten  hinsichtlich  der  wirklich  zu  wählenden  Mauer- 
stärke den  Ausschlag  giebt. 

Wenn  -r-  =  tge  +  tge1  wird,  so  geht  der  trapezförmige  Querschnitt  in 

einen  dreieckigen  Querschnitt  über.  Die  Gültigkeit  der  oben  gefundenen  Glei- 
chungen ist  daher  stets  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  der  berechnete  Werth 

des  Verhältnisses  -,    nicht  kleiner  als  tg  e  -f  tg  e  {  ausfällt. 


§  117. 
Einfluss  der  Erschütterungen. 

In  §  97  wurde  bereits  erklärt,  dass  die  Bestimmung  der  wirk- 
liehen Grösse  des  Erddruckes  eine  Aufgabe  ist,   welche  im  Allge- 
Pig<  396.  meinen  der  Rechnung 

* •  *     sich    entzieht;     dass 

vielmehr  immer  nur 
gewisse  Grenzwerthe 
sich  ermitteln  lassen, 
von  welchen  man  be- 
haupten darf,  dass 
die  Grösse  des  wirk- 
lichen Erddruckes  zwischen  denselben  liegen  muss.  Die  Bedeutung 
dieser  beiden  Grenzwerthe  kann  man  sich  mittelst  der  beiden  Figuren 

396  und  397  veran- 

*  '       *  «, __      schaulichen.      Denkt 

man  sich  die  beiden 
parallelepipedischen 
Blöcke,  zwischen  wel- 
chen die  Erdmasse 
sich  befindet,  das  eine 
Mal  in  der  Richtung 
nach  aussen  hin  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  verschoben  und 
dann  festgelegt,  so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  396  dargestellten 
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Falle  des  activen  Erddruckes. 
Gleichung  13)    der    wirkliche 

Gleichung :  

1}     n  iVVl+f 


Für  diesen  Fall  ist  (nach  §  112, 
Erddruck    zu    berechnen    aus    der 


Z>,  = 


(/+V42) 


Wenn  man  sich  ein  anderes  Mal  die  beiden  Blöcke  um  eine 
unendlich  kleine  Strecke  nach  innen  hin  verschoben  und  dann  fest- 
gelegt denkt,  so  erhält  man  den  in  Fig.  397  dargestellten  Fall 
des  passiven  Erddruckes.  Für  diesen  Fall  ist  der  wirkliche  Erd- 
druck zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


2)    Dt  = 


<(-/+W 


Fig.  398. 


D 


D 


welche  man  aus  der  vorhergehenden  ableitet,  indem  man  darin 
die  Grösse  +/  mit  der  Grösse  — /  vertauscht.  Die  Richtungs- 
linie des  Erddruckes 
weicht  in  dem  erste- 
ren  Falle  nach  oben, 
in  dem  letzteren  nach 
unten  hin  um  den 
Reibungswinkel  <p  von 
der  Horizontalen  ab. 

Wenn  man   beispielsweise  /=tg30°  =  — ^r=  setzt,  so  wird 

Dx  =  0,1486  .  TÄ2  und  D2  =  5,048  .  ^h\  Das  Verhältniss  des 
passiven  Erddruckes  zu  dem  activen  hat  demnach  in  diesem  Falle 
die  Grösse: 

3)    -§2  =33,97. 

Bei  dem  Uebergange  aus  dem  activen  Zustande  in  den  passiven 
würde  also  der  Druck  nahezu  auf  das  34-fache  sich  steigern,  und 
zugleich  die  Richtungslinie  desselben  um  einen  Winkel  von  60° 
sich  drehen. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiele,  dass  die  Schätzung  des 
wirklichen  Druckes  in  einem  bestimmten  vorliegenden  Falle  mit 
einem  beträchtlichen  Grade  von  Unsicherheit  behaftet  ist,  so  lange 
nicht  die  Art  und  Weise  genau  bekannt  ist,  auf  welche  die  Erd- 
masse in  den  gegebenen  Zustand  gebracht  wurde.     Die  beiden 
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Figuren  396  und  397  repräsentiren  künstlich  hervorgebrachte  Span- 
nungszustände  der  Erdmasse,  welche  als  Abweichungen  von  einem 
gewissen  mittleren  natürlichen  Zustande  derselben  betrachtet  werden 
können.  Als  solcher  natürlicher  Zustand  wird  derjenige  anzusehen 
sein,  bei  welchem  die  Druckrichtung  weder  nach  oben  noch  nach 
unten  hin  von  der  Horizontalen  abweicht,  oder  derjenige  Zustand, 
welcher  dem  Werthe  <p  =  0  entspricht  (Fig.  398).  In  diesen  aatür- 
lichen  Zustand  wird  die  Erdmasse  übergehen,  sobald  durch  Er- 
schütterungen (z.  B.  durch  Hammerschläge  gegen  die  Platte,  welche 
der  Erdmasse  als  Unterlage  dient)  der  Einfluss  der  Reibung  ganz 
zum  Verschwinden  gebracht,  und  in  Folge  dessen  jener  künstliche 
Spannungszustand  aufgehoben  wird.  In  allen  solchen  Fällen  also, 
wo  die  Erdmasse  starken  Erschütterungen  ausgesetzt  ist,  wird 
man  den  Erddruck  nach  der  für  hydrostatischen  Druck  geltenden 
Gleichung : 

.  4)    D~    2 

zu  berechnen  haben,  in  welche  die  Gleichungen  1)  und  2)  über- 
gehen, sobald  darin  der  Reibungscoefficient  /  gleich  Null  gesetzt 
wird. 

Auf  diesen  Umstand  hat  man  bei  der  Berechnung  der  Futter- 
mauern Rücksicht  zu  nehmen.  Nur  dann,  wenn  im  Innern  der 
Erdmasse  ein  gewisser  Grad  von  Cohäsion  stattfindet,  wird  man 
darauf  rechnen  dürfen,  dass  jener  dem  activen  Drucke  entsprechende 
Spannungszustand  auch  bei  Erschütterungen  noch  fortdauert.  An- 
dernfalls wird  es  erforderlich  sein,  entweder  durch  Wahl  einer 
grösseren  Mauerstärke  oder  durch  künstliche  Hervorbringung  einer 
gewissen  Cohäsion  in  dem  angrenzenden  Theile  der  Erdmasse  die 
gehörige  Sicherheit  der  Stabilität  herzustellen. 


__  7*2 
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Theorie  der  Stfitzlinien  und  Berechnung 
der  Gewölbe. 


Fig.  399. 


§  118. 
Stfitzlinien  und  Belastungslinien.*) 

£>ei  dem  in  Fig.  399  dargestellten,  an  zwei  festen  Punkten 
unterstützten  Körper  ist  die  Bestimmung  der  von  den  beiden  Uuter- 

stützungspunkten  ge- 
leisteten Gegendrücke 
eine  unbestimmte  Auf- 
gabe, insofern  die  Gleich- 
gewichts -  Bedingungen 
nur  erfordern,  dass  die 
Richtungslinien  dieser 
beiden  Kräfte  mit  der 
Richtungslinie  des  Ge- 
wichtes G  in  einem  Punkte 
zusammentreffen.  Dieser 
Bedingung  kann  auf  un- 
endlich viele  verschie- 
dene Arten  Genüge  ge- 
leistet werden,  und  je 
nachdem  für  den  Durchschnittspunkt  jener  drei  Kräfte  eine  höhere 
oder  tiefere  Lage  angenommen  wird,  ergeben  sich  für  die  beiden 
Gegendrücke  andere  Grössen  und  Richtungen. 

Jene  Aufgabe  hört  jedoch  auf,  eine  unbestimmte  zu  sein, 
sobald  auf  die  in  Fig.  400  angedeutete  Weise  der  Körper  durch 
einen  Yerticalschnitt  in  zwei  getrennte  Hälften  zerlegt  ist,  welche 

*)  Vergl.  Schwedler's  „Theorie  der  Stützlinie*4  (Berliner  Zeitschrift 
für  Bauwesen,  Jahrgang  1859). 
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Fig.  400. 
W  W 


m 


in  einem  bestimmten  gegebenen  Punkte  C  der  Schnittfuge  einander 
gegenseitig  berühren  und  unterstützen.  Für  den  Druck,  welchen 
'  die  beiden   Hälften   an^ 

dieser  Stelle  auf  ein- 
ander gegenseitig  über- 
tragen, ergiebt  sich  bei 
der  hier  vorausgesetzten 
Symmetrie  eine  horizon- 
tale Richtungslinie,  und 
die  Grösse  dieses  Hori- 
zontaldruckes H  würde 
man  berechnen  können, 
ilü  indem  man  bei  einer 
von  den  beiden  Hälften 

die  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte  H  und  -~-   in   Bezug 

auf  den  betreifenden  festen  Unterstützungspunkt  einander  gleich 

setzt  (oder  auch,  indem  man  die  Kraft  H  so  wählt,  dass  die  Mittel- 

C 
kraft  von  den  beiden  Kräften  H  und  -~-  durch  den  betreffenden 

festen  Unterstützungspunkt  hindurchgeht). 

Mit  der  Lage  der  drei  Punkte  -4,  .B,  C  ist  zugleich  auch  die 
Lage  der  Stelle  M  festgelegt,  an  welcher  in  irgend  einer  beliebigen 
anderen  hindurchgelegten  verticalen  Schnittfuge  die  beiden  angren- 
zenden Theile  des  Körpers  einander  gegenseitig  würden  unterstützen 
müssen  (Fig.  401).  Man  findet  diese  Stelle  J/,  indem  man  den  Durch- 
schnittspunkt con- 
struirt,  in  welchem 
jene  Fuge  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  H  und  Q 
(oder  auch  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  W  und 
P)  geschnitten  wird. 

Denkt  man  sich 
ausser  jenen  zwei 
(in  Fig.  401  ange- 
gebenen) Schnittfugen  auch  an  allen  übrigen  Stellen  verticale 
Schnittfugen  hindurchgelegt,   und   auf  solche  Weise  den  Körper 
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(dessen  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  gerichtete  Dimension  überall 
gleich  gross  vorausgesetzt  wird)  in  ein  System  von  unendlich  dünnen 

Platten  oder  Streifen 

Fig.  402. 


C 


!  I 


"O" 


i 


zerlegt,  so  erkennt 
-f  P  |  '  |  man,  dass  mittelst  des 
oben  erklärten  Ver- 
fahrens für  jede  ein- 
zelne dieser  Schnitt- 
fugen die  Lage  des 
_^jj  i  Stützpunktes     erinit- 

~~"  telt  werden  kann,  und 

dass  der  Inbegriff  aller 
dieser  auf  solche  Weise  ermittelten  Stützpunkte  nunmehr  eine 
stetig  gekrümmte  Linie  A  CB  bilden  wird  (Fig.  402).    Diese  krumme 


Fig.  403. 


M 


Linie  wird  die  StUtz- 
linie  genannt. 

Man  überzeugt  sich 

leicht,  dass  die  Form 

dieser  Stützlinie  keine 

Nl-f:>'  Aenderung     erleiden 

wird,  wenn  an  irgend 
einer  Stelle  der  zwi- 
schen   zwei    benach- 
[j\  '     harten     Schnittfugen 

befindliche  Streifen  vertical  aufwärts  oder  vertical  abwärts  um  eine 
beliebige  Strecke  verschoben  wird  —  vorausgesetzt,  dass  diese  Ver- 
schiebung innerhalb  der 
Fig.  404. 


n 


durch  die  Lage  der  Stütz- 
punkte J/,  N  bedingten 
Grenzen  bleibt(Fig,403). 
Denkt  man  sich  die 
sämmtlichen  Streifen  so 
weit  nach  oben  verscho- 
ben, dass  die  untere  Be- 
grenzungscurve  des  gan- 
zen Systems  durch  die 
Stützlinie  selbst  gebildet 
wird,  so  erhält  man  in 
der  oberen  Begrenzungscurve  eine  Linie,  welche  in  ihrer  Form 
das  Gesetz  erkennen  lässt,  nach  welchem  die  Totalbelastung  über 
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die  Horizontalprojection  vertheilt  ist.  Diese  obere  Begrenzungs- 
curve  DE  wird  die  Belastungslinie  genannt  (Fig.  404).  Man 
erkennt,  dass  die  Form  dieser  Belastungslinie  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  von  der  Form  der  Stützlinie  abhängen  wird,  sowie 
umgekehrt,  dass  die  Form  der  Stützlinie,  welche  einer  gegebenen  Be- 
lastungslinie entspricht,  durch  die  P  orm  dieser  letzteren  bedingt  wird. 
Die  Stützlinie  AB  kann  auch  gedeutet  werden  als  labile  Gleich- 
gewichtsform einer  gewichtlosen  Kette,  deren  Belastung  nach  dem 
durch  die  Belastungscurve  veranschaulichten  Gesetze  über  die  Hori- 
zontalprojection  dersel- 


Pig.  405. 


E 


ben  vertheilt  ist.  Denkt 
man  sich  die  ganze 
Figur  in  der  umgekehr- 
ten Lage,  so  erhält  man 
die  stabile  Gleichge- 
wichtsform derselben 
oder  die  Form,  welche 
die  hängende  Kette  bei 
jenem  Belastungsgesetze 
annehmen  würde  (Fig. 
405).     Es  ist  daher  bei 


dem  Aufsuchen  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den  beiden  Curven 
AB  und  DE  stattfinden,  gleichgültig,  ob  man  dabei  von  der  labilen 
oder  von  der  stabilen  Gleichgewichtslage  ausgeht  —  ob  man  die 
Linie  AB  als  Stützlinie  oder  als  Kettenlinie  behandelt. 


Fig.  406. 


§  119. 
Krümmungshalbmesser  der  Stützlinie. 

Wenn  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  gerichtete  Dimension 
des   Belastungskörpers   als   Längeneinheit,   und   das   Gewicht  pro 

Cubikeinheit  des  Bela- 
stungsmaterials als  Kraft- 
einheit gewählt  wird,  so 
ist  nach  Fig.  406: 

1)  dQ  =  z  .  dx 
zu  setzen,  und  für  die 
Belastung  des  ganzen 
Kettentheiles  MS  er- 
giebt  sich  hiernach  der 
L  ^    Ausdruck : 
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2)    Q 


X 


dx. 


Fig.  407. 


Nach   der  in   Fig.  407   gewählten   Bezeichnungsweise    erhält 
man  nunmehr,   indem  man   sich   den  Gleichgewichtszustand  des 

Kettentheiles  MS  auf  die 
in  Fig.  408  angegebene 
Weise  veranschaulicht,  die 
Gleichungen : 

3)    tga  =  -^  = 


I  z.dx 


nach  x  genommen, 

Fig.  408. 

Trrws 


dy 
H       ~dx~' 
und  für  den  zweiten  Diffe- 
renz ialquotienten   von  y, 
ergiebt  sich   aus   der  letzteren   der  Werth: 


4) 


d2y  _z 


dx'2 


H' 


Nach  Fig.  409  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser für  den  Punkt  M  der 
Stützlinie  zu  berechnen  aus  der  Glei- 
chung: 

5)     p  .  da  =  ds  = 


cos  ot 


da 


Wenn  man  hierin  für  da  den  aus  der  Gleichung:  dtga  = r 

cos  a 

zu  entnehmenden  Werth  einsetzt,  so  erhält 

man    für  den   Krümmungshalbmesser  den 

Ausdruck: 

dx 

'     P  —  cos  a3  d  tg  a  ' 

welchem  man  nach  Substitution  des  in  Glei- 

dxi 
chung  3)  angegebenen  Werthes:  tga  =  -~- 

auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


7)    p 


dx 


1 


cos 


-■"© 


dV\ 


cosa 
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d2y 
Hierin  ist  für  den  Differenzialquotienten  -~2-  der  in  Gleichung  4) 

gefundene  Werth  einzusetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

8)  p=        H    3- 

'     r        z  .  cos  er 

Für  x  =  0  wird  a  =  0  und  z  =  z0.  Wenn  also  mit  R  der 
Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes  bezeichnet  wird,  so  ist: 

9)  R=Z  . 

zu  setzen.    Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  überall  gleich 
grosse  Horizontalspannung  der  Werth: 

10)  H  =  R.z0. 

Die  Horizontalspannung  ist  demnach  gleich  dem  Producte  aus  der 
Belastung  pro  Längeneinheit  am  Scheitelpunkte  in  den  Krümmungshalb- 
messer an  dieser  Stelle.  Wenn  man  den  obigen  Werth  für  H  in 
Gleichung  8)  substituirt,  so  erhält  man  für  den  Krümmungshalb- 
messer die  Gleichung: 

'     r         z  .  cos  er 
welche  man  einerseits,  bei  gegebenem  Gesetze  der  Lastvertheilung, 
zur  Construction   der   StUtzlinie ;    andererseits  —  indem   man   die 
Gleichung  für  z  auflöst  —  bei  gegebener  Stützlinie  auch  zur  Con- 
struction der  zugehörigen  Belastungslinie  benutzen  kann. 

§  120. 
Kreisbogen  als  Sttitzlinie. 

Wenn  als  Stützlinie  ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  R  gegeben 
ist,  so  hat  man  p  gleich  R  zu  setzen  in  der  am  Schlüsse  des  vo- 
pjg  410  rigen  Paragraphen  gefunde- 

nen Gleichung,  welche  als- 
dann für  z  aufgelöst  die 
folgende  Form  annimmt: 

i)  «  = 


cos  er 


Diese  Gleichung  kann  man 
auf  die  in  Fig,  410  ange- 
deutete Weise  zur  Construc- 
tion der  zugehörigen  Be- 
lastungslinie benutzen,  indem 
man   zunächst   die   Strecke 
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MQ  = 


dann  ML  = 


cosor 


und  hierauf  MN  = 


cosa3 


cos  a 
construirt. 

Bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  findet  man,  dass  die  Form 

der  auf  solche  Weise  construirten  Belastungslinie  abhängt  von  der 

Fig  41L  Wahl  **  Grösse  *t, 

\  /  °^er  von  ^er  ^a^ 

A  /  der  Verhältnisszahl: 


2) 


R 


=  4 


A^=l 


welche  letztere  der 
„Modulus"  genannt 
wird.  Wie  die  in 
Fig.  411  beispiels- 
weise für  die  drei 
Fälle:  A  =  10, 
-4  =  3,  A==l  aus- 
geführten Construc- 
tionen  zeigen,  wen- 
det die  Belastungs- 
linie in  der  Gegend 
ihres  Scheitelpunk- 
tes die  convexe  Seite 
nach  oben,  wenn  A 
gross  ist,  die  concave 
Seite  dagegen,  wenn 
A  klein  ist.  Der 
Uebergang  aus  der 
convexen  in  die  con- 
cave Form  ent- 
spricht  dem  Grenzfalle  A  —  3,  für  welchen  der  Krümmungshalb- 
messer der  Belastungslinie  im  Scheitelpunkte  unendlich  gross  wird. 
Mit  Benutzung  der  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Krümmungshalbmesser 
abgeleiteten  Gleichung  und  Anwendung  derselben  auf  die  Belastungslinie  würde 
man  für  den  Krümmungshalbmesser  derselben  im  Scheitelpunkte  den  Werth 
erhalten : 

i*1 


3)      »  = 


3*o  —  R 


R 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  9t  unendlich  grosB  wird,  wenn  —  =  3  ist ,  ferner 

J>  TD 

dass  9t  positiv  wird,  wenn  —  <  3,  und  negativ,  wenn  —  >  3  ist 
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m 


§  121. 
Sttitzlinie  für  gerade  horizontale  Belastungslinie. 

Nach  Fig.  407  ist  für  den  in  Fig.  412  dargestellten  Fall  über- 
all z  —  y  zu  setzen;  die  am  Schlüsse  des  §  119  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser der 
Stützlinie  gefundene  Glei- 
chung nimmt  demnach 
für  diesen  Fall  folgende 
Form  an: 

_    Ry» 


i) 


y  cos  a3 


Um  die  Grösse  y  als 
Function  des  Winkels  a 
darzustellen,  hat  man  die 
Gleichung  4)  des  §  119, 
indem  man  darin  ebenfalls 
z  =  y  setzt,  auf  beiden  Seiten  mit  2dy  zu  multipliciren  und  hier- 
nach die  Integration  derselben  auszuführen.  Man  gelangt  alsdann 
zu  den  nachfolgenden  Gleichungen: 


2) 


dx* 


H 


3>  *&)<£)--%*• 


dy_  — 


Für  x  =  0  ist  y  =  y0  zu   setzen.     Da  ferner  -?-  — -  tg  a  ist, 

und   a  =  0  wird   für  x  =  Q,   so  ist  die  Constante  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

5)    0  =  &  +  Const. 

und  man  erhält,  indem  man  die  letztere  Gleichung  von  der  vorher- 
gehenden subtrahirt,  für  y  die  Gleichung: 


(dy\2_  y2—yl   _ 
\dx)  ~       H        ~ 

7)    y  =  Vyl  +  Htg** 


6)  e),=jL&jrL  =  ^ 


oder: 
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Nach  Gleichung  10)  des  §  119  ist  hierin  H=Rz0  oder  H=  RyQ 
zu  setzen;  man  kann  daher  der  letzteren  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

i/o 

und    wenn    man    wie    im    vorigen    Paragraphen    das   Verhältniss 
/?  72 

—  =  —  wiederum  mit  A  bezeichnet,  so  wird : 

9)  y  =  y«Vl  +  AtS*\ 

Diesen  Werth  hat  man  nunmehr  für  y  in  Gleichung  1)  zu  Sub- 
stituten; man  erhält  dann  für  den  Krümmungshalbmesser  der 
Stützlinie  die  Gleichung: 

10)  p==  * 

Um  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  x  darzustellen, 
bat  man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 

H)  Ax dy 


VE      Vy'-yl 

Wenn  man  y-\-\/y2  —  yl  =  u  setzt,  so  wird  der  auf  der  rechten 

du 
Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck  gleich  — ;  man  erhält 

u 

also  durch  Integration  derselben  die  Gleichung: 

12)  ~^==lg(y+Ky2~=^D  +  Const 

Da  y  =  yo  wird  für  a?  =  0,  so  ist  die  Constante  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

13)  O  =  lgy0+Const., 

und  man  erhält  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vor- 
hergehenden, indem  man  zugleich  statt  der  Differenz  der  Loga- 
rithmen den  Logarithmus  des  Quotienten  setzt,  die  Gleichung: 

14>  fn  "  "{t+^IR  °der: 


y0  \yj 
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Aus  dieser  letzteren  Gleichung  ergibt  sich  für  den  Quotienten  ^— 
der  Werth:  y" 

iß)  f -j-(.*+."^). 

Wenn  man  nunmehr  wiederum  H  =  Eyt)  setzt,  so  kann  man  den 
Gleichungen  14)  und  16)  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

\ 

X  X 

18)    y=  |"-(ey^  +  e~^^). 

Für  R  =  ?/0  oder  A  —  1  ergiebt  sich  aus  Gleichung  9)  der  Werth  y = -^—  , 
und  wenn  man  hierin  cosa=-z-  setzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  für  diesen 
Fall  auch  die  folgende  Form  geben: 

Da  der  Zähler  ydx  die  Belastung  des  Bogen-Elements  ds  bildet,  so  stellt 
der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit des  Bogens  dar,  und  da  auf  der  rechten  Seite  die  Constante  yn  steht, 
so  entspricht  der  Werth  •  A  =  1  oder  22=, yn  dem  Falle  einer  gleichförmig  über 
die  Bogenlänge  vertheilten  Belastung. 

§  122. 
Evolute  der  Stützlinie. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Krümmungshalbmesser 
der  Stützlinie  gefundenen  Gleichung  10)  kann  man  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

1)     p  =  R(l  -f  A  tga2)"*  cos  a"S. 

Indem  man  diese  Gleichung  differenziirt  erhält  man  für  den  Diffe- 
renzialquotienten  von  p  nach  a  genommen  die  Gleichung: 

2)    rfp^3ü?8ina(l  +  .4tga2)"^      AR  tga  (1  +  A  tg«2)~3 
da  cos  a4  cos  a5 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  (1  -}-^ltga2)~~* 
aus  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  entnehmenden  Werthes  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann; 

q\     d?  i~    U       4p2cosa*\ 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  22 
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Wenn  mit  pt  der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  der  Stütz- 
linie bezeichnet  wird,  so  findet  mich  Fig.  413  zwischen  den  beiden 
Fig  413  Krümmungshalbmessern     p 

und  p,  die  Beziehung  statt: 

4)    p,.da  =  dp    oder: 
dp 

und  wenn  man  in  letzterer 
Gleichung  für  den  Differen- 

zial-Quotienten  -=°  den  oben 
da 

gefundenen   Ausdruck   sub- 

stituirt,   so  erhält  man  für 

den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  die  Gleichung: 


*\                  *„    /*       i4p2cosa4\ 
5)    Pl=ptga(3 ^ y 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  zwei  Werthe  von  a  giebt,  für 
welche  p,  gleich  Null  wird.  Der  eine  Werth  ist  a  =  0,  weil  für 
diesen  Werth  der  Factor  tga  gleich  Null  wird.  Um  den  andern 
Werth  a  =  6  zu  finden ,  hat  man  den  eingeklammerten  Factor 
gleich  Null  zu  setzen,  wobei  man  zugleich  für  a  den  Werth  6  und 
für  p  den  diesem  Winkel  entsprechenden  Werth  p  =  r  zu  Substi- 
tuten hat.    Der  Winkel  6  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

*\    n        q       Ar2  cosb4 

6)  0  =  3 ^ 

Für  den  Krümmungshalbmesser  r  erhält  man  aus  Gleichung  1), 
indem  man  darin  a  =  6  setzt,  den  Ausdruck: 

7)  r  =  R  (1  +  A  tg&2)"~*  cos Ö"3, 

und  nach  Substitution  desselben  kann  man  der  oben  für  6  gefundenen 
Gleichung  die  folgenden  Formen  geben: 

8)  0  =  3  A 


9)    0  =  3  — 


cosÖJ(l  +  ^tg62)' 
^(l+tg»») 


oder: 


l  +  ^tgO1 

Aus  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich   für  die  Grösse  tg  6 
der  Werth:  
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Fig.  414. 


Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdruckes,  dass  die  Grösse 

R 

tgö  imaginär  wird,  sobald  der  Modulus  A==  —  kleiner  ist  als  3. 

Da  diejenigen  Stellen,  an 
welchen  der  Krümmungs- 
halbmesser pt  den  Werth 
Null  annimmt,  die  Eck- 
punkte der  Evolute  bilden, 
so  folgt  hieraus,  dass  in 
solchen  Fällen,  wo  A  kleiner 
ist  als  3,  nur  ein  solcher 
Eckpunkt  vorhanden  ist,  in- 
sofern der  Werth  a  =  0 
in  diesen  Fällen  der  einzige 
Werth  von  a  ist,  für  welchen 
Pl  =  0  wird  (Fig.  414). 

Wenn    dagegen   der  Mo- 
dulus A  grösser  ist  als  3, 
so   hat  die   Evolute   drei  Eckpunkte.     Der  eine  entspricht  dem 
Werthe  a  =  0  und   fällt  in   die  verticale  Mittellinie;  die  beiden 
Fig  416  anderen,   welche 

resp.  den  Wer- 
then  «  =  -j-  ö 
und  a  =  —  Ö 
entsprechen,  lie- 
gen seitwärts  von 
derselben  (Fig. 
415).  Um  den 
Krümmungshalb- 
messer r  zu  be- 
rechnen, hat  man 
in  der  Glei- 
chung 7),  welcher 
man  auch  die  fol- 
gende Form  geben 
kann: 

'(i+tg»')' 

.-Mtgö*' 

für   tgö    den    in  Gleichung  10)  gefundenen  Werth  einzusetzen; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 

22* 


11) 


-«\ft 
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raB(A-i)vm    oder: 

Aus   den  beiden  Gleichungen  10)  und  13)  ergeben  sich  z.  B. 
die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 

A  =  25  10  3 


—  =  12,47 

7,394 

3 

tgö  =    0,6633 

0,5916 

0 

6  =  33°  33' 

30°  37' 

0. 

§  123. 
Benutzung  der  Evolute  zur  Construction  der  Sttitzlinie. 

Wenn  man  in  der  für  den  Krümmungshalbmesser  der  Stütz- 
linie gefundenen  Gleichung  10)  des  §  121  für  den  Halbmesser  R 
seinen  Werth  Ay0  einsetzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  auch 
die  folgende  Form  geben: 

1)     P  =  A 

y0       cosa8  j/l-Mtga2 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  y0  =  1   und  A  =  25  die 

nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

a  =  0°   5°     10°     15°     20°     25°     30°     35°     40°     45°     50°     56°     60° 
p=  25  23,2    19,8    16,7    14,6    13,4    12,5    12,5    12,8    13,8    15,5    18,4    23. 

Jedem  dieser  Werthe  von  p  entspricht  ein  bestimmter  Krüm- 
mungsmittelpunkt oder  ein  bestimmter  Punkt  der  Evolute,  welche 
in  diesem  Falle  drei  Eckpunkte  besitzt  (s.  Fig.  415).  Dieser  An- 
zahl der  Eckpunkte  der  Evolute  entsprechend,  kann  man  sich  die 
Krümmungsmittelpunkte  in  drei  Gruppen  zerlegt  denken,  von  denen 
die  eine  die  in  der  Nähe  des  mittleren  Eckpunktes  O  gelegenen 
Krümmungsmittelpunkte  umfasst,  und  die  anderen  beiden  diejenigen 
enthalten,  welche  resp.  um  die  beiden  seitwärts  gelegenen  Eck- 
punkte J,  J  sich  gruppiren.  Wenn  man  alsdann  jede  dieser  drei 
Gruppen  durch  einen  einzelnen  Krümmungsmittelpunkt  ersetzt  und 
aus  diesen  drei  Mittelpunkten  Kreisbögen  beschreibt,  so  kann  man 
auf  solche  Weise  eine  aus  drei  Kreisbögen  zusammengesetzte  Curve 
construiren,  welche  annäherungsweise  die  richtige  Form  der  Stütz- 
linie darstellt. 
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Nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  entspricht  dem 
mittleren  Eckpunkte  0  der  Werth  p  =^=  R  =  25  und  jedem  der 
beiden  Eckpunkte  J  entspricht  der  Werth  p  =  r  =  12,47.  Für 
das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich 
hiernach  der  Werth: 

R  +  r  _  25  +  12,47 


8) 


=  18,7. 


2  2 

Zu  der  Gruppe  des  mittleren  Eckpunktes  O  wird  man  daher 
alle  diejenigen  Krümmungsmittelpunkte  zu  rechnen  haben,  deren 
zugehörige  Krümmungshalbmesser  grösser  sind  als  18,7;  zu  den 
anderen  beiden  alle  diejenigen,  deren  zugehörige  Krümmungs- 
halbmesser kleiner  sind  als  18,7. 

Nach  der  obigen  Tabelle  würden  hiernach  als  zur  Gruppe 
des  mittleren  Eckpunktes  0  gehörig  zu  betrachten  sein  die  fünf 
Krümmungshalbmesser : 

p  =  19,8,      p  =  23,2,      p  =  25,      p  =  23,2,      p  =  19,8. 

Indem  man  von  diesen  fünf  Werthen  das  arithmetische  Mittel 
berechnet,  erhält  man  für  den  Halbmesser  des  mittleren  Kreis- 
bogens den  Werth: 

3)    jg,  -  19'8  +  23'2  +  25  +  23'2  +  19'8  _  >J2,2. 

Da  jenen  fünf  Werthen  von  p  eine  Winkelsumme  von  5 . 5  =  25 
Graden  entspricht,   so  wird  man  dem  mittleren  Kreisbogen  einen 

Centriwinkel  von  25  Gra- 


Fig.  416. 


den    zu    geben    haben 
(Fig.  416). 

Zu  der  Gruppe  jedes 
von  den  beiden  Eck- 
punkten J  gehören  nach 
der  obigen  Tabelle  die 
neun  Werthe: 


16,7, 

14,6, 

13,4, 

12,5, 

12,5, 

12,8, 

13,8, 

15,5, 

18,4. 

Jeden   von   den  beiden 

anderen  Kreisbögen  wird 

man  demnach  zu  beschreiben  haben  mit  dem  Halbmesser: 
16,7  +  14,6  +  . .  . .  +  15,5  +  18,4  _ 
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Fig.  417. 


und  da  den  obigen  neun  Werthen  von  p  eine  Winkelsumme  von 
9.5  =  45  Graden  entspricht,  so  wird  man  jedem  dieser  beiden 
Kreisbögen  einen  Centriwinkel  von  45  Graden  zu  geben  haben. 

Wenn  die  Construction  der  Stützlinie  noch  weiter  fortgeführt 
werden  soll,  so  hat  man  an  jeder  Seite  noch  einen  zweiten  Kreis- 
bogen hinzuzufügen  und  erhält  dann  einen  aus  fünf  Kreisbögen 
zusammengesetzten  Korbbogen.    Die  Halbmesser  der  beiden  hinzu- 

zufügendenKreis- 
bögen  findet  man 
aufdieselbeWeise 
wie  oben,  indem 
man  das  arith- 
metische Mittel 
von  denjenigen 
Krümmungshalb- 
messern berech- 
net, welche  der  zu- 
gehörigen Gruppe 
von  Krümmungs- 
mittelpunkten 
^ST  **  ^5        entsprechen. 

Den  Fehler,  welchen  man  begeht,  indem  man  auf  solche  Weise 
die  Stützlinie  ersetzt  durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte 


Fig.  418. 


% 


Korblinie,  kann  man  sich 
veranschaulichen ,  indem 
man  die  aus  krummlinigen 
Stücken  zusammenge- 
setzte Evolute  der  wirk- 
lichen Stützlinie  vergleicht 
mit  der  aus  geradlinigen 
Stücken  zusammengesetz- 
ten gebrochenen  Linie 
J2  Jl  Ox  Jt  J2 ,  welche  in 


Fig.  417    die    SteUe 
Evolute  vertritt. 


der 


Auf  analoge  Weise  kann 
man  auch  in  solchen  Fäl- 
Q  Q         len,  wo  A  kleiner  ist  als 

drei,  und  die  Evolute  demgemäss  nur  einen  Eckpunkt  hat  (Fig.  414), 
indem  man  eine  aus  geradlinigen  Stücken  zusammengesetzte  ge- 
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brochene  Linie  QPOPQ,  welche  der  richtigen  Evolute  möglichst 
nahe  sich  anschliesst,  an  die  Stelle  derselben  treten  lässt,  die  Stütz- 
linie durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte  Korblinie  er- 
setzen (Fig.  418). 

§  124. 

Stützlinie  für  eine  von  der  Mitte  nach  aussen  geradlinig 

ansteigende  Belastungslinie* 

Nach  der  in  §  119  eingeführten  Bezeichnungsweise  ist  für  den 
in  Fig.  419  dargestellten  Fall: 
1)    3  =  y-f-«tge 
zu  setzen,  und  wenn  abkürzungsweise  die  Grösse  tge  mit  k  be- 
zeichnet wird,  so  ergeben  sich  für  diesen  Fall  zunächst  die  fol- 
genden Gleichungen: 

2)  z  =  y  -\-  kx, 

3)  £  =  $+*=*«+*, 


Fig.  419. 


dx       dx 
d2z  _  d2y 
dx2 


4)  dx2 
welche  letztere  nach  Sub- 
stitution des  in  der  Glei- 
chung 4)  des  §  119   für 

-=-4  gefundenen  Aus- 
druckes die  folgende  Form 
annimmt: 

d2z  _   z 
dx2  ~  H' 


5) 


Diese  Gleichung  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  2)  des 
§  121,  und  auf  dieselbe  Weise  wie  dort  gelangt  man  durch  Inte- 
gration derselben  zu  der  Gleichung: 

Für  x  =  0  wird  z  =  z0=y0,  und  nach  Gleichung  3)  zugleich 

~  =  k.  Die  Constante  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
dx 

7)    k2  =  &  +  Const., 

und  man  erhält  durch  Subtraction  dieser  letzteren  von  der  vorher- 
gehenden die  Gleichung: 
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Wenn  man  hierin  .abkürzungs weise  die  Constante  #5  —  Hk2 
gleich  c2  setzt,  so  kann  man  der  letzteren  Gleichung  auch  die 
folgende  Form  geben: 

dx  dz 

10)  -^=  =     - ■ 

;     VH        \/z2  —  c2 

Diese  Gleichung  hat  wiederum  dieselbe  Form  wie  die  in  §  121 
gefundene  Gleichung  11),  und  man  gelangt  auf  dieselbe  Weise  wie 
dort  durch  Integration  derselben  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

11)  *    =  Ig  (,  +  Vr?"-r^J+  Const, 

12)  0  =  lg  (y„  +  Vyj=7)  j-  Const., 

13)  ^_lgU_-=_sJ1 


14)   ,.(fcl:JSEE),Ä+ 


c'.e    ^ 


8(».  +  Vry.-Ö 


Wenn  man  nunmehr  für  die  Grössen  s  =  #-[-&#  und  c2=yj| 
—  Hk2  ihre  Werthe  substituirt  und  zugleich  wieder  H=Ry0 
setzt,  so  kann  man  den  letzten  beiden  Gleichungen  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 

i5)  *  =  vWo-  igf  +  kx + V$+WEMEWM\, 

16)   y=-**+^  (yo+*1^5^a^+(y,-Äl/Ä^)7^J. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  p  als  Function  des  Winkels  a 

darzustellen,  hat  man  zunächst  in  Gleichung  8)  für  die  Grösse 

dz 

-j-  den  in  Gleichung  3)  angegebenen  Werth  zu  substituiren;  man 

erhält  dann  die  Gleichung: 


Vi 

18)  z  =  KyTT^te^T  2JT^5 


17)    (tga  +  fc)ä-A;2  = --£.*"-,     oder: 
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Nach  Substitution  des  letzteren  Ausdruckes  nimmt  die  allge- 
meine Gleichung  8)  des  §  119  die  folgende  Form  an: 


19)  P  = 

20)  p  = 


H 


cosa3V^+tf(tga2  +  2fctga)' 
R 


oder: 


Fig.  420. 


cos  a3  ]/ 1  +  A  (tg  a2  -f  2k  tg  a) 

Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  sowohl  für  negative 
wie  für  positive  Werthe  der  Constanten  k.     Sie  gelten  daher  z.  B. 

auch  für  den  in  Fig.  420 
dargestellten  Fall,  bei  wel- 
chem die  beiden  Zweige 
der  Belastungslinie  nach 
unten  hin  von  der  Horizon- 
talen abweichen.  Für  die- 
sen Fall  würde  k  =  —  tg  e 
zu  setzen  sein.  Wenn 
man  endlich  k  =  0  setzt, 
so  erhält  man  wieder  die 
in  §  121  für  horizontale 
Belastungslinie  gefunde- 
nen Gleichungen. 

§  125. 
Halb -Ellipse  als  Stützlinie. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  hat  nach  der  in  Fig.  421  gewählten 
Bezeichnungjsweise  die  Form: 


i) 


x2    ,    u2 


1     oder 


JLyp-tf 


Wenn  man  hierin  für  die  Ordinate  u  den  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmenden Ausdruck: 

2)  *  =  *»+f-y 

einsetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  y  aufgelöst  die 
Form  annimmt: 

L_  \/~n ^,2 


3)   y 


'o  +  f-fVl'-*' 


Indem  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  einander  differenziirt, 
gelangt  man  alsdann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 
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4) 
5) 


te-  —  '{l     x)    ' 


i 


d\_ 


dx 


\-=ßV 


x2)    *. 


Den  letzteren  Ausdruck  hat  man  nunmehr  in  der  allgemeinen 
Gleichung  4)  des  §  119  zu  substituiren ;  man  erhält  dann  die 
Gleichung: 

6)    5=/*(*,-*,f*. 

Diese  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  der  zusammengehörigen 

Werthe  x  =  0  und 


Fig.  421. 


z  =  z0  die  Form  an: 

und  wenn  man  die 
vorhergehende  Glei- 
chung durch  diese 
letztere  dividirt,  so 
erhält  man  die  Glei- 
chung: 


Der  in  §  120  für  die  einer  kreisbogenförmigen  Stützlinie  entsprechende 
Belastungslinie  gefundenen  Gleichung  1)  kann  man  auch  die  folgende  Form 
geben : 

9)  *  =(  *  y=(    i   v 

e0       Vcos  a/       \]/R2  _  xt  )  ' 

und  man  erkennt  bei  Vergleichung  dieser  letzteren  mit  der  vorhergehenden 

Gleichung,  dass  die  Werthe  des  Quotienten  —  in  beiden  Fällen  genau  über- 

einstimmen,   sobald   der  Halbmesser  der  Kreislinie  gleich  der  horizontalen 
Halb-Achse  der  Ellipse  ist. 


Wenn  man  für  die  Grösse  \fl*  —  x1  den  aus  der  Gleichung  1) 
zu  entnehmenden  Werth  in  Gleichung  7)  einsetzt,  so  nimmt  letz- 
tere die  Form  an: 


10) 


^3' 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Gemeine  Kettenlinie. 


347 


und  zeigt  in  dieser  Form,  dass  die  Belastungshöhen  umgekehrt 
wie  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Ordinaten  der  Ellipse 
sich  verhalten.     Für  x  =  l  wird  u  =  0  und  z  =  oo. 

§  126. 
Gemeine  Kettenlinie. 

Wenn  das  Gewicht  der  hängenden  Kette  eine  gleichförmig 
über  die  Bogenlänge  derselben  vertheilte  Belastung  bildet,  und  mit 
q  das  überall  gleich  grosse  Gewicht  pro  Längeneinheit  des  Bogens 
bezeichnet  wird,  so  ist  nach  der  in  Fig.  422  und  Fig.  423  ge- 
wählten Bezeichnung  V=qs  zu  setzen;  man  erhält  also  nach 
Fig.  423  für  diesen  Fall  die  Gleichung : 

■)i  ■    r 

Da  am  Scheitelpunkte  der  Kette  das  Gewicht  pro  Längeneinheit 
der  Horizontalprojection  identisch  ist  mit  dem  Gewichte  pro  Längen- 
einheit des  Bogens,  so  ist  die  in  den  früheren  Paragraphen  mit  zQ 


V         qs 


Fig.  422. 


Fig.  423. 


bezeichnete  Grösse 
für  diesen  Fall  gleich 
q  zu  setzen.  Nach 
§119  (Gleichung  10) 
hat  also  die  Hori- 
zontalspannung der 
Kette  die  Grösse: 

2)    H=qBt 

und  wenn  man  in 
der  vorhergehenden 
Gleichung  diesen 
Werth  für  H  sub- 
stituirt ,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


dy 
dx 


3)    Z« 


8 

~R 


Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  hat  man  derselben  zunächst 
die  folgende  Form  zu  geben: 

4)    R2dy>=s*dx2 
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und  alsdann  die  Grösse  82  dy2  auf  beiden  Seiten  zu  derselben  zu 
addiren.  Da  dx2-\-dy2  —  ds2  ist,' so  ergiebt  sich  hieraus  die  Glei- 
chung : 

5)    {s2  +  R2)  dy2  =  s2 da2,     oder: 

sds 

6)  dy  =  v*+w' 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  und  dabei  berücksichtigt, 
dass  für  x  =  0  auch  y  =  0  und  «  =  0  wird,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

7)  y  +  R  =  Vs2  +  R2,    oder: 

8)  y2  +  2Ry  =  s\ 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3)  für  a  zu  ent- 
nehmenden Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

9)    yJ+2fiy  =  Ä2^)\    oder: 
Rdy 


10)    dx  = 


Vy2  +  2ü.y 


Indem  man  diese  Gleichung  abermals  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  a?,  auf  der  rechten  zwischen 
den  Grenzen  0  und  y  —  erhält  man  endlich  die  Gleichung: 


ii)  .-jH.j'ji+y^)'..,}.  „a,r: 

12)  y  =  -f-(«*-2  +  «~*). 

Anstatt  die  obigen  Gleichungen  —  wie  hier  geschehen  —  direct  abzuleiten, 
hätte  man  dazu  auch  die  Gleichungen  des  §  121  benutzen  können,  insofern 
—  wie  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen  gezeigt  wurde  —  die  Stützlinie  für 
horizontale  Belastungslinie  in  eine  gemeine  Kettenlinie  übergeht,  sobald  für 
den  Modulus  A  der  Werth  „Eins"  angenommen  wird. 

§  127. 
Grenzen  der  Spannweite. 

Die  Spannung  der  Kette  hat  (nach  Fig.  423)  an  der  Stelle  AI 
die  Grösse: 

i)     —  =  Ä|/r+t^. 

J     cos  OL  '    ^ 
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Wenn  also  mit  -F  der  Querschnitt  der  Kette,  und  mit  @  die  Span- 
nung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

2)    ©F=  #l/l+tgar. 

Hierin   kann  man  für  die  Grössen  -ff  und  tga  =  ^-  resp.  die  in 

den  Gleichungen  2)  und  3)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werthe  einsetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


3)  ®F=qR\/\+-^. 

Wenn  ferner  mit  y  das  Gewicht  des  Kettenmaterials  pro  Cubikeinheit 
bezeichnet  wird,  so  ist  für  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit 
der  Werth: 

4)  j  =  T.f.l 

einzusetzen,  und  nach  Substitution  desselben  kann  man  der  obigen 
Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  @  =  Y  V«2  +  ^2. 

Wenn  man  hierin  für  ]/**  -f-  R2  den  in  Gleichung  7)  des  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: 

6)  @  =  T(Ä  +  y). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Spannung  ©  mit  wachsendem  y 
zunimmt,  und  dass  dieselbe  ihren  grössten  Werth  @  =  S  für  y  —  k 
annimmt.    Wenn  man  also  mit  S  die  practisch  zulässige  Spannung 

o 

des  Materials,  und  abkürzungsweise  mit  m  den  Quotienten  —  be- 

T 
zeichnet,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form: 

7)  R  +  h  =  —  =  m 

T 

benutzen,  um  die  grösste  zulässige  Pfeilhöhe  A  daraus  zu  berechnen. 
Da   dem  Werthe  y  =  h  der  Werth  x  =  l  entspricht ,  so  ist 
nach  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen: 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  R-\-h  den  obigen  Werth  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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Hierin  ist  die  Grösse  m  als  eine  von  der  Beschaffenheit  des 
Kettenmaterials  abhängige*  gegebene  Constante  zu  betrachten.  Die 
obige  Gleichung  zeigt  also,  dass  für  eine  bestimmte  gegebene  Kette 
die  erreichbare  halbe  Spannweite  l  (als  Function  von  R)  lediglich 
von  der  Wahl  des  Krümmungshalbmessers  im  Scheitelpunkte  ab- 
hängt. 

Um  denjenigen  Werth  von  R  zu  finden,  für  welchen  die  Grösse  l 
ein  Maximum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten  von  2, 
nach  ß  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Wenn  man  zu  diesem 
Zwecke  zunächst  abkürzungsweise  die  Grösse: 


"8  "»{f+lte)-'}- 


setzt,   so  ergiebt  sich  für  den  Differenzialquotienten  von  p.,  nach 
R  genommen,  der  Ausdruck: 

11)  4l  = 


dR  RVm2-R2' 

und  die  oben  für  l  gefundene  Gleichung  nimmt  bei  Anwendung 
dieser  Bezeichnungsweise  die  einfachere  Form  an: 

12)    l  =  JBp, 
Indem  man  nunmehr  den  Differenzialquotienten  von  l  nach  R  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

13)  o -«.■&-  +  * 

welche  nach  Substitution  des  oben  für  die  Grösse  -^~  gefundenen 
Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 

,4)    0  = " +  ,x    oder   ^  =  —^=. 

Wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  für  den  Quotienten  -„   in 
Gleichung  10)  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

16)  ^vf^+W^)-^  oder: 

und  findet  durch  Probiren,  dass  dieser  letzteren  Bedingungsgleichung 
Genüge  geleistet  wird  durch  den  Werth: 
17)    jx  =  1,20. 
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Für  den  vorteilhaftesten  Krümmungshalbmesser  des  Scheitel- 
punktes erhält  man  nunmehr  aus  Gleichung  14),  indem  man  die- 
selbe für  R  auflöst  und  nachher  darin  p.  =  1,2  setzt,  den  Werth: 

18)  R  =  -5L  W_  1  =  0,552  77  .  m. 

Das  bei  Wahl  dieses  Krümmungshalbmessers  erreichbare  Maximum 
der  Spannweite  hat  nach  Gleichung  12)  die  Grösse: 

19)  21  =  2  R  [L  =  1,326  65  .  m, 

und  für  die  entsprechende  Pfeilhöhe  der  Kette  ergiebt  sich  aus 
Gleichung  7)  der  Werth: 

20)  Ä  =  m  —  R  =  0,447  23  .  m. 

Die  Constante  m  =  —  bedeutet  diejenige  Länge,  welche  eine  vertical 

herabhängende  prismatische  Stange  höchstens  haben  darf,  wenn  die  am  oberen 
Ende  der  Stange  durch  das  Gewicht  derselben  hervorgebrachte  Spannung  die 
practisch  zulässige  Grenze  nicht  überschreiten  soll.  Das  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Schmiedeisen  hat  im  Mittel  die  Grösse  ^  =  7700  Kil.,  und  da  die  prac- 
tisch zulässige  Spannung  für  Schmiedeisen  6  bis  8  Kil.  pro  Quadratmillimeter 
beträgt,  so  kann  5=7700000  Kil.  (als  practisch  zulässige  Spannung  pro 
Quadratmeter)  gesetzt  werden.  Hiernach  hat  jene  Constante  für  Schmiedeisen 
den  Werth: 

8  _  7700000   _ 
m  ~  Y  -  "T  7ÖÖ~~  ~  100°  ' 
und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  den  Gleichungen  18),  19),  20) 
resp.  die  Weither 

E  =  552m,77,    2Z  =  1326m,65,    h  =  447™,23. 
Für  Stahl  kann  die  Constante  m=4000m  gesetzt  werden,  insofern  die 
practisch  zulässige  Spannung  für  Stahl  ungefähr  viermal  so  gross  ist  als  für 
Schmiedeisen,  während  die  Grösse  7  für  beide  ungefähr  denselben  Werth  hat. 
Hiernach  ergeben  sich  für  Stahl  die  Werthe: 

R  =  2211»a,08,    2J  =  5306m,6,    h  =  1788» 92. 

§  128. 

Parabolische  Kette. 

Bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilter  Be- 
lastung nimmt  die  Kettenlinie  —  wie  in  §  40  bereits  gezeigt  wurde 
—  die  Form  einer  Parabel  an  (Fig.  424).  Wenn  die  Spannung 
der  Kette  pro  Flächeneinheit  ihres  Querschnitts  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  Grösse  haben  soll,  so  muss  vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Aufhängepunkten  hin  der  Kettenquerschnitt  allmählich 
zunehmen,  und  zwar  nach  demselben  Gesetze  wie  die  Kettenspannung 
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zunimmt  (Fig.  425).  Für  das  Verhältniss  des  grössten  Querschnitts 
zum  kleinsten  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  nach  §  40  (Gleichung  11) 
der  •  Werth: 

F  1 

und  für  den  Vertical-Querschnitt  der  Kette  an  den  Aufhängepunkten 
erhält  man  nach  den  Gleichungen  12)  und  14)  des  §  40  den  Werth: 


2)     U  = 


F 


cos  a* 


*)     *  =  *.(!+*£-) 


F0(l+tga2)    oder: 
4Ä2> 


Fig.  424. 


Das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit  der  Horizontalpro- 
jeetion  hat  am  Scheitelpunkte  die  Grösse  7  .  F{) .  1  und  an  den  Auf- 
hängepunkten die 
Grösse  y  .  U  .  1. 
Das  eigene  Gewicht 
der  Kette  würde 
demnach  in  diesem 
Falle  eine  ungleich- 
förmig über  die  Ho- 
rizontal-Projection 
vertheilte  Bela- 
stungbilden. Wenn 
jedoch  zu  dem  eige- 
nen Gewichte  der 
Kette  noch  so  Viel 
an  fremder  Bela- 
stung hinzugefügt 
wird,  dass  die  To- 
talbelastung pro 
Längeneinheit  der  Horizontalprojection  nunmehr  an  allen  Stellen 
die  Grösse: 

4)    iU=p 
erreicht,  so  wird  hierdurch  der  Bedingung  für  die  parabolische 
Form  der  Kettenlinie  Genüge  geleistet,  und  für  den  erforderlichen 
Querschnitt  der  Kette  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich  nach  §  40 
(Gleichung  9)  der  Werth: 

2h  S' 


5) 


F    = 
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Die  Gleichung  3)    nimmt   nach   Substitution   dieses   Werthes   die 
folgende  Form  an: 


»  v=  &0+"') 


und  wenn  man  in  Gleichung  4)  diesen  Ausdruck  für  U  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

7*s   /,    ,    4*^ 


7>  A-sO+V)-1'  oder: 


Diese   Gleichung    zeigt,    dass    bei    gegebener   Spannweite    die 
Spannung  S  noch  abhängt  von  der  Grösse  des  Verhältnisses: 

9)     i  =  . 

Um  denjenigen  Werth  von  n  zu  finden,  für  welchen  die  Grösse  S 
ein  Minimum  wird,  hat  man  in  der  Gleichung: 


10)    S=27l(4-  +  -J-) 


den  Differenzialquotienten  von  5,  nach  n  genommen,  gleich  Null 
zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

ii)   o  =  --V+-1-, 

y  ?r    '    4 

und  wenn  man  den  hieraus  zu  entnehmenden  Werth  -n  —  2  in 
Gleichung  10)  substituirt,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  für  das 
erreichbare  Maximum  der  Spannweite  der  Werth: 

12)     21  =  — . 
T 
Mit  Beibehaltung   der  am  Schlüsse   des  vorigen  Paragraphen  angenom- 
menen Zahlenwerthe  würde   man  demnach  unter  den  hier  gemachten  Voraus- 
setzungen für  Schmiedeisen  den  Werth:  2Z  =  1000m,  und  für  Stahl  den  Werth: 
2J  =  4000m  erhalten. 

§  129. 
Kettenbrücken-  Linie. 

Wenn   die   Kette   ausser  ihrem   eigenen   Gewichte  noch   eine 
gleichförmig  über   die  Horizontalprojection   vertheilte   fremde  Be- 
lastung zu  tragen  hat,  so  ist  nach  Fig.  426  und  Fig.  427  die  Gleich- 
gewichtsform der  Kette  zu  berechnen  aus  der  Differenzialgleichung: 
i\     f(T„        (lV  _    V   _px+fqds 

Ritter,  Ingenieur-Mechanik.  23 
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Fig.  427. 


Auch  hier  soll  vorausgesetzt  werdefi,  dass   der  Querschnitt  der 
Kette  vom  Scheitelpunkte  nach  den  Aufhängepunkten  hin  allmäh- 
lich zunimmt  —  und 
Fig.  426.  zwar  nach  demsel- 

ben Gesetze  wie  die 
Kettenspannung  — 
dass  also  die  Span- 
nung pro  Flächen- 
einheit des  Quer- 
schnittes in  allen 
Querschnitten  der 
Kette  dieselbe 

Grösse  hat.  Da  die 
Grösse  q,  als  eigenes 
Gewicht  der  Kette 
pro  Längeneinheit 
des  Bogens,  überall 
dem  Querschnitte 
derselben  proportio- 
nal ist,  so  ändert 
sich  die  Grösse  q 
vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Aufhänge- 
punkten hin  eben- 
falls nach  jenem  Ge- 
setze. Wenn  also 
mit  k  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  veränderliche'Grösse 
q  im  Scheitelpunkte  der  Kette  annimmt,  so  ergiebt  sich  aus  Fig.  427 
für  q  die  Gleichung: 

2)    -2-  =      1      =  -*. 
k  cos  a         dx  * 

Nach  Substitution  des  hieraus  für   q  zu  entnehmenden  Werthes 

kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  darin  abkürzungsweise 

dy 

-y*--  =  u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben : 

3>  *sH  *«-'»  + */(£)*• 

und  wenn  man  dieselbe  alsdann  nach  x  differenziirt,  so  erhält  man 

die  Gleichung: 

du  ,    ,  ds1 


4)     H 


dx 


p  +  Jc 


dx2 
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Da  ds2  =  dx2-\-dy*  und  dy  =  udx  ist,  so  kann  man  statt  dessen 
auch  setzen: 

5)    *£  =  ,-  + *(!  +  $),    ote: 

«>*£-*  (■*£*-+-)■ 

und  wenn   man   abkürzungsweise  y  — ^ — =  w  setzt,   so  kann 
man  dieser  Gleichung  auch  die  folgenden  Formen  geben: 
7)     Hdu  =  k  (n2  -f-  «*)  da?,     oder: 


+G-) 


Indem  man  nunmehr  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der 
rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  a?,  auf  der  linken  zwischen 
den  Grenzen  0  und  u  —  gelangt  man  zu  den  nachstehenden  Glei- 
chungen: 

9)    arc  tg  ( — J  =  — jj— ,    oder : 
n  kxy 


10)   «  =  »tg(^p.) 


welcher  letzteren  man  nach  Substitution  des  Werthes  u  =  -   -  auch 

(IX 

die  folgende  Form  geben  kann: 


u>  J  =  wtg(^)'  oder: 

io\     j  H  .    /  nkx\j  /  nkx\ 

12)    ^  =  ---tg(-^)d(-g-). 


Diese  Gleichung  hat  man  abermals  zu  integriren  —  und  zwar  auf 
der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  a?,  auf  der  linken 
zwischen  den  Grenzen  0  undy  —  ;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


10N  H  .  /  nkx\ 

13)    y  =  -xlgcos(— ^-). 


Nach  §  1 19  (Gleichung  10)  kann  H—  R(f-\-k)  gesetzt  werden ; 
folglich  ist: 


*t- '(■*¥-)- 


23 


* 
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zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  letzteren  Werthes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

15)  y  —  —jin2\gc08(J?L-y 

Fürx  =  l  wird  y  =  h\  die  Pfeilhöhe  der  Kette  hat  also  die  Grösse: 

16)  A  =  -2?nMgcös(i^). 

§  130. 
Grenzen  der  Spannweite  für  Kettenbrücken. 

Die  am-  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 

zeigt,  dass  die  Pfeilhöhe  h  unendlich  gross  wird,  wenn  — -  =  -^- 

Kn        4, 

wird.     Mit  wachsender  Pfeilhöhe  nähert  sich  also  die  Spannweite 
dem  festen  Grenzwerthe: 

1)  2  l  =  ~  R  n, 

welchen  dieselbe  erst  bei  unendlich  grosser  Pfeilhöhe  wirklich  er- 
reichen würde.    Die  beiden  Zweige  der  Curve  nähern  sich  asymp- 

totisch  zwei  festen  vertica- 
len  Linien,  deren  Abstand 
von  einander  gleich  21  ist 
(Fig.  428).  Wie  die  obige 
Gleichung  zeigt,  hängt  die 
Grösse  dieses  Abstandes  ab 
von  der  Grösse  des  gewählten 
Krümmungshalbmessers  /£, 
welcher  seinerseits  wiederum 
durch  die  Grösse  der  prac- 
tisch  zulässigen  Spannung 
bedingt  wird. 

Wenn  mit  FQ  der  Quer- 
schnitt der  Kette  im  Scheitel- 
punkte und  mit  S  die  überall 
gleiche  Spannung  pro  Flä- 
cheneinheit des  Querschnittes 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

2)  SF»  =  H=R{k+p\ 

und  wenn  mit  7  das  Gewicht  des  Ketten-Materials  pro  Cubikeinheit 
bezeichnet  wird,  so  ist: 


Digitized  by  V3OOQIC 


Grenzen  der  Spannweite  für  Kettenbrücken.  357 

3)  k  =  i.F„.l     oder    Ftl=  — 

zu  setzen.     Nach  Substitution  des  letzteren  Werthes   kann  man 
der  Gleichung  2)  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

St 

4)  —  =  £(£-{- jj),    oder: 

S  —  p/fc  +  P 


5)  !_,(££«)_*... 


und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  für  R  zu  entnehmenden 
Werth  in  Gleichung  1)  substituirt,  so  erhält  man  für  den  oberen 
Grenzwerth  der  erreichbaren  Spannweite  die  Gleichung: 

6)    2l  =  ^S. 
n      y 

Je  grösser  das   eigene  Gewicht  der  Kette  im  Verhältniss  zu 
der  fremden  Belastung  ist,   um  so  mehr  nähert  sich  die  Grösse: 


7)  —V*£i 

dem  Grenzwerthe  „Eins".     Für  das  absolute  Maximum  der  er- 
reichbaren Spannweite  ergiebt  sich  hiernach  der  Grenzwerth: 

8)  2Z  =  tt.—  . 

T 

In  dieser  Gleichung  ist  für  S  wiederum  die  Grösse  der  practisch  zu- 
lässigen Spannung  des  Kettenmaterials  zu  substituiren.    Mit  Beibehaltung  der 

—  =  1000  für  Schmied-- 
T 
eisen  und  —  =  4000  für  Stabil  erhält  man  demnach  resp.  für  Schmiedeisen 

und  Stahl  die  Werthe: 

2Z  =  3140m        und        22  =  12  560°, 
welche  rc-mal  so  gross  ßindi  als  die  am  Schlüsse  des  §  128  gefundenen  Werthe. 

Die  wirklich  erreichbare  Spannweite  hängt  ab  von  der  Grösse, 
welche  für  die  Pfeilhöhe  h  entweder  vorgeschrieben  ist  oder  will- 
kürlich angenommen  wird.     Für  n  —  1  wird  (nach  Gleichung  5) 

R  =  —  und  (nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 

Y 
fundenen  Gleichung): 

9)  Ä==_llgcoS(^). 
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Diese  Gleichung  nimmt  z.  B.  für  Schmiedeisen,  wenn  darin  —  =  1000 


gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an: 
10)      h  = 


1000  *  C0S  (iööö)' 


oder : 


11)    2 1  =  2000  arc  cos  ie    100° I . 

Wenn  also  für  die  Pfeilhöhe  z.B.  der  Werth  Ä=  131m,25  vorgeschrieben, 
so  würde  für  das  Maximum  der  bei  dieser  Pfeilhöhe  erreichbaren  Spannweite 
der  Werth  21  =  1000 m  sich  ergeben. 

§  131. 

Stützlinion  für  unsymmetrische  Belastungslinien. 

Nach  §  119  (Gleichung  10)  haben  die  Horizontalspannuugen 
der  in  Fig.  429  und  Fig.  430  dargestellten  beiden  Stützlinien  resp. 

die  Grössen:  H= 
Fig.  429.  Ä2,i   und   H '  = 

....-•  T      i?V0.  Wenn  diese 
I       beiden    Horizon- 
i       tal  -  Spannungen 
einander     gleich 
sein    sollen,     so 
muss  die  Bedin- 
gungs  -  Gleichung 
\  j       erfüllt  sein: 
V     1)  Rz,  =  R'z, 

|       oder:    -,  v  =  -— i 
K        z0 

welche  ausdrückt,  dass  die  Krümmungshalbmesser  an  den  Scheitel- 
punkten der  beiden  Stützlinien  sich  umgekehrt  wie  die  Belastungs- 
Fig.  430.  höhen   an  diesen   beiden   Stellen 

zu  einander  verhalten  müssen. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  so  werden  an  der  Stelle  M, 
wo  die  beiden  Stützlinien  gleiche 
Neigungswinkel  mit  der  Horizon- 
talen einschliessen,  auch  die  beiden 
Totalspannungen  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  mit  einander  über- 
einstimmen. Man  kann  daher  den 
Theil  AM  aus  Fig.  429  mit  dem 
Theile  BM  aus  Fig.  430  zusam- 
mensetzen zu  einer  neuen  Stütz- 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Stützlinien  für  unsymmetrische  Belastungslinieu. 


359 


linie  AMB,  deren  zugehörige  Belastungslinie  aus  zwei  unsymme- 
trischen Hälfteij  zusammengesetzt  ist  (Fig.  431). 


Fig.  431. 


Auf  analoge  Weise  würde 
man  auch  eine  aus  mehr  als 
zwei  Stücken  zusammenge- 
setzte Stützlinie  nebst  zuge- 
höriger Belastungslinie  con- 
struiren  können,  und  wenn 
man  dieses  Verfahren  z.  B. 
auf  die  in  §  123  behan- 
delte, aus  Kreisbtfgen  zusam- 
mengesetzte Stützlinie  an- 
wendete, so  würde  man  statt 
der  horizontalen  Belastungs- 
linie eine  aus  krummlinigen 
Stücken  zusammengesetzte  Be- 
lastungslinie erhalten,  deren 
Abweichung  von  der  Horizon- 
talen die  Grösse  des  Fehlers  veranschaulicht,  welchen  man  begeht,  indem 
man  die  der  horizontalen  'Belastungslinie  entsprechende  wirkliche  Stützlinie 
durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte  Curve  ersetzt. 

Wenn  die  Neigungswinkel,  welche  die  beiden  Stützlinien  an 
der  Stelle  ihrer  Zusammensetzung  mit  der  Horizontalen  bilden, 

ungleiche  Grösse  haben, 
Fig.  432.  80  werden  bei  der  Zu- 

sammensetzung nur  die 
Horizontalspannungen 
—  nicht  aber  die  Ver- 
ticalspannungen  einan- 
der aufheben.  In  diesem 
Falle  würde  man  also, 
um  den  Gleichgewichts- 
zustandherzustellen, an 
der  Vereinigungsstelle 
noch  eineVerticalkraft: 

2)     Q=  V—  V' 

hinzufügen  müssen, 
welche  gleich  der  Differenz  jener  beiden  Verticalspannungen  ist. 
Diese  Verticalkraft  kann  —  falls  dieselbe  nach  unten  gerichtet 
ist  —  auch  durch  ein  angehängtes  Gewicht  dargestellt  werden 
(Fig.  432). 
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Fig.  433. 


1                                        1 

!            i 

J 
u 

"'s 

;    /    k 

\h 

§  132. 
Zusammensetzung  parabolischer  Kettenlinien. 

Bei   der   in   Fig.  433  -dargestellten  Kette ,   welebe   ausser   der 
gleichförmig  über  die  Ilorizontalprojection  vertheilten  Belastung  2pl 

noch  das  im 
Punkte  M  auf- 
gehängte Ge- 
wicht Q  zu 
tragen  hat,  ist 
jedes  von  den 
beiden  Bogen- 
stücken  A  AI 
und  BAI  als 
Theil  einer 
parabolischen 
Kette  zu  be- 
trachten :  das 
Stück  A  M  als 
\\y  Theil  einer 
'  parabolischen 
Kette  von  der 
Pfeilhöhe  h+u 
Q  2Pl  und  der  Spann- 

weite 2  (l  +  s) ;  das  Stück  B  M  als  Theil  einer  parabolischen  Kette 
von  der  Pfeilhöhe  h  -f-  v  und  der  Spannweite  2(1  -j-  t).  Da  so- 
wohl die  Belastung  pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection,  als 
auch  die  Horizontalspannung  für  beide  Ketten  dieselbe  Grösse 
hat,  so  sind  jene  beiden  Parabeln,  welcher  die  beiden  Bogenstücke 
A  M  und  B  M  resp.  als  Theil  angehören ,  ihrer  Form  nach  iden- 
tisch. Man  kann  sich  daher  die  Kettenlinie  AMB  auch  entstanden 
denken  durch  Zusammensetzung  der  aus  Fig.  434  zu  entnehmenden 
beiden  Kettenstücke  AMX  und  BM2,  wobei  dann  zur  Wiederher- 
stellung des  Gleichgewichtes  an  der  Verbindungsstelle  M  eine  Ver- 
ticalkraft  hinzuzufügen  sein  würde  von  der  Grösse: 

1)     Q  ^pX=-p(.  +  0- 

Die  horizontalen  Coordinaten  der  beiden  Scheitelpunkte  J  und 
&  sind  nach  Fig.  433  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 


l-z 


II 


II 


* 
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2)   p(l  +  8)=U=pl+Q(l-1?T), 


Qz 


3)  r(*-H)=  w  =  vIjtyi 

aus  welchen  für  die  beiden  Grössen  $  und  t  resp.  die  Werthe  sich 


ergeben : 


*>  —f  (»-tt). 


5)    <  = 


2p/ 


Die  verticalen  Coordinaten  jener  beiden  Scheitelpunkte  kann 
mau  nunmehr  berechnen  aus  der  Parabelgleichung: 


„.      v  v-\-h  u  4-h  rv       *  \ 

aus  welcher  man  nach  Substitution  der  oben  für  s  und  t  gefun- 
denen Ausdrücke  die  Werthe  erhält: 


1\    C  —         ph 


8)    «  = 


4pZ2(Qz-f  pH' 


_  9 AI8  p  *!£z:  fH-12  (2±zilÜ 
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Fig.  435. 


Auf  ähnliche  Weise  würde  man  bei  der  in  Fig.  435  darge- 
stellten, aus  den  beiden  parabolischen  Bögen  A  C  und  B  C  zusammen- 
gesetzten Ketten- 
linie die  Lage  des 
Scheitelpunktes  für 
jede  dieser  beiden 
Parabeln  bestimmen 
können.  Für  die 
horizontalen  Coordi- 
naten  dieser  Schei- 
telpunkte erhält  man 
wie  oben  die  Glei- 
chungen : 

io)  (P-HK/-0 

=  U=-pl  +  ^ql, 

11)    p(l  +  s)=W 

=  Vl  +  -±<lly 

aus  welchen  für  die  beiden  Grössen  t  und  «  resp.  die  Werthe  sieb, 
ergeben :  .  , 

Die  verticalen  Coordinaten  derselben  kann  man  alsdann  be- 
rechnen aus  den  beiden  Parabelgleichungen: 

f1  ,  ht* 


14) 
15) 


M 


(i-ty 

o2 


oder: 


v  = 


oder:     u  —  -.ir-r—c 


P—2U 
hs2  _ 

P+2l8 


u  +  h  ~  (l  +  s)2 ' 
welche  nach  Substitution  der  oben  für  t  und  *  gefundenen  Aus- 
drücke die  folgenden  Formen  annehmen: 

16)  •  hQ2 

17)  «  = 


8(P  +  ?)(2P  +  ?)' 
hg1 


8p(2p  +  ?)' 

Indem  man  von  diesen  Scheitelpunkten  aus  die  beiden  Para- 
beln construirt  und  nachher  den  Theil  A  C  der  einen  mit  dem 
Theile  BC  der  anderen  zusammensetzt,  erhält  man  die  gesuchte 
Stützlinie  für  den  in  Fig.  435  dargestellten  Fall. 
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§  133. 
Stützlinie  mit  schiefwinkeligem  Coordinaten- System. 

Wenn   man   die   Coustruction   der   in  Fig.  436   dargestellten 
Stützlinie  und  ihrer  zugehörigen  Belastungslinie  in  der  Weise  ab- 
ändert:   dass    man 
der  Abscissen-Achse 
statt    der   horizon- 
talen Lage  eine  um 
den  Winkel   s    von 
der       Horizontalen 
abweichende     Lage 
giebt,  und  von  die- 
ser neuen  Abscissen- 
Achse  aus  die  ver- 
ticalen  Ordinaten  je- 
ner  beiden  Curven 
abträgt— in  gleichen 
Abständen  von   der  verticalen  Mittellinie  dieselben  Ordinaten  wie 
in  Fig.  436  —  so  erhält  man   die  in  Fig.  437  dargestellten  bei- 
den Curven,  von  de- 
Pig.  437.  nen  gj^jj  nachweisen 

lässt,  dass  dieselben 
ebenfalls  eine  Stütz- 
linie und  die  zuge- 
hörige Belastungs- 
linie darstellen. 

Denkt  man  sich 
in  jedem  Punkte  die- 
ser Stützlinie  die 
Spannung  derselben 
zerlegt  in  eine  ver- 
ticale  Seitenkraft  V 
und  eine  der  neuen 
Abscissen-Achse  pa- 
rallele Seitenkraft 
-Y,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  diese  letztere  in  allen  Punkten  der  Stützlinie  dieselbe 
Grösse  hat  —  ebenso  wie  in  Fig. 436  die  Horizontalspannung  H—, 
Die  verticale  Seitenkraft  hat  (wie  in  Fig.  436)  an  jedem  der  beiden 
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Endpunkte  die  Grösse  -^-,  im  Scheitelpunkte  C  die  Grösse  Null, 
und  ist  überhaupt  an  jeder  Stelle  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  436 
zu  berechnen.  Wenn  man  demnach  für  eine  der  beiden  Hälften 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  betreffen- 
den Stützpunkt  aufstellt  und  das  statische  Moment  der  Belastungs- 
hälfte mit  2K  bezeichnet,  so  erhält  man  aus 
Fig.  436  und- Fig.  437  die  Gleichungen: 

1)     H.h  =  2»  =  X.Äcoss,     oder: 

x=    H 


Fig.  438. 


COS  6 

Um  die  Spanpung  an  der  Stelle  AI  in 
Fig.  436  zu  bestimmen,  hat  mau  die  beiden 
Kräfte  V  und  H  zu  ihrer  Mittelkraft  R  zu- 
sammenzusetzen. Für  den  Winkel  a,  welchen 
die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  mit  der 
Horizontalen  einschliesst ,  ergiebt  sich  aus 
Fig.  438  die  Gleichung : 


2) 


Auf  analoge  Weise  findet  man  die  Span- 
nung an  der  Stelle  M  in  Fig.  437 ,  indem 
man  die  Mittelkraft  K  construirt  aus  den 
beiden  Kräften  V  und  X,  und  erhält  für 
den  Winkel  w,  welchen  die  Richtungslinie 
dieser  Kraft  K  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst, nach  Fig.  439  die  Gleichung: 
V  -\-  X  sin  s 


3)  tg  CO  = 

4)  tg  CD    = 


oder: 


XC08£ 

JT+iTtge 
H         ' 
welcher   man    nach   Gleichung  2)   auch   die 
folgende  Form  geben  kann: 
5)     tg  co  =  tg  a  -f  tg  e. 

Um  nachzuweisen,  dass  die  krumme  Linie 
AMCB  in  Fig.  437  eine  richtig  construirte 
Stützlinie  ist,  genügt  es  den  Beweis  zu  führen, 
dass  an  der  beliebig  gewählten  Stelle  M  die  Richtungslinie  der 
Spannung  mit  der  Tangenten-Richtung  an  dieser  Stelle  zusammen- 


Fig.  439. 
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fällt.    Für  den  Winkel  cp,  welchen  diese  Tangentenrichtung  mit  der 
Horizontalen  einschliesst,  erhält  man  aus  Fig.  440  die  Gleichung: 


6)    tg?  = 


dy  -f-  dx  .  tg  e 
dx 


Hierin  ist  -, - 
dx 


Fig.  440. 


gleich  tg  a  zu  setzen ;  denn  für  e=rO,  d.  h.  für  den 

in  Fig.  436  dargestellten 
Fall  einer  nach  recht- 
winkeligem Coordinaten- 
System  construirten  Stütz- 
linie, muss  <p  gleich  a  wer- 
den.    Hieraus  folgt,  dass: 

7)    tg  <p  =  tga  +  tge 

ist,  dass  also  der  Winkel  <p 
gleich  dem  Winkel  o>  ist, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 
Das  an  den  Figuren  436 
und  437  erklärte  Verfahren 
kann'  man  demnach  an- 
wenden, um  aus  einer  be- 
liebigen gegebenen  Stütz- 
linie eine  unendlich  grosse  Anzahl  neuer  Formen  von  Stützlinien 
abzuleiten. 

§  134. 
Darstellung  der  elastischen  Linie. als  Kettenlinie.*) 

Nach  §  119  kann  man  der  allgemeinen  DifFerenzialgleichung 
der  Kettenlinie  die  folgende  Form  geben: 
d*y 


dx.tge 


1) 


*  dx* 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  H  die  überall  gleich  grQsse  Horizon- 
talspannung der  Kette,  und  z  die  Belastung  pro  Längeneinheit  der 
Horizontalprojection  an  derjenigen  Stelle,  deren  Coordinaten  x  und 
y  sind. 

Durch  entsprechende  Wahl  der  Aufhängungsweise  und  des 
Belastungsgesetzes  oder  des  Gesetzes,  nach  welchem  z  mit  x  sich 

*)  Vergl.  Mohr's  „Beiträge  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Construc- 
tionen"  (Zeitschrift  des  hannoverschen  Architectcn-  und  Ingenieur -Vereins, 
Jahrg.  1868). 
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ändert,  kann  man  bewirken,  dass  die  Kettenlinie  eine  beliebige 
vorgeschriebene  Form,  so  z.  B.  die  der  elastischen  Linie,  annimmt. 
Für  die  letztere  wurde  in  §  4  die  allgemeine  Differenzialgleichung 
gefunden : 

2)  Ez.^  =  m, 

in  welcher  E  den  Elasticitätsmodulus  bedeutet,  I  das  Trägheits- 
moment des  Balken-Querschnittes  und  2W  das  Biegungsmoment  an 
derjenigen  Stelle,  deren  Coordinaten  x  und  y  sind. 

Wenn  man  die  obigen  beiden  Differenzial-  Gleichungen  mit 
einander  vergleicht,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  elastische 
Linie  mit  der  Kettenlinie  identisch  wird,  sobald  H=  E%  und 
z  =  9H  ist.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  die  Form  der  elastischen 

Linie  auch  durch  eine 
hängende  Kette  würde 
darstellen  können,  in- 
dem man  der  Kette 
eine  Belastung  giebt, 
welche  längs  der 
Horizon  tal-Pro j  ection 
nach  demselben  Ge- 
setze wie  das  Bie- 
gungsmoment des  Bal- 
kens sich  ändert,  und 
indem  man  zugleich 
auf  irgend  eine  Weise 
bewirkt,  dass  die  Ho- 
rizontalspannung der 
Kette  die  Grösse 
H  =  E%  annimmt, 
was  z.  B.  bei  constantem  Balken-Querschnitte  auf  die  in  Fig.  441 
angedeutete  Weise  durch  Rollen  und  Gewichte  bewerkstelligt  wer- 
den kann. 

Bei  dem  in  Fig.  442  dargestellten  Balken ,  an  dessen  Ende 
zwei  entgegengesetzte  Kräftepaare  vom  Momente  3K  wirken,  hat 
das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  dieselbe  Grösse  9K.  Man 
würde  also  für  diesen  Fall  der  Kette  eine  gleichförmig  über  die 
Horizontalprojection  vertheilte  Totalbelastung  von  der  Grösse  2  Wll 
zu  geben  haben,  und  nach  Fig.  443,  indem  man  für  die  eine  Hälfte 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Aufhänge- 


Fig.  442. 
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punkt  aufstellt,   die  Pfeilhöhe  der  Kettenlinie  oder  die  Durchbie- 
gung des  Balkens  berechnen  können  aus  der  Gleichung: 


Fig.  443. 


3)    EZ.f=^,  oder: 


/  = 


Wt.P 
2EZ' 


welche  dasselbe  Resultat 
ergiebt  wie  die  in  §  5 
gefundene  Gleichung  16). 
Um  bei  einem  an  bei- 
den Enden  unterstützten 
Balken ,  welcher  in  der 
Mitte  mit  dem  Gewichte  Q 
belastet  ist,  die  an  dieser 
Stelle  hervorgebrachte 
Durchbiegung  zu  berechnen,  würde  man  die  Belastung  der  Kette 
nach  dem   in   Fig.  16    graphisch    dargestellten    Gesetze   über    die 

Horizontalprojection     ver- 


Fig.  444. 


theilt  anzunehmen  haben, 
und  erhält  nach  Fig.  444 
auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
dem  vorigen  Falle  die 
Gleichung: 

QP       2 


—>JZX  4)  EZ.f  = 

oder:  f  =  ~w 


l, 


QP 


6EZ 


Wenn  die  Belastung 
2  p  l  des  an  seinen  End- 
punkten unterstützten  Bal- 
kens gleichförmig  über  seine  Länge  vertheilt  ist,  so  ändert  sich 
das  Biegungsmoment  längs  derselben  nach  dem  in  Fig.  18  gra- 
phisch dargestellten  parabolischen  Gesetze.  Man  erhält  also  für 
die  in  der  Mitte  hervorgebrachte  Durchbiegung  nach  Fig.  445  die 
Gleichung : 


5)    EZ.f  = 


__PP_ 


5  ,       ,        £         5       pl* 
Tl,  oder: /=li-- -^ 
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Auch  bei  einem  Balken  von  veränderlichem  Querschnitte  kann 
die  elastische  Linie  als  Kettenlinie  dargestellt  werden.    Wenn  man 

für  diesen  Fall  der  Glei- 
r rf  j  g        *  chung  2)  die  folgende  Form 

^!  giebt: 

so  erkennt  man  bei  Ver- 
gleichung  derselben  mit 
der  Gleichung  1):  dass  die 
Kettenlinie  dieselbe  Form 
annehmen  wird  wie  die 
elastische    Linie ,     sobald 

H  =  E   und    z  =  -z=r  ist. 
% 
Die  erstere  Bedingung  kann  auf  die  in  Fig.  446  angedeutete  Weise 

erfüllt  werden.     Was   die   letztere   Bedingung   betrifft,    so   würde 

Flg  446  z.  B.    in   dem   spe- 

4  l  B 

C 


ciellen  Falle,  wenn 

der      Quotient    w- 

einen  constanten 
Wrerth  hat  —  d.  h. 
wenn  das  Trägheits- 
moment des  Quer- 
schnittes nach  demselben  Gesetze  wie  das  Biegungsmoment  sich 
ändert  —  der  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection 


© 


© 


Fig.  447. 


vertheilte  Belastung  von  der 
Grösse: 

7)  z-  z  -  zn 

pro  Längeneinheit  zu  geben 
haben,  und  nach  Fig.  447 
(auf  analoge  Weise  wie  bei 
den  vorigen  Fällen)  für  die 
Pfeilhöhe  der  Kette  die  Glei- 
chung erhalten: 


8)    E.f 


oder:   /  = 
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Bei  einem  an  beiden  Enden  unterstützten  Balken,  dessen  Be- 
lastung 2p l  gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheüt  ist, 
hat  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  die  Grösse: 


9) 


aw0  = 


p 


und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  Durch- 
biegung in  der  Mitte  die  Gleichung: 


10) 


J  AT? 


in  welcher  Xn  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  der  Mitte 
des  Balkens  bedeutet. 

§  135. 
Stützlinie  für  Erd- Druck. 

Wenn  das  Belastungsmaterial  aus  Erde  oder  Sand  besteht, 
so  werden  auf  die  Kette  nicht  nur  verticale,  sondern  auch  horizon- 
tale Druckkräfte  übertragen.    Um  für  den  in  Fig.  448  dargestellten 

Belastungszustand 
Fig.  448.  dieGleichgewichts- 

'  N         m  0 form  der  (gewicht- 

los vorausgesetz- 
ten) Kette  zu  fin- 
den, hat  man  sich 
durch  den  Scheitel- 
punkt C  und  durch 
den  beliebig  ge- 
wählten Punkt  M 
verticale  Schnitt- 
flächen hindurch- 
gelegt, und  an  dem 
herausgeschnittenen  Körper  ONMC,  bestehend  aus  dem  Ketten- 
stücke MC  und  der  darüber  befindlichen  Erdmasse  ONMC,  die 
zur  Wiederherstellung  des  Gleichgewichtszustandes  erforderlichen 
Kräfte  hinzugefügt  zu  denken. 

In  §  102  wurde  für  den  horizontalen  Erd-Druck  gegen  eine 
verticale  Rechteckfläche  von  der  Länge  Eins  und  der  Höhe  h  die 
Gleichung  gefunden: 

.)    C  =  l|itg(45-+f)\ 


Ritter,  Ingenieur- Mechanik. 
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in  welcher  das  Minuszeichen  auf  den  Fall  des  activen  und  das 
Pluszeichen  auf  den  Fall  des  passiven  Erd- Druckes  sich  bezieht. 
Wenn  man  hierin  (wie  bei  den  vorigen  Fällen  schon  geschehen) 
wieder  y  =  1  und  zugleich  abkürzungsweise: 

2)    tg(45°+|-)S=Wi 

setzt,  so  ergeben  sich  für  die  gegen  die  Seitenflächen  NM  und 
0  C  wirkenden  horizontalen  Erd -Drücke  die  in  Fig.  449  angege- 
benen Ausdrücke,  und  man  er- 
hält, indem  man  für  den  Körper 
ONMC  die  Gleichgewichts- 
bedingungen aufstellt,  die  Glei- 
chungen: 

3)    H  =  Ha-%  (y'-yl), 


2 


4) 


V  =  I  y  dx. 


Für  den  Neigungswinkel  a,  wel- 
chen die  Tangentenrichtung  der 
Kettenlinie  an  der  Stelle  M  mit  der  Horizontalen  einschliesst,  er- 
hält man  ferner  nach  Fig.  449  die  Gleichung: 

5)     Ätga  =  F, 

und  wenn  man  hierin  abkürzungsweise  tga  =  «  setzt,  so  nimmt 
dieselbe  nach  Substitution  der  oben  für  H  und  V  angegebenen 
Werthe  die  Form  an: 


6)     ^-^(y'-yl^u-fydx. 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  u  differenziirt ,   gelangt  man  zu 
der  folgenden  Gleichung: 

-»\     tt        m  /  •>         ->\  dy  dx 

7)     Ht-^itf-yD-muy-^^y^. 

Die  Bedeutung  der  Grösse  u  kann  nach  der  oben  gegebenen 
Definition  ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichungen: 

du d2y 

dx       dx2 


» -=-i- 


9) 


Hiernach  kann   man  der  vorhergehenden  Gleichung,  indem   man 
darin  udx  statt  dy  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 
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10)  Ho  —  Y(y2~y^~mu7y~du=y'du'     °der: 

11)  du  = y(l+m«2)       =  d2y 

dx        „        m  ,  ,         2N        dx1  ' 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  zunächst  mit  der  Grösse 
udx  =  dy  multiplicirt  und  nachher  die  Integration  derselben  aus- 
führt (bei  welcher  zu  berücksichtigen  ist,  dass  für  x  =  0  aucli 
u  =  0  *wird) ,  so  gelangt  man  successive  zu  den  nachstehenden 
Gleichungen : 

12)  udu  =  J>d^l+mU^    ,    oder: 
2mudu    _  2mydy 


13) 


1  -|-wiwJ  m  ,  2         ,. 


14)  lg(l+mwJ)=-21g{^n-|-(t/2-^)J  +  Const, 

15)  0  =  —  21gi7„  +Const., 

16)  lg(l+ro«2)  =  21gj-  H" 


|ff« 


-?(ys-^) 


Dieser   letzteren  Gleichung   kann   man ,   indem    man   wieder  tg  a 
statt  u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

17)     l+mtg<x2  =  J -%L 


|^o -f(y5-^) 


oder: 


tf, 


18)    Hn-f(y>-yl)  =  —^===, 
*  |/l  +  mtga2 

und  wenn  man  dieselbe  alsdann  für  y  auflöst,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 


w    \  ]A-fmtga2/ 

Indem  man  ferner  den  in  Gleichung  18)  gefundenen  Ausdruck 
für  den  Nenner  in  Gleichung  11)  substituirt  (und  darin  zugleich 

ebenfalls  tg  a  statt  u  setzt),  findet  man  für  —j-~-  den  Werth: 

24* 
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Hfl      d*y  _y(\-\-m\%**f 

Nach  §  119  (Gleichung  7)  kann  nunmehr  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Stützlinie  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

21)     p  = ** 


cos  a*  y  (1  -J-  m  tg  a2)* 
aus  welcher   (wie   in  §  119)   für  den  Krümmungshalbmesser  im 
Scheitelpunkte  der  Werth  sich  ergiebt: 

22)  R=**^. 

Wenn  man   also   (wie  in   §  119)  das  Verhältniss  —     wieder 

I/o 

mit  A  bezeichnet,  so   ist  H0  =  Ayl   zu  setzen,   und  nach   Glei- 
chung 19)  wird: 

23)  yy.^1  +  li(l----l—  -). 

)    ä      y«  f     -r  m  \       ]/i_|_mtga2'' 
Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  für  den  Krümmungs- 
halbmesser die  folgende  Gleichung: 

24)    p  = -y« 


cos 


°'^l+^"'>11+fÖ-7TTO)!' 


Nach  Gleichung  2)  entspricht  (für  den  Fall  des  acliven  Erddruckes)  dem 

Werthe  <p  =  36  °  40'  der  Werth  m  =  -r- ,    und    nach   Substitution    desselben 

erhillt  man  z.  B.  für  A  —  0,1  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlen- 
werthe : 


a  =    0° 

30° 

45° 

60° 

90° 

^=     1 
.Vo 

1,015 

1,041 

1,093 

1,342 

±=    0,1 

y0 

0,134 

0,194 

0,316 

0,596. 

Wenn  man 

ein 

anderes  Mal  A 

=  3  (und  y 

wiederum  m  = 

— \  setzt,    so 

ergeben  sich  die 

folgenden  Werthe: 

n  =    0° 

30° 

45° 

60° 

90° 

^-  =    1 

1,393 

1,880 

2,618 

5 

p   =    3 

2,940 

3,23 

3,96 

4,8. 

.Vo 

Jedoch  ist  hinsichtlich  dieser  letzteren  Zahlenwerthc  zu  berücksichtigen, 
dass  der  Einfluss  des  Fehlers,  welchen  man  begeht,  indem  man  das  eigene 
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Gewicht  der  Kette  vernachlässigt,  sich  um  so  mehr  bemerkbar  machen  wir,d, 

j> 

je  grösser  die  Yerhältnisszahl  A  =  —  ist;   dass   also   einigermassen  genaue 

Resultate  bei  der  obigen  Berechnungsweise  nur  dann  zu  erwarten  sind,  wenn 
diese  Verhältnisszahl  einen  sehr  kleinen  Werth  hat. 

Um  die  oben  berechnete  Stützlinie  annäherungsweise  aus  Kreisbögen  zu 
cpnstruiren,  würde  man  wiederum  das  in  §  123  erklärte  Verfahren  anzuwenden 
haben.    Auf  analoge  Weise  würde  man  aus  den  obigen  Gleichungen,  indem 

man  darin  m  =  tg( 45°  +  -£-l   setzt,   die   Gleichgewichtsform   der  Kette   für 

passiven  Erddruck,  und  indem  man  m  =  1  setzt,  die  Gleichgewichtsform  der 
Kette  für  Wasserdruck  berechnen  können. 


§  136. 
Hängende  gewichtlose  Kette  mit  Erdbelastung. 

Wenn  bei  der  mit  Erde  belasteten  Kette  die  concave  Seite 
statt  der  convexen  nach  oben  gewendet  ist,  so  treten  Zug -Span- 
nungen an  die  Stelle 
der  Druck-Spannun- 
gen (Fig.  450  und 
Fig.  451).  In  Folge 
dessen  hat  man  für 
diesen  Fall  in  den 
Gleichungen  des  vo- 
rigen Paragraphen 
die  Grösse  -\-H  zu 
vertauschen  mit  der 
Grösse  — //(ebenso 
+  H0  mit  -J5T0). 
Die  Gleichung  3)  des 
vorigenParagraphen 
nimmt  also  für  die- 
sen Fall  die  folgende 
Form  an: 

1)    H=H0  + 

Ausserdem  hat 
man  die  (im  vorigen 
Paragraphen  mit  u 
bezeichnete)  Grösse 
tg  a  in  diesem  Falle 


Fig. 

X 

450. 

*****»"**' ,,      -*»**.,     .  . 

•  '•',' 

'.  ."' '  .'«•*•'•"** 

^.\^v;.iV\vf--\v.: 

1  I      .        .       »   *        »  *  »       • *>       •   ■  .•    1     ; 

\v.y:{;;:;? 

•.•'.V  .',,;*: \\;;:-'. ..->.■} 

*  I  *      «   -"    *,'"'    4       '     ,    ' 

•;vA'  :-V.-v  •,,y.',-V 

b<":\: 

5V 

%"\\ 

^it- 

i*VVy.^V*r/*'lV; 

s&^'.-'.v'^ 

&MS 

-IPLTS 

!>*'*-'  '  *  **  '#  '*■  •  » •*' 

*    »«•-/.'*/  ."  *   x*tjr 

a/^s^'X-:;:?; 

'.''**   ' * +ZJ^'*^ 

~ ,  i  ■"  *  ~"^^ 

Fig.  451. 
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gleich y~  (statt  gleich  -f-  ~\  zu  setzen ,   und  wenn  man  mit 

Berücksichtigung  dieser  Aenderungen  die  Rechnung  des  vorigen 
Paragraphen  wiederholt,  so  erhält  man  statt  der  Gleichungen  23) 
und  24)  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 


*>  ,-i.vr--?/(i- 


3)    p  = 


m   \         ]/l  +  mtga 


cos  a3  \  (1  +  m  tg  a2)3  (l  —  —  (W  -F.~ )) 


\  m   \     "    ]/i+»»tga2// 


während  die  Gleichungen  21)  und  22)  des  vorigen   Paragraphen 
auch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit  hehalten. 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  m  =  -v- 

setzt,  so  erhält  man  z.  B.  für  A  =  0,1  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe : 

a  =    0°  30"  45°  00"  90° 

i?-=    1  0,984  0,957  0,897  0,447 

I/o 

i=    04  0,139  0,212  0,385  1,790. 

2/o 

§  137. 
Sttttzlinie  für  Wasserdruck. 

Für  Wasserdruck  ist  der  natürliche  Böschungswinkel  <p  gleich 
Null  zu  setzen,  und  aus  der  Gleichung  2)  des  §  135  ergiebt  sich 
für  diesen  Fall  der  Werth  m  =  1.  Hiernach  nehmen  die  Glei- 
chungen 3),  21),  23),  24)  des  §  135  für  den  Fall  des  Wasser- 
druckes resp.  die  folgenden  Formen  an: 

1)  H=H0-±tf-yl), 

2)  9y  =  Ry,  =  Ayl, 

3)  y  =  y,  1/1  +  24(l-cosa)~ 
4y„ 


4)      p  = 


1/1  +  24(1—  cosa) 


Die  Gleichung  -2)  zeigt,  dass  das  Product  aus  dem   Krüm- 
mungshalbmesser der  Stützlinie  an  einer  bestimmten  Stelle  in  den 
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Abstaud  derselben  vom  Wasserspiegel  in  allen  Punkten  der  Stütz- 
linie dieselbe  Grösse  hat. 

Nach  Fig.  448  hat  die  in  der  Kette  stattfindende  Druck- 
Spannung  an  der  Stelle  M  die  Grösse: 

5)  k=  H      Ho-T(y2-yl) 

cos  oc  cos  a 

und  wenn  man  hierin  für  cos  a  den  aus  der  Gleichung  3)  zu  ent* 
nehmenden  Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

6)  K=H0  =  Ayl 

welche  zeigt,  dass  diese  Druck-Spannung  ebenfalls  in  allen  Punkten 
der  Stützlinie  dieselbe  Grösse  hat  und  jenem  Producte  py  gleich  ist. 
Die  von  den  festen  Unterstützungspunkten  der  Kette  geleisteten 
Gegendrücke  haben  also  ebenfalls  die  Grösse: 

7)  W=fft=sBy9  =  Ayl 

Um  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  zu  berechnen, 
hat  man  (wie  in  §  122  gezeigt  wurde)  den  Differenzialquotienten 
von  p  nach  a  zu  bilden,  und  erhält  nach  Gleichung  4)  den  Ausdruck: 

8)  dJ-  =  —  A2y,  sin a  {l  +  2A  (1  —  cos a)}~*, 

welcher  nach  Substitution  des  für  den  letzteren  Factor  aus  Glei- 
chung 4)  zu  entnehmenden  Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 

c»    ^P  __  P3sina 
*>     da-       ~  Ayl     ' 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Eckpunkte  der  Evolute  den  Werthen 
a  =  ü,  sowie  den  Werthen  a  =  +  180°  und  a  =  —  180°  ent- 
sprechen. 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  erhält  man  z.  B.  für  A  =  1 
und  yü  =  1   die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

ol  =    0°  60°  90°  120°  180° 

y  =     1  ]/ 2~  1/3  2  1/5" 

_  J_  1  \_  1 

Um  die  zugehörigen  Werthe  der  Abscisse  x  zu  erhalten,  würde 
man  die  Stützlinie  aus  Kreisbogen-Elementen  zusammengesetzt  sich 
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Fig.  452. 
0,86  086 


zu  denken  und  die  Horizontal  -  Projectionen  dieser  Kreisbögen  zu 
summiren  haben.  Denn  nach  Fig.  448  ist  dx  —  pda  .  cosa  zu 
setzen,  also: 

10)     x  =  I  p  da  .  cos  a  =  j  p  .  d  (sin  a). 

Wenn  mit  Äp  <ß2,*Ä3  ...  die  Halbmesser  jener  Kreisbogen- 
Elemente  und  mit  an  a2,  a3  .  .  .  die  Winkel  bezeichnet  werden, 
welche  an  den  Endpunkten  jener  Kreisbogen  die  Tangentenrich- 
tungen  mit  der  Horizontalen  einschliessen,  so  kann  man  die  Grösse 
x  annäherungsweise  auch  berechnen  aus  der  Gleichung: 

11)    x  =  Rx  sin  otj  +  ^2  (sin  a2  —  s*n  aj )  4" ^3  (s*n  <*3  —  sin  a2)  + . . ., 

welche  um  so  genauere 
Resultate  liefern  wird, 
je  kleiner  die  jenen 
Kreisbogen  -  Elementen 
entsprechenden  Win- 
kel aM  (a2  —  <xt), 
(a3  —  Gt2)...  gewählt 
werden.  (Vergleiche 
Fig.  416.) 

Als  Halbmesser  eines 
jeden  solchen  Kreis- 
bogens kann  man  das 
arithmetische  Mittel 
der  beiden  Werthe  von 
p  wählen,  welche  den 
Endpunkten  desBogens 
entsprechen.  Bei  An- 
wendung dieser  Berech- 
nungsmethode erhält 
man  für  den  oben  angenommenen  Fall  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe : 


a  =     0* 
x 


y«i 


=    o 


60° 
0,77 


90° 
0,86 


120° 
0,79 


180° 
0,39. 


Die  Form  der  Kettenlinie  und  die  Evolute  derselben  nebst 
ihren  drei  Eckpunkten  */,  0,  J  sind  in  Fig.  452  dargestellt 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Hängende  gewichtlose  Kette  mit  Wasser -Belastung. 


377 


Fig.  453. 


Wenn  das  Wasser  gegen  die  concave  (anstatt  gegen  die  con- 
vexe)  Seite  der  Kette  drückt  (Fig.  453),  so  bleibt  die  Gleichge- 
wichtsform der  Kette 
dieselbe;  die  überall 
gleich  grosse  Span- 
nung der  Kette  wird 
in  diesem  Falle  eine 
Zug-Spannung  von  der 
Grösse  y\  =  1,  wäh- 
rend bei  dem  vorigen 
Falle  die  Spannung 
der  Kette  eine  Druck- 
Spannung  von  der- 
selben Grösse  war. 
Da  als  Krafteinheit 
das  Gewicht  des  Be- 
lastungsmaterials pro 
Cubikeinheit  gewählt 
wurde,  und  1  Cubik- 
meter  Wasser  1000 
Kil.  wiegt,  so  wird 
demnach  für  den  Fall, 
in  welchem  die  Länge 
eines  Meters  die  Längeneinheit  bildet,  die  Spannung  der  Kette 
(sowie  auch  der  Widerstand  jedes  der  beiden  Unterstützungspunkte) 
1000  Kil.  betragen. 

§  138. 
Hängende  gewichtlose  Kette  mit  Wasser- Belastung. 

Um  die  Gleichgewichtsform  der  hängenden  Kette  zu  linden, 
hat  man  in  den  Gleichungen  des  §  136  ebenfalls  überall  m  =  1 
zu  setzen;  man  erhält  dann  für  diesen  Fall  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

1)  H=H„  +  ±(f-yl), 

2)  PZ/  =  ^„, 

3)  i/  =  y„Vl-  2A(1  -cos«), 

Ay» 


4)     p  = 


1/1  —  24(1  —  cos  a)' 
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Fig.  454. 


Ausserdem  behalten  die  Gleichungen  6)  und  11)  des  vorigen 
Paragraphen  auch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit.     Die  Spannung 

der  Kette  ist  also  eine  überall  gleich 
grosse  Zug-Spannung  von  der  Grösse  Ay\. 

Wenn  man  A  =  —    und    ylt  =  \T& 

setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen 
Gleichungen  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe: 


a  =       0° 
y=Vb 

P 


60° 
2 


1 


V5 
x=      0 


90° 

1 
0,40    0,47 


1 
2 


120" 
1/2 

1 
1/2 

0,38 


180° 

1 

1 
—  0,39, 


Fig.  455. 


aus  welchen  für  die  eine  Hälfte  der 
Kettenlinie  dieselbe  Form  sich  ergiebt, 
welche  im  vorigen  Paragraphen  für  .4  =  1 
und  y0  =  1  gefunden  wurde  (Fig.  453).  Wenn  man  sich  jedoch 
die  Construction  der  Kettenlinie  an  jeder  Seite  nur  bis   zu  dem 

Werthe  a  =  90°  fortgesetzt  denkt,  so 
erhält  man  die  in  Fig.  454  dargestellte 
Form. 

Wrenn  mit  ylJ{)  und  p00  resp.  die 
Werthe  von  y  und  p  bezeichnet  werden, 
welche  dem  Werthe  a  =  90°  ent- 
sprechen, so  ist  nach  den  Gleichun- 
gen 3)  und  4): 

5)  y,o=yoViz-'2Äy 


6)    p9« = 


1/1  —  24 


Die  vorletzte  Gleichung  zeigt,  dass 
A  =  -y  gesetzt  werden  muss,  wenn 

y90  gleich  Null  sein  soll,  und  die  letztere  zeigt,  dass  alsdann  zu- 
gleich p9ü  unendlich  gross  wird  (Fig.  455).  Für  diesen  Fall  erhält 
man  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen,  indem  man  zugleich 
yQ  —  1  setzt,  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe  : 
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a  =  0" 

30" 

60° 

90° 

y=    i 

0,93 

0,707 

0 

p  =  0,5 

0,537 

0,707 

oo 

*  =  0 

0,255 

0,47 

0,6 

Auf  analoge  Weise   ist  der  Fall  zu  behandeln,  in   welchem 
als  Bedingung  vorgeschrieben  ist,  dass  die  Grösse: 

Fig.  456. 


7)  y,o  =  yoVi  —  A 


gleich  Null  werden 
soll  (Fig.  456).  Dieser 
Bedingung  entspricht 
der  Werth  A  =  1, 
und  wenn  zugleich 
wieder  y0  =  1  ge- 
setzt wird,  so  er- 
geben sich  für  diesen 
Fall  die  nachfolgenden  Werthe: 

a  =  0°  15°  30°  45°  60° 

y  =  1  0,965  0,856  0,644  0 

p  =  1  1,036  1,17  1,55  oo 

x  =  0  0,26  0,525  0,8  1,25. 

Ebenso    der  Fall,  in   welchem  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist, 

dass  die  Grösse: 

Fig.  458. 

8)       0120= 

y0l/T=8Z 

gleich  Null  sein  soll 
(Fig.  457).  Dieser  Be- 
dingung   entspricht 

der  Werth  A  =  —  > 
o 

und  wenn  man  zu- 
gleich wieder  y()  =  1 
setzt ,  so  erhält 
man  die  folgenden 
Werthe : 
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a  =  0° 

30° 

G0° 

90« 

120 

y-    l 

0,954 

0,816 

0,577 

0 

1 

p=  T 

0,349 

0,408 

0,577 

oo 

x  =     0 

0,17 

0,3 

0,36 

0 

0,15. 

In  allen  diesen  Fällen  bleibt  die  Gleichgewichtsform  dieselbe, 
wenn  das  Wasser  gegen  die  convexe  —  anstatt  gegen  die  concave  — 
Seite  der  Kette  drückt,  in  welchem  Falle  die  Spannung  der  Kette 
wiederum  eine  Druckspannung  wird  (Fig.  458). 

§  139. 
Kette  mit  Wasserdruck  und  mit  eigenem  Gewichte  belastet. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  das  eigene  Gewicht  der  mit  Wasser- 
druck belasteten  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Bogenlänge  der- 
selben vertheilte  Belastung  bildet,  von  der  Grösse  q  pro  Längen- 
einheit     (Fig.  459). 
Fig.  459.  Um     die     Gleichge- 

p        x        ®  wichtsforni  der  Kette 

zu  finden,  hat  man 
zunächst  (auf  dieselbe 
Weise  wie  in  §  1 35)  für 
den  Theil  OPMC  die 
algebraische  Summe 
der  Horizontalkräfte 
gleich  Null  zu  setzen; 
man  erhält  dann  nach 
Fig.  450  die  Glei- 
chung: 

1)    H=Ko,os*  = 

Für  den  Differenzial- 
quotienten  von  H, 
nach  y  genommen,  er- 
giebt  sich  aus  dieser 
Gleichung  der  Werth : 

2)  -dj  =  -y- 


--i0 


.1 


Fig.  460. 


CK, 
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Wenn   man   sich   ferner   bei    dem    in   Fig.  461   dargestellten 

Bogen-Elemente  MN  eine  jede  der  wirkenden  Kräfte  zerlegt  denkt 

Pig.  461.  Pig.  462.  *n  zwe*  Seitenkräfte,  von 

denen  die  eine  tangential, 

\         Jp^  \  hy     die  andere  normal  zu  dem 

**•*  \^7  Bogen-Elemente  gerichtet 

4**     %>*  */n\  *8''    80  er^^  man  nac^ 

jß^    \    x  ^^  \         Fig.  462,  indem  man  die 

x         qdt  algebraische  Summe  der 

tangential  gerichteten  Seitenkräftc  gleich  Null  setzt,  die  Gleichung: 

3)  0  =  dK  —  q  .  ds  sin  a, 

welcher  man,  da  ds  sin  a  =  dy  ist,  auch  die  folgende  Form  geben 
kann:  * 

4)  dK=qdy. 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  KQ  und  üf,  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  yn  und  y  —  erhält  man  für  K  die  Gleichung: 

5)  K=Ka+q{y-yn). 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  Gleichung  1),  für 
cos  öl  aufgelöst,  die  folgende  Form  an : 

b)     cos  ol  =  -jr  =  -j^— -. T s-  • 

Diese  Gleichung  kann  man  benutzen,  um  die  Ordinate  y  als 
Function  des  Winkels  a  darzustellen ;  man  erhält  durch  Auflösung 
derselben  für  y  den  Werth: 

7)    y  =  —  q  cos  a  +K(#n  +  ?  cos  a)2  +  2Kn  (1  —  cos  a). 

Wenn  man  (wie  in  §  135)  die  Grösse  tg  a  =  -j*  wieder  mit 
i  dx 

u  bezeichnet,  so  ist  =  ]/l-j-«2  zu  setzen;  folglich  ist: 


cos  a 


8)    1+«>  =  _L,  =  (£)'. 

1  cosa2       \HJ 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  y  differenziirt,   gelangt  man  zu 
der  folgenden  Gleichung: 


*»  =£ -£(*£-*$• 


Digitized  by  V^iOOQIC 


382  Siebenter  Abschnitt.    §  139. 

und  wenn  man  hierin  auf  der  linken  Seite  u  dx  statt  dy,  auf  der 
rechten  Seite  für  die  Differenzialquotienten  die  resp.  aus  den 
Gleichungen  2)  und  4)  zu  entnehmenden  Werthc  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

Nach  §  119  (Gleichung  7)  kann  nunmehr  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Kettenlinie  berechnet  werden  aus   der  Gleichung: 

11)     —  =  cos  a3 .  -j-~  i 
p  dx2 

aus  welcher  man  nach  Substitution  der   in  den  Gleichungen  6) 

und  10)  resp.  für  die  Grössen  cos  a  und  -j- ,-  gefundenen  Aus- 
drücke den  folgenden  Werth  für  p  erhält: 

Für  y  =  y()  wird  K  =  K{)  und  ebenso  auch  H  =  K0.  Der 
Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  hat  also  die  Grösse: 

13)  R=  --50—- 

Nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  Ä"0  zu  ent- 
nehmenden Werthes  kann  man  den  Gleichungen  1),  5),  11),  12), 

wenn  das  Verhältniss    --  =  n  und  zugleich  wieder  das  Verhiiltniss 

—  =  A  gesetzt  wird,  resp.  die  folgenden  Formen  geben : 

14)  H^yl{A(n+l)-±-(V>-l)\,       . 

15)  tf  =  yj  |4(n+l)+  »(-*"-l)Ji 

16)   y  =  ya  { — n  cosa  4"  V^(l4"ncosa)2+2^(w+l)(l  —  cosa)}. 

Aus  Gleichung  16)  kann  man  für  jeden  willkürlich  gewählten 
Werth  von  a  den  zugehörigen  Werth  von  y  berechnen.  Hiernach 
findet  mein  aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  die  entsprechenden 
Werthe  von  H  und  Ä",  worauf  dann  der  zugehörige  Krümmungs- 
halbmesser aus  Gleichung  17)  berechnet  werden  kann. 
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Aus  den   obigen   Gleichungen   ergeben   sich   für  A  =  1   und 

w=-^-,   wenn   zugleich   yt)—l   gesetzt  wird,   die  nachfolgenden 

zusammengehörigen  Werthe: 


Fig.  463. 


a  = 

y  = 

H  = 


K=    ^ 


0° 

90° 

180° 

1 

2 

3 

3 
2 

0 

5 
2 

3 

5 

2 

2 

2 

1 

1 

1. 

p  = 

Die  Kette  bildet  also  in  diesem 
Falle    eine    geschlossene    Kreislinie 
vom  Halbmesser  7?=1  und  befindet 
^^  sich   (ohne   der  Widerstände   fester 
Unterstützungspunkte   zu   bedürfen) 
im     schwimmenden     Gleichgewichts- 
zustande (Fig.  463). 
Für  n  =  0  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen  wiederum 
dieselben   Resultate,  welche  in  §  137   für  die  gewichtlose  Kette 
gefunden  wurden. 

§  140. 
Hängende  Kette  mit  eigenem  Gewichte  und  Wasser  belastet. 

Bei  dem  in  Fig.  464  dargestellten  Falle  hat  man  (wie  in  §  138) 
die  im  vorigen  Paragraphen  mit  u  bezeichnete  Grösse  tg  a  wieder 

gleich  —  -~  zu  setzen  (ebenso  ds  .  sin  a  =  —  dy).  Die  Glei- 
chungen 4)  und  .5)  des  vorigen  Paragraphen  nehmen  also  für 
diesen  Fall  die  folgenden  Formen  an: 

1)    dK  =  —  q  -  dy, 
"2)     K  =  K0-q(y-yn). 

Nach   Fig.  465   erhält  man   ferner  statt  der  Gleichungen  1) 
und  2)  des  vorigen  Paragraphen  für  diesen  Fall  die  Gleichungen: 

3)     H  =  K.+±(y*-yl), 
4>    ^  =  +  *' 
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und  wenn  man  mit  Berücksichtigung  dieser  Aenderungen  die  Rech- 
nung auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  fortsetzt, 
so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

5)    y  =  y{]  { —  n  cos  a  -j-|/(l  -f-  n  cos  a)2 —  2A  (1  +  w)  (1  —  cos  a)} , 

6)  H  =  ^J^l(l+n)+|(^-l)J, 

7)  iT  =  y;^(l+n)-»(X_i)J, 


8)     p-s: 


ü:2 


önyQ  +  Ky' 

Diese  Gleichungen  würde  man  benutzen  können,  um  bei  den  ver- 
schiedenen in  §  138  untersuchten  Fällen  die  wegen  des  zu  berück- 
sichtigenden Eigen- 
gewichtes der  Kette 
erforderlichen  Cor- 
rectionen  auszufüh- 

v  1 

ren.      r  ur    n  =  — 

erhält  man  aus  Glei- 
chung 5) ,  indem 
man  zugleich  wieder 


2/o 
Werth: 


1    setzt ,    den 


9)  y9(i  =VT=SÄ. 


zeigt,  dass  A  =  -«- 


Diese  Gleichung 
_1_ 
3 
zu  setzen  ist,  wenn 
Pig.  465.  die     Ordinate     y90 

gleich  Null  werden 
soll  (dem  in  Fig.  455 
dargestellten  Falle 
entsprechend).  Für 
diesen  Fall  ergeben  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  die  folgenden 
Werthe : 
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o  = 

y  — 

H  = 
K  =. 

P  = 


30* 

60' 

90' 

0,952 

0,781 

0 

0,454 

0,305 

0 

0,476 

0,610 

1 

0,335 

0,590 

oo. 

0° 

1 

_1_ 

2 

\_ 
2 

3 

§  141. 
Kette  mit  Wasserdruck  von  unten. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  459   an  jedem  Bogen -Elemente  der 
Kette  die  Richtung  des  Wasserdruckes  in  die  entgegengesetzte  ver- 
wandelt, so  gelangt 

Fig.  466.  j  7 

man  zu  dem  m 
Fig.  466  dargestell- 
ten Falle,  bei  wel- 
chem das  Wasser 
von  unten  gegen  die 
Kette  drückt.  Um 
Hl  die  Gleichgewichts- 
form der  Kette  für 
diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  demnach 
in  den  Gleichungen 
des  §  139  überall 
diej  enigen  Glieder^ 
welche  die  Wasserdrücke  repräsentiren,  mit  „Minus  Eins"  zu  multi- 
pliciren.  Statt  der  Gleichungen  1)  und  2)  des  §  139  erhält  man 
alsdann  die  folgenden  Gleichungen: 

1)     H=K„  +  ±(y*-yl), 

während    die   Gleichungen  4)   und  5)   des  §  139   ihre   Gültigkeit 
beibehalten. 

Wenn  man  mit  Berücksichtigung  dieser  Aenderung  die  Rech- 
nung auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  139  fortsetzt,  so  erhält  man 
für  y  und  p  resp.  die  Gleichungen: 

Ritter,  Ingenieur- Mechanik.  25 
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3)    y  =  q  cos  a  +  V  (#o  —  ?  cos  a)2  —  2Ä"n  (1  —  cos  a), 
ÜT2 

Aus  der  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  für  den  Krümmungs- 
halbmesser im  Scheitelpunkte  der  Werth: 

5)    ß=     K«  — 


9  —  y« 

und  mit  Benutzung  des  aus  dieser  Gleichung  für  die  Grösse  K0 
zu  entnehmenden  Ausdruckes: 

6)     K,=  R(q-y«)  =  Ayl{n-\) 
erhält  man  statt  der  Gleichungen  16),   14),   15),  17)  des  §  139 
für  den  vorliegenden  Fall  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 

7)    y  =  y{)  \n  cos  a  +  ]/(l  —  n  cos  a)2  —  2A  (n  —  1)  (1  —  cos  a)| , 

8)  H=yl{A(n-l)+±(£-l)}, 

9)  K=yl{A(n-l)  +  n(j--\)\, 

10)  f=v     A      ^. 
J     Y        Hny{)  —  Ky 

Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  K0  positiv  ist,  sobald  n  grösser 
ist  als  Eins,  und  die  Gleichung  9)  zeigt,  dass  in  diesem  Falle 
auch  die  Kraft  Ä"  überall  positiv  ist.  Die  Spannung  der  Kette 
wird  daher  an  allen  Stellen  eine  Druck  -  Spannung  sein,  wenn  q 
grösser  ist  als  #0,  d.  h.  wenn  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längen- 
einheit grösser  ist  als  das  Gewicht  einer  Wassersäule  von  der 
Höhe  yQ  und  vom  Querschnitte  gleich  der  Flächeneinheit. 

Für  A  =  2  und  n  =  2  nimmt  die  Gleichung  7),  wenn  darin 
wiederum  yu  =  1  gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an: 

11)  y  =  2  cos  a  +  ]/(l  —  2  cos  a)2  —  4  (1  —  cos  a), 

und  wenn  hierin  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 
Null  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  der  Werth: 

12)  cosa=g-|A3     oder    a  =  30°. 

Man  erkennt  aus  Gleichung  11),  dass  y  imaginär  wird,  wenn 
cos  a  kleiner  ist  als  ^-J/3,  d.  h.  wenn  a  grösser  ist  als  30°. 
Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  hier  angenommenen  Falle  die  Tan- 
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gentenrichtung  der  Kettenlinie  an  keiner  Stelle  mit  der  Horizon- 
talen einen  Winkel  einschliessen  kann,  welcher  grösser  ist  als  30°. 
pjg  467  Zugleich  ergiebt  sich 

aus  Gleichung  11), 
dass  jedem  kleineren 
Werthe  des  Winkels  a 
immer  zwei  verschie- 
dene Werthe  von  y 
entsprechen,  während 
dem  WTerthe  a  =  30° 
selbst  nur  ein  Werth 
von  y  entspricht, 
nämlich   der   Werth : 

Für  den  hier  angenommenen  Fall  erhält  man  aus  den  oben 
gefundenen  Gleichungen  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 
Zahlenwerthe : 


y  =  l 

1,0763 

V* 

2,787 

3 

a  =   0° 

15° 

30° 

15° 

0° 

H=      2 

2,079 

3 

5,362 

6 

K=      2 

2,153 

2V"3 

5,575 

6 

p=+2 

+  2,515 

oo 

-6,3 

—  6. 

Die  eine  Hälfte  der  Kettenlinie  (entsprechend  den  Ordinaten 
von  y  =  1  bis  y  =  3)  nimmt  hiernach  die  in  Fig.  467  dargestellte 
Form  an,  bei  welcher  die  Enden  der  Kette  an  feste  verticale  Wände 
mit  Horizontaldruck  sich  anlehnen,  und  wenn  man  sich  die  Con- 
struction  der  Linie  nach  beiden  Seiten  hin  weiter  fortgesetzt  denkt, 
so  erhält  man  die  in  Fig.  468   dargestellte  wellenförmige  Linie, 


Fig.  468. 


für  deren  Wellen  eine  um  so  kleinere  Höhe  sich  ergeben  wird, 
je  mehr  die  Zahl  n  dem  Grenzwerthe  1  sich  nähert.     Für  n  =  1 

25* 
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wird  die  Höhe  der  Wellen  gleich  Null,  und  die  Wellenlinie  geht 
in  eine  horizontale  gerade  Linie  über  (Fig.  469). 

Wenn  n  kleiner  ist  als 
Fig.  469.  Eins,  so  wird  die  Druck- 

Spannung  K  negativ,  d.  h. 
-..    die  Druck -Spannung  geht 
ti    über  in   eine  Zug-Span- 
/-    nung.     Man  kann  daher 
-f    für  diesen  Fall  den  Glei- 
=7    chungen  6) . . .  10),  indem 
man  —  K  statt  -f-  -K"  setzt 
(ebenso  — K0  statt  +  A',  und  — H  statt  -f-  H),  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 

13)    Kn=R(yfl-q)  =  Ayl{l-n), 
14)     y  =  yn  {»»  cos <x  — f— "|/^(1  — «  cos  a)2 -f- 2 .4  ( 1  —  n)  (1  — 

15)  tf=y:^a -.)-!$-!)}. 

16)  jr=yjj4(l_„)_„(Ä_i)j, 

17)  p  = 


cosa) 


}, 


K2 


Ky  —  #  ny{) ' 

in  welchen  die  Grössen  K  und  JTrt  nunmehr  Zug -Spannungen  be- 
deuten. 

Für  n  =  -  -  und  -4=1  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 

indem  man  zugleich  wieder  yu  =  1  setzt,  die  folgenden  Werthe : 


a  = 

0" 

90° 

180" 

y  = 

1 

V'a 

1,562 

H  = 

1 

0 

-  0,219 

K  = 

i 

2 

0,293 

0,219 

P  = 

i 

0,207 

0,106, 

nach  welchen  für  den  in  Fig.  453  dargestellten  Fall  die  Ketton- 
linie  zu  construiren  sein  würde,  wenn  das  eigene  Gewicht  der 
Kette  mit  berücksichtigt  werden  soll. 
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§  142. 
Hängende  Kette  mit  Wasserdruck  yon  unten. 

Wenn  man   sich   in  Fig.  464   ebenfalls   die   Richtungen   der 
Wasserdrücke  gegen  die  Kette  in  die  entgegengesetzten  verwandelt 

denkt    und   demge- 


Pig.  470. 


mäss  in  den  Rech- 
nungen, welche  zu 
den  Gleichungen  des 
§  140  führten,  die- 
jenigen Glieder, 
welche  die  Wasser- 
drücke repräsenti- 
ren ,  überall  mit 
„minus  Eins"  multi- 
plicirt,  so  erhält 
man     für    den    in 


Fig.  470  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen: 


1)    y  =  y0  jwcosa±|/(l  —  n  cos  et)2  +  '2A(n  —  1)  (1  —  cosa)|, 

2)  H  =  ylixA(n-l)-^-l)\r 

3)  if=yj{^(n-l)-n(J-l)j, 

,x K^_ 

*>     *-Hny,-Ky' 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  die  Zug-Spannung  K  überall  po- 
sitiv wird,  sobald  n>  1  oder  q>y0.  Wenn  man  beispielsweise 
n  —  2  und  A  =  \  setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen 
(indem  man  zugleich  wieder  y{)  =  1  setzt)  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Werthe: 


a  =   0° 

30"   • 

60° 

y=    i 

0,835 

0 

H  =      1 

1,151 

1,5 

K=      1 

1,329 

3 

P=   1 

1,482 

3. 

Die  Kettenlinie  nimmt  demnach   für  diesen  Fall  (in   ihrem 
unterhalb  des  Wasserspiegels    befindlichen   Theile)    eine   der    in 
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Fig.  456  dargestellten  Kettenlinie  ähnliche  Form  an,  insofern  die 
Tangentenrichtuiig  der  Kettenlinie  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels 
hier  ebenfalls  einen  Winkel  von  60°  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst.  Oberhalb  des  Wasserspiegels  geht  die  Kettenlinie  über 
in  eine  gemeine  Kettenlinie  von  der  Horizontalspannung  1,5 
(vergl.  §  126). 

Wenn  n  kleiner  ist  als  Eins,  so  wird  die  Zug -Spannung  K 
negativ,  d.  h.  die  Zug-Spannung  geht  über  in  eine  Druck-Spannung. 
Man  kann  daher  für  diesen  Fall  den  obigen  Gleichungen,  indem 
man  darin  —  K  statt  -|-  K  (ebenso  —  H  statt  -f-  H)  setzt,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 

5)    y  :=  yo  \n  cos  et  +  ]/ (1  —  n  cos  a)2 —  2A  (1  —  n)  (1  —  cosa){ , 

6)  ff«rf^(l-.)+!(£-l)}, 

7)  tf=^(i-„)  +  „(JL_i)j, 

in  welchen  die  Grösse  K  nunmehr  wieder  eine  Druck -Spannung 

bedeutet. 

2 
Für  n  =  -s-  und  A  =  2  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 

indem  man  zugleich  y0  =  3  setzt,  die  Werthe : 


y=  3 

2,787 

Vü 

1,0763 

1 

<x  =    0° 

15° 

30° 

15° 

0° 

H=    6 

5,362 

3 

2,079 

2 

K=    6 

5,575 

2^3 

2,153 

2 

p=    6 

6,3 

oo 

—  2,515 

—  2. 

Diese  Zahlenwerthe  entsprechen  derselben  wellenförmigen  Linie 
(Fig.  468),  welche  im  vorigen  Paragraphen  bereits  für  den  dort 
angenommenen  Fall  -4  =  2,  n  =  2  und  yQ  =  1  gefunden  wurde. 

Für  n  =  —  und  A  =  -^-  ergeben  sich  aus  den  obigen  Glei- 
chungen, wenn  darin  zugleich  y0  =  3  gesetzt  wird,  die  Werthe: 
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0° 

90" 

180 

3 

2 

1 

5 
2 

0 

3 
2 

5 
~2~ 

2 

3 
2 

1 

1 

1. 
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OL    = 

y  = 

H  = 

K  = 
P  = 

Man  erhält  also  für  diesen  Fall  wiederum  eine  geschlossene 
Kreislinie,  und  zwar  dieselbe  Kreislinie  (Fig.  463),  welche  in  §  139 

für  den  dort  angenommenen  Fall  7i  =  — ,  -4  =  1  und  y0  =  1 
gefunden  wurde. 

Wenn  man  n  =  -^-  und  A  =  \  setzt,  so  nehmen  die  obigen 
Gleichungen  für  yQ  =  1  die  folgenden  Formen  an: 

y  =  cos  a,  Hy  =  -<r-  cos  a1, 

p  =  1 ,  K  =  -=-  cos  a , 

und  zeigen,  dass  die  Kettenlinie  in  diesem  Falle  eine  Halbkreis- 
linie bildet,  deren  Mittelpunkt  in  der  Wasserspiegel -Ebene  liegt 
(Fig.  471).    Da  ferner  K=0  wird  für  a  =  90°,  so  befindet  sich 

diese  halbkreisförmige  Kette, 
Fig.  471.  ohne  der  Widerstände  fester 

t  l  l         tSTS=T^r.  Unterstützungspunkte  zu  be- 

IHS  dürfen,     im     schwimmenden 

ir-™||   Gleichgewichtszustande. 

£y^=^         Die   Gleichung  5)   nimmt 

j*      __ ^p   nach  Substitution  des  Werthes 

^— —-^--i^    a  =  90°  die  folgende  Form  an : 

Wenn  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist,  dass  die  Kettenlinie 
die  Wasserspiegel-Ebene  mit  verticaler  Tangentenrichtung  schneiden 
soll,  so  ist  y  =  0  zu  setzen,  und  man  erhält  die  Bedingungs- 
gleichung : 

10>    ^=2(1^- 
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1  2 

Für  «  =  -.-  würde  hiernach  A  =  -s- 
4  3 


zu    setzen    sein,    und 


man  erhält  für  diesen  Fall  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen, 
indem  man  zugleich  wieder  ya  =  1  setzt,  die  folgenden  Werthe: 


y  = 
H= 

P  = 


0° 

1 

_1_ 

2 

1_ 

2 

2_ 

3 


30" 
0,909 

0,4132 
0,4773 
0,690 


45° 
0,797 

0,3177 
0,4493 
0,724 


60" 
0,6404 

0,205 

0,4101 

0,796 


90° 
0 

0 

J_ 
4 

oo. 


Wenn  man  die  Berechnung  der  Abscissen  x  nach  der  Glei- 
chung 11)  des  §  137  ausführt,  so  findet  man  für  asM  den  Werth 

0,73.  Da  Km  gleich  -j-,  also  gleich  dem  Gewichte  eines  Ketten- 
stückes von  der  Länge  Eins  ist,  so  wird  die  Kette,  ohne  der 
Widerstände  fester  Unterstützungspunkte  zu  bedürfen,  im  schwim- 
menden Gleichgewichtszustande  sich  befinden,  wenn  auf  die  in 
Fig.  472  dargestellte  Weise  an  jedem  Ende  der  Kette  ein  in  ver- 
ticaler  Richtung  über  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von 
der  Länge  Eins  hinzugefügt  wird. 


Flg.  472. 


Fig.  473. 


0,73 


.0,73 


0.73 


ft        •-  -'  ■       •  ',  >..J,  >  ■ 


Da  der  Gleichgewichtszustand  .  der  Kette  nicht  gestört  wird, 
wenn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  in  einen  festen  Punkt  ver- 
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wandelt  wird,  so  gelten  die  obigen  Resultate  auch  für  die  in 
Fig.  473  dargestellte  Kette,  welche,  an  ihrem  unteren  Ende  durch 
einen  festen  Punkt  unterstützt,  als  ein  Theil  der  vorigen  zu  be- 
trachten ist. 

Auf  analoge  Weise  würde  bei  dem  in  Fig.  458  dargestellten 
Falle  die  wegen  des  zu  berücksichtigenden  Eigengewichtes  der  Kette 
erforderliche  Correction  auszuführen  sein. 

§  143. 

Kette  von  gleichem  Widerstände  mit  Wasserdruck  und 

eigenem  Gewichte  belastet. 

Wenn  der  Querschnitt  der  Kette,  und  in  Folge  dessen  auch 
das  Gewicht  pro  Längeneinheit  derselben,  proportional  der  Ketten- 
spannung sich  ändert  —  wie  es  erforderlich  sein  würde,  wenn 
die  Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes  überall  dieselbe 
Grösse  haben  (die  Kette  also  einen  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände bilden)  soll  —  so  ist  (wie  in  §  129): 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  q  zu  entneh- 
menden Werthes  erhält  man  —  statt  der  Gleichung  4)  des  §  139  — 
für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

2)    dK=*»K-.dy,    oder:    **  =  j±-.dy. 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  KQ  und  2T,  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  y0  und  y  —  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 


3>  *(-£)-£<*-*>'  oder: 


4)    K  =  Ktt.eK°         . 

Mit  Benutzung  des  aus  Gleichung  1)  für  q  zu  entnehmenden 
Werthes  erhält  man  ferner  (nach  §  139,  Gleichung  12)  für  den 
Krümmungshalbmesser  die  Gleichung: 

«  K 
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aus  welcher  für  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  der 
Werth  sich  ergiebt: 

6)    R  Kn 


ias  Verhältniss 

y0 


R 

Wenn  man  also  wieder  das  Verhältniss  —  =  A  und  das  Ver- 


hältniss —  =  n  setzt,  so  ist: 

7)     K0  =  R(qQ  +  y.)  =  A3,l(n+\) 

zu  setzen,  und   für  den  in  §  139   untersuchten  Fall  ergeben  sich 
hiernach  die  folgenden  Gleichungen: 

8)  zr=^(„  +  i)-l(g_i)j, 


9)     K  =  Ayl(n-\-\).e 

10)  cos  et  =  -~ , 

11)  p--  K 


(JL-i) 

A(n+l)  Kg,        3 


Hn 

+  y 


4(»+l)y, 

Aus  den  ersteren  beiden  kann  man  für  jeden  willkürlich  an- 
genommenen Werth  von  y  die  zugehörigen  Werthe  von  H  und  K 
berechnen,  worauf  dann  aus  der  dritten  der  zugehörige  Werth 
von  a,  und  aus  der  vierten  der  zugehörige  Werth  von  p  berechnet 
werden  kann.  1 

Wenn  man  n  =  —-  und  A  =  l  setzt  (wie  bei  dem  in  Fig.  463 

dargestellten  Falle),  so  nehmen  die  obigen  Gleichungen  für  y0  =  1 
die  folgenden  Formen  an: 


12)  H  =  2-?L, 

13)  K  =  f.e3, 

14)  Cosa  =  (i^).e(L?) 


9  .  e 


15)    P==4-y'  +  6i,' 
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y  = 

1 

1,5 

H  = 

1,5 

0,875 

K  = 

1,5 

1,772 

a  = 

0" 

60°  35' 

P  = 

1 

0,989 
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und  es  ergeben  sich  aus  denselben  die  in  nachstehender  Tabelle 
zusammengestellten  Werthe: 

2  2,5  3 

0      —  1,125  —  2,5 

2,093  2,473  2,93 

90°  117°  5'  148°  35' 

1,047  1,164  1,352. 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  eine  Linie,  welche  in  ihrem 
oberen  Theile  (von  a  =  0°  bis  a  =  90°)  eine  nahezu  halbkreis- 
förmige Gestalt  hat,  während  weiter  nach  unten  hin  der  Krüm- 
mungshalbmesser allmählich  sich  vergrössert.  Um  denjenigen 
Werth  von  y  zu  finden,  welchem  der  kleinste  Krümmungshalb- 
messer entspricht,  hat  man  in  Gleichung  15)  den  Differenzial- 
quotienten  von  p,  nach  y  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man 
erhält  dann  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben 
kann : 

16)    0  =  y*—  12y  +  14. 

Durch  Auf  lösung  dieser  Gleichung  erhält  man  den  Werth  y=  1,3096, 
welchem  nach  Gleichung  14)  der  Werth  <x  =  46°35',  und  nach 
Gleichung  15)  der  Werth  p  =  0,985  entspricht. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  n  =  1  und  -4  =  2,  indem 
man  zugleich  wieder  y0  =  1  setzt,  die  Gleichungen: 


17) 

a~      2      ' 

18) 

ffc±| 

ÜT  =  4.el4j, 

19) 

cos  a  =  (— g^-j  .  e 

20) 

32 .  eU  } 

aus  welcher  die 

in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe 

sich  ergeben: 

y=   1 

2                  3                  4 

5 

H  =    4 

2,5               0              —  3,5 

—  8 

K  =    4 

5,136           6,595           8,467 

10,873 

o=00 

60*50'          90»             114° 25' 

137° 25' 

p=    2 

1,957            2,198            2,71 

3,624. 
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Fig.  474. 


xr± 


Derjenige  Werth  von  y,   für  welchen  der  Krümmungshalb- 
messer p  ein  Minimum  wird,  entspricht  der  Bedingungsgleichung: 

21)   0-yJ-16.y 
.„  +23, 

aus  welcher  man  den 
j  ...  Werth  y  =  1,597  er- 
^  hält.  Der  zugehörige 
r-i±:  Winkel  hat  die  Grösse 
1-^  a  =  46°20/,  und  der 
i    -      zugehörige  Krüm- 

|  ;  _  mungshalbmesser  die 
;  _-.^l  Grösse  p  =  l,93.  Den 
^  ^i  obigen  Zahlenwerthen 
t  Ü  entspricht  die  in 
'  #J  Fig.  474  dargestellte 
■  .^r"'  Kettenlinie. 
.LrrL:  Auf  analoge  Weise 
*  würde  man  für  den  im 
vorigen  Paragraphen 
untersuchten  Fall,  wenn  die  Kette  als  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände construirt  ist,  die  Gleichungen  erhalten: 

22)    H  =  yl{A(l-»)+±.(3J,-l)y 


23) 

24) 

25) 

H 

cos  a  =  -fF » 
A 

K 

p~                Hn 

in  welchen  die  Kraft  K  als  Druck-Spannung  zu  deuten  ist.    Wenn 

man  hierin  n  =  -  -  und  A  =  1   setzt,  wie  bei  dem  in  Fig.  470 

dargestellten  Falle,  so  nehmen  diese  Gleichungen  für  y0  =  1  die 
folgenden  Formen  an: 

,2 


26)  H  = 

27)  K  = 


Jy-D 
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(i-f) 


28)  cos  a  =  y\e 

(y-l) 

29)  p 


•2y-y2 

und  es  ergeben  sich  aus  denselben  die  in  der  nachstehenden  Ta- 
belle zusammengestellten  Zahlenwerthc : 

1  3  1  l 

*-   X         "4  T  T  ° 

ff  -  1        JL  1  JL  n 

2  32  8  32 

AT  =    0,5        0,389  0,303  0,236  0,184 

a  =    0°        43°  40'         65»  40'         82*25'         90° 
p  =    1  0,831.  0,809  1,08  oo. 

Der  kleinste  Krümmungshalbmesser  p  =  0,798  entspricht  der 
Ordinate  y  =  0,586  und  dem  Winkel  a  =  58» 40'.  Da  K9I)  =  0, 184 
ist  und 

30)     ,..  =  -f> 

ebenfalls  gleich  0,184  ist,  so  würde  die  Kette,  ohne  der  Wider- 
stände fester  Unterstützungspunkte  zu  bedürfen,  im  schwimmenden 
Gleichgewichtszustande  sich  befinden,  wenn  auf  die  in  Fig.  472 
angedeutete  Weise  an  jedem  Ende  der  Kette  ein  in  verticaler 
Richtung  über  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von  der 
Länge  Eins  und  vom  Gewichte  q  =  0,184  pro  Längeneinheit 
hinzugefügt  wird. 

§  144. 

Berechnung  der  Gewölbstärke  für  einen  nach  der  Kettenlinie 
constrnirten  Gewölbbogen. 

Ein  Gewölbbogen  von  geringer  Dicke  und  überall  grossem 
Krümmungshalbmesser  darf  annäherungsweise  als  eine  in  ihrer 
labilen  Gleichgewichtslage  befindliche  Kette  betrachtet  werden. 

Für  einen  nur  mit  seinem  eigenen  Gewichte  belasteten  Ge- 
wölbbogen von  überall  gleich  grossem  Gewichte  pro  Längeneinheit 
würde  also  unter  den  genannten  Umständen  die  in  §  126  berech- 
nete r gemeine  Kettenlinie"  die  Gleichgewichtsform  darstellen,  und 
wenn  der  Gewölbbogen,  als  Kette  von  gleichem  Widerstände  con- 
struirt,   ausser  seinem  eigenen  Gewichte  noch   eine  gleichförmig 
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•* 
über  die  Horizontalprojection  vertheilte  Belastung  zu  tragen  hätte, 
so  würde  die  in  §  129  berechnete  „Kettenbrücken -Linie"  (in  um- 
gekehrter Lage  gedacht)  als  Gleichgewichtsform  desselben  anzu- 
sehen sein.  Ebenso  dürfen  die  in  den  vorigen  Paragraphen  für 
Erd-  und  Wasser-Druck  gefundenen  Kettenlinien  annäherungsweise 
als  Gleichgewichtsformen  eines  unter  gleichen  Belastungsverhält- 
nissen befindlichen  Gewölbbogens  betrachtet  werden,  sobald  die. 
Dicke  desselben  überall  klein  ist  im  Verhältniss  zum  Krümmungs- 
halbmesser. 

Um  für  einen  solchen  nach  der  Kettenlinie  construirten  Ge- 
wölbbogen die  im  Scheitelpunkte  erforderliche  Stärke  zu  berechnen, 
würde  man  die  an  dieser  Stelle  stattfindende  Druck-Spannung  pro 
Flächeneinheit  gleich  der  practisch  zulässigen  Druck-Spannung  zu 
setzen  haben.  Den  totalen  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte 
findet  man  nach  §  119,  indem  man  den  Krümmungshalbmesser 
des  Scheitelpunktes  multiplicirt  mit  der  Grösse,  welche  die  Total- 
belastung pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection  an  dieser 
Stelle  hat.  Da  bei  den  Untersuchungen  der  vorigen  Paragraphen 
als  Krafteinheit  überall  das  früher  mit  y  bezeichnete  Gewicht  des 
Belastungsmaterials  pro  Cubikeinheit  angenommen  wurde,  so  hat 
man  die  in  den  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Kraftgrössen 
sämmtlich  noch  mit  y  zu  multipliciren,  wenn  statt  dessen  das 
Gewicht  eines  Kilogramms  als  Krafteinheit  gewählt  werden  soll. 
Hiernach  ergiebt  sich  für  den  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte 
der  Ausdruck: 

i)  jr.=Ä(?,+Tja 

in  welchem  R  den  Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes,  yy% 
die  Höhe  der  Belastungsschicht  und  q0  das  eigene  Gewicht  des 
Gewölbbogens  pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle  bedeutet  Die 
obige  Gleichung  gilt  sowohl  für  vertical  wirkende  Belastungen, 
als  auch  für  Erd-  und  Wasser-Druck. 

Wenn  mit  oy  das  Gewicht  des  Gewölbbogenmaterials  pro 
Kubikeinheit  bezeichnet  wird  —  wobei  also  o  das  speeifische  Ge- 
wicht desselben  bedeuten  würde  für  den  Fall,  dass  „Wasser"  das 
Belastungsmaterial  bildet  —  und  mit  c0  die  Gewölbstärke  im 
Scheitelpunkte,  so  ist: 

2)  ?0  =  °Tco 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  vorige 
Gleichung  die  Form  an: 

3)  #0=Ti2(oc0  +  2,0). 
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Wenn  ferner  mit  S  die  practisch  zulässige  Druck-Spannung  des 
Gewölbbogenmaterials  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
zugleich: 

4)  K0  =  S.cv 

zu  setzen,  und  man  erhält  durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  KQ 
gefundenen  Ausdrücke  die  Gleichung: 

5)  Sc0  =  tR(oc0  +  yn). 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  für  c0  auflöst,  findet  man 
für  die  erforderliche  Gewölbstärke  im  Scheitelpunkte  den  Werth: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  crt  =  oo  wird,  wenn  a^R  =  S  ist. 
Für  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich 
hieraus  der  obere  Grenzwerth: 

o 

7)        Ä(m.x)=— -1 

welchen  der  wirkliche  Werth  von  R  nicht  erreichen  darf,  wenn 
die  practisch  zulässige  Druck-Spannung  nicht  überschritten  werden 
soll.  So  würde  z.  B.  für  ein  Material,  bei  welchem  die  practisch  zu- 
lässige Druck-Spannung  pro  Quadratmeter  450000  Kil.  und  das  Ge- 
wicht pro  Cubikmeter  2500  Kil.  beträgt,  der  Werth  R{ltMX)  =  180  Meter 
sich  ergeben.  (Für  Eisen  hat  dieser  obere  Grenzwerth  —  wie  in 
§  127  bereits  gefunden  wurde  —  die  Grösse  von  1000  Metern.) 

Wenn  für  den  wirklichen  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel- 
punkte der  Werth  R  =  60 m  vorgeschrieben  ist,  so  erhält  man 
z.  B.  für  y0  =  4™  und  y  =  1600  Kil.,  indem  man  zugleich  wieder 
S  =  450000  Kil.  und  a^  =  2500  Kil.  setzt,  für  die  erforderliche 
Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte  den  Werth :  c0  =  lm,28. 

§  145. 
Gewölbbogen  mit  Sandbelastung. 

Die  erforderliche  Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte 
hängt  (bei  gegebener  Materialbeschaffenheit)  ausschliesslich  ab  von 
dem  Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes  und  von  der  Be- 
lastung pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle.  Sie  ist  dagegen  voll- 
kommen unabhängig  von  der  Art  der  Belastung  und  von  dem 
Gesetze  der  Lastvertheilung.  Die  im  vorigen  Paragraphen  für  c0 
gefundene  Gleichung  gilt  sowohl  für  Erd-  und  Wasser- Druck  als 
für  vertical  wirkende   Belastungen;   sowohl  für  gleichförmig  als 
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für  ungleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilte  Be- 
lastungen. Was  dagegen  die  Krümmungsform  des  Gewölbbogens 
in  den  seitwärts  vom  Scheitelpunkte  gelegenen  Theilen  betrifft,  und 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Stärke  des  Bogens  vom  Scheitel- 
punkte aus  nach  beiden  Seiten  hin  allmählich  zunehmen  muss, 
wenn  die  Druck  -  Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes 
überall  gleich  gross  sein  soll  —  so  werden  dieselben  bedingt  durch 
die  Art  der  Belastung  und  das  Gesetz  der  Lastvertheilung. 

Nach  §  117  ist  bei  einer  cohäsionslosen  Erdmasse,  welche 
continuirlichen  Erschütterungen  ausgesetzt  ist,  der  Erd- Druck  zu 
berechnen  aus  den  für  hydrostatischen  Druck  geltenden  Gleichun- 
gen, in  welche  die  für  activen  und  passiven  Erd-Druck  geltenden 
Gleichungen  übergehen,  wenn  darin  cp  =  0  oder  m  ~  1  gesetzt 
wird.  Der  active  und  der  passive  Erd-Druck  bilden  die  äussersten 
Grenzen,  bis  zu  welchen  der  wirkliche  Erd-Druck  von  dem  hydro- 
statischen Drucke  nach  beiden  Seiten  hin  abweichen  kann.  Diese 
beiden  Grenzen  fallen  zusammen,  wenn  durch  irgend  eine  Ursache 
die  Wirkung  der  Reibung  aufgehoben  wird.  Hieraus  folgt,  dass 
es  für  eine  mit  Erde  belastete  Kette  innerhalb  gewisser  Grenzen 
unendlich  viele  verschiedene  Gleichgewichtsformen  giebt.  Die  dem 
activen  und  passiven  Erd-Drucke  entsprechenden  Kettenlinien  bilden 
die  äussersten  Grenzen,  bis  zu  welchen  die  Form  der  Kette  von 
der  dem  hydrostatischen  Drucke  entsprechenden  Kettenlinie  ab- 
weichen kann,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  gestört  wird. 
Wenn  es  sich  darum  handelt,  diejenige  Gleichgewichtsform  auszu- 
wählen, welche  zu- 
Fig.  475.  gleich  die  grösste 

35  35 ___    Stabilität  besitzt, 

so  hat  man  dem- 
nach die  für  m=l 
in  §  143  gefun- 
denen, dem  hydro- 
statischen Drucke 
entsprechenden 
Gleichungen  an- 
zuwenden. 

Für  die  in  §143 
mit  n  bezeichnete 

Grösse  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen 
der  Werth: 


•702750- 


-  702750 
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1)    n  =  -2lL 

T2/n 


°Y< 


acn 


Wenn   man  hierin   mit  Beibehaltung  der  im  vorigen  Para- 

25 

graphen  angenommenen  Zahlenwerthe:  o  =  — ,-  und  y0  =  4m  setzt, 


so  erhält  man  für  c0  =  l,n,28  den  Werth: 
1,25  .  1,6       J^ 

4         ~"  2  " 


16 


2)    n  = 


Da  ferner  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  gleich 
60  Meter  angenommen  wurde,  so  hat  die  in  §  143  mit  A  bezeich- 
nete Grösse  den 

Fig.  476. 


Werth: 


:         3)     A  = 

-   4    —  lö. 

\\       Nach  Substitu- 
tion dieserWerthe 
•   nehmen  die  Glei- 
chungen  8),    9), 
vSp^    10),  11)  des  §143, 
;  .        M   Wenn       zugleich 
statt  der  Grösse  -y  =  1600  Kil.  das  Gewicht  von  1  Kil.  als  Kraft- 
einheit angenommen  wird,  die  folgenden  Formen  an: 

f\ 

32/' 


4)    £f=  25600(23 


{« 


5) 
6) 

7) 


#  = 


576000.  eVl     , 


H 

cos  a  =  -j~  , 


P  = 


# 


180 


+  1600 .  y 


Aus  diesen  Gleichungen   ergeben  sich  die  in  nachstehender 
Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

y=     4  8            12           16           20           24           27,13          40 

77=576000  537  600    473600    384000    268800    128000       0         —691200 

Z  =  576  000  588  940    602150    615  680    629450    643  680    654900       702750 

<t=     0°  24°  5'       38°  10'     51-25'     64°  45'     78°  30'     90°           169°35' 

p=  60»  37 ",306  27 "öS    22m,2      18 ",79     16m,458  15m,088     11»,68. 

Kittor,   Ingenieur -Mechanik.  26 
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Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  475  dargestellte 
Kettenlinie.    Streng  genommen  würde  zwar  diese  Linie  nur  bei  un- 
endlich  kleiner 
Fi«.  477.  Stärke  des  Ge- 

_  wolbbogens   als 

Gleichgewichts- 
form  desselben 
anzusehen  sein. 
Annäherungs- 
weise darf  man 
indessen  anneh- 
men, dass  auch 
der      wirkliche 
Gewölbbogen  im 
'} '" ';  v{n»  i   Gleichgewichts- 
';: r;:';  • .'.   zustande      sich 
'-^ß.   befinden    wird, 
wenn  man  der 
Mittellinie  des- 
selben       diese 
Form         giebt 
(Fig.  476). 

Nach  der 
obigen  Tabelle 
wächst  die 

Druckspannung 
imGewölbbogen 
vom  Scheitel- 
punkte nach  den 
unteren  End- 
punkten hin  von 
K0  =  576  000 
bis  K=  702  750. 
Hiernach  er- 
giebt  sich  für 
die  am  unteren 
Ende  erforderliche  Stärke  des  Bogens  der  Werth: 

<n  K  702  7S0        1m.„ 


Fig.  478. 


. .  v .    . . . 


•  »  '.-v*  -^ 
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Wenn  man  ein  anderes  Mal  y0  =  10 m  und  R  =  20  m  setzt, 
so  erhält  man  nach  der  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen 
den  Werth: 

9x    c   _  1600.20.10 

;      °~~    450000-2500.20  —      ' 

Für  diesen  Fall  ist  also  n  =  —  und  A  =  2  zu  setzen ;  die  Glei- 
ch 

chungen  des  §  143  nehmen  alsdann  die  folgenden  Formen  an : 

io)  ii-iwooo^-JKL}, 


11)  K  =  360000.  e 

12)  cos  a  =  -^  i 


V   180   J 


13)    p  = 


Ä" 


i/ 


180  +1600.y 

und  man  erhält  aus  denselben  die  in  nachfolgender  Tabelle  zu- 
sammengestellten Zahlenwerthe : 


y  =   io 

15 

20 

23,45              30 

H=  360000 

260000 

120000 

0            —  280000 

K  =  360000 

370130 

380560 

387910          402  228 

a  =      0° 

45°25' 

71°35' 

90«               134°5' 

p  =     20m 

14m,55 

llm,65 

10  ra,34             8"\66. 
Diesen  Zahlen- 

Fig.  479. 

werthen         ent- 

dargestellte  Form 

"0\%-:V.v  des      Gewölbbo- 

';'•  gens.    Für  die  am 

C  -\  unteren  Ende  des- 

;"•:  selben    erforder- 

"ff  liehe   Stärke   er- 

^      ^;   v  '    giebt     sich     der 

Werth: 


14) 


K 
X 


=  0,8 


402  228 
360000 


=  0ra,894. 


2G« 
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Der  Gleichgewichtszustand  dieses  Gewölbbogens  würde  nicht 
gestört  werden,  wenn  der  untere  Theil  desselben  bis  zu  beliebiger 
Höhe  hinauf  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen  würde,  oder  wenn 
derselbe  eine  grössere  Stärke  erhielte  als  diejenige,  welche  die 
Rechnung  (ergab.  Hieraus  folgt,  dass  der  Gewölbbogen  auch  dann 
noch  im  Gleichgewichtszustande  sich  befinden  wird,  wenn  auf  die 
in  Fig.  479  angedeutete  Weise  der  untere  Theil  an  jeder  Seite 
ersetzt  wird  durch  ein  Widerlager,  welches  den  berechneten  Bogen- 
theil vollständig  einschliesst. 

§  146. 

Gewölbbogen  mit  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection 
verteilter  Belastung. 

Die  Gleichgewichtsform  eines  als  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände construirten  Gewölbbogens,  welcher  ausser  seinem  eigenen 
Gewichte  eine  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilte 
Belastung  zu  tragen  hat,  ist  nach  §  129  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

'    »  »— «'(^-(i^- 

Nach  der  in  den  vorigen  Paragraphen  angewendeten  Bezeich- 
nungsweise ist  hierin: 

2)  Ä  =  20  =  ^0 

zu  setzen,  und  da  die  Belastung  pro  Längeneinheit  der  Horizontal- 
projection überall  dieselbe  Grösse  haben  soll  wie  im  Scheitel- 
punkte, so  ist: 

3)  P  =  Ty0- 

Wenn  man  hierin,  wie  bei  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  vorigen 
Paragraphen,  die  Werthe:  Ä  =  GOm,  y0=4m,  7  =  1600  KU., 
07  =  2500  Kil.,  c0  =  lm,28  substituirt,  welchen  die  Werthe 
k  =  3200  Kil.  und  p  =  6400  Kil.  entsprechen,  so  erhält  man  für 
diesen  Fall  die  Gleichung: 

4)  3,  =  -,80.Igco.(^), 

aus  welcher  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe 
sich  ergeben: 
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x 


=  =  0 


A_  —  v        0,1         0,2        0,3        0,4        0,5         1,5708 
60.1/3 

sc  =  0       10,39     20,78     31,18     41,57     51,96    163,2 
y  =  0        0,91       3,62       8,23     14,8       23,5         oo. 
Diesen  Zahlenwerthen  entspricht,  die  in  Fig.  480  dargestellte 
Kettenlinie.     Nach  §  129  hat  die   Horizontalspannung  der  Kette 
die  Grösse: 

5)  H=R(k-{-P)  =  60(3200  +  6400)  =  576000  Kil., 
und  der  Neigungswinkel  der  Kettenlinie  gegen  die  Horizontale  ist 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


Aus  der  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  für 


x 


=  0,5 


60.1/3 

der  Werth:  tga  =  0,9464.  Die  Druckspannung  der  Kette  wächst 
also  vom  Scheitelpunkte  nach  den  Unterstützungspunkten  hin  von 
der  Grösse  H=  576000  Kil.  bis  zu  der  Grösse: 


Fig.  480. 


7)  K=H.  1/1 +  tga2  =  1,377. 576000=  793200KÜ. 
Dieser  Druckzunahme  entspricht  eine  Zunahme  der  Gewölbstärke 
von  der  Grösse  c0  =  lra,28  bis  zu  der  Grösse: 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  Gleichung  1)   die   bei  dem 
zweiten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen   angenommenen 

Werthe:  R  =  20m, 
y0  =  KT,  t  =  1600 
Kil.,  oT  =  2500  Kil., 
c0  =  0n\8  substituirt, 
welchen  die  WertliQ 
£  =  2000  Kil.,  p  = 
16  000  Kil.,  H  = 
360000  Kil.  entspre- 
chen, so  erhält  man 
für  diesen  Fall  die 
Gleichung: 


9)    y  =  -180.1gcos(-~ ), 
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aus  welcher  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe 
sich  ergeben: 


x  =  0 

6 

12 

18 

24 

30 

94,25 

y  =  0 

0,91 

3,62 

8,23 

14,8 

23,5 

oo. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  findet  man,  dass  den  Coordinaten 
x  =  30m  und  y  =  23m,5  die  Werthe  tg  a  =  1,64  und  K=  691 300  Kil. 
entsprechen.  Bei  einer  Spannweite  von  60  Metern  würde  dem- 
nach für  die  Stärke  des  Gewolbbogens  am  Widerlager  der  Werth: 
c  =  lra,536  sich  ergeben. 

§  H7. 
Stützlinien  im  Gewölbbogen. 

Die  Rechnungsresultate,  zu  welchen  man  bei  Anwendung  der 
in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  erklärten  Methode  gelangt, 
sind  (wie  in  §  144  bereits  bemerkt  wurde)  nur  in  solchen  Fällen 
als  brauchbar  zu  betrachten,  in  welchen  für  das  Verhältniss  der 
berechneten  Gewölbstärke  zu  dem  Krümmungshalbmesser  überall 
ein  sehr  kleiner  Werth  sich  ergiebt,  da  es  andernfalls  nicht  mehr 
zulässig  sein  würde,  den  Gewölbbogen  als  eine  vollkommen  bieg- 
same Kette,  und  die  Mittellinie  des  Bogens  ohne  Weiteres  als 
Stützlinie  desselben  zu  behandeln.  Bei  grösserer  Stärke  des  Ge- 
wolbbogens würde  überdies  die  gemachte  Voraussetzung  meistens 
nicht  mehr  zutreffen,  nach  welcher  die  Belastung  unmittelbar  auf 
die  Mittellinie  des  Bogens  wirken  sollte,  da  es  in  Wirklichkeit 
die  äussere  Begrenzungsfläche  des  .  Gewolbbogens  zu  sein  pflegt, 
welche  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem  Belastungsmateriale 
sich  befindet. 

Um  bei  beliebig  gewählter  Form  und  Stärke  des  belasteten 
Gewolbbogens  die  Stützlinie  desselben  zu  construiren,  hat  man 
wiederum  das  Verfahren  anzuwenden,  welches  bereits  in  §  118 
für  den  dort  angenommenen  Fall  vertical  gerichteter  Schnittfugen 
erklärt  wurde. 

Denkt  man  sich  in  der  Scheitelfuge  und  den  beiden  Wider- 
lagerfugen einstweilen  Stifte  eingeschoben,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  die  drei  Punkte  A,  2?,  C  Stützpunkte  (oder  Punkte  der 
zu  construirenden  Stützlinie)  werden,  so  erkennt  man,  dass  hier- 
mit zugleich  Grösse  und  Lage  des  in  der  Scheitelfuge  wirkenden 
Horizoutaldruckes  H  bestimmt  sind,  welchen  man  berechnen  kann, 
indem  man  die  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte  H  und  Q 
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in  Bezug  auf  den   Drehpunkt  A   (oder  in 
puukt  B)  einander  gleichsetzt  (Fig.  481). 


Flg.  481. 


Bezug  auf  den  Dreh- 
Nachdem  auf  solche 
Weise  der  Horizontal- 
druck H  gefunden  ist-, 
kann  man  auf  die- 
selbe Weise  wie  in 
§  118  den  Punkt  M 
bestimmen,  in  wel- 
chem eine  beliebig 
gewählte  andere  Fuge 
von  der  Stützlinie  ge- 
troffen wird,  indem 
man  auf  die  in  Fig.482 
angedeutete  Weise 
von  den  beiden  Kräf- 
ten H  und  P  die 
Mittelkraft  R  construirt  und  den  Durchschnittspunkt  aufsucht,  in 
welchem  jene  Fuge  von  der  Richtungslinie  dieser  Kraft  R  ge- 
schnitten wird.  Je- 
Pig.  482.  doch   i8t  hierbei   zu 

berücksichtigen,  dass 
die  Curve,  welche 
man  bei  Anwendung 
dieses  Constructions- 
verfahrens  erhält,  nur 
dann  als  wirkliche 
Stützlinie  gelten  kann, 
wenn  jede  Fuge  von 
derselben  innerhalb 
der  durch  ihre  beiden 
Endpunkte  begrenz- 
ten Strecke  geschnitten  wird  (Fig.  463). 

Man  überzeugt  sich  auf  solche  Weise,  dass  durch  die  drei 
willkürlich  gewählten  Punkte  Ay  i?,  ü  die  ganze  Stützlinie  ihrer 
Lage  und  Form  nach  festgelegt  ist,  zugleich  auch:  dass  im  All- 
gemeinen unendlich  viele  verschiedene  Stützlinien  in  einem  und 
demselben  Gewölbbogen  construirt  werden  können,  und  dass  jeder 
von  diesen  Stützlinien  eine  bestimmte  Grösse  und  Lage  des  in 
der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  H  entspricht,  sowie 
umgekehrt  jedem  bestimmten  Horizontaldrucke  H  eine  bestimmte 


Digitized  by  V3OOQIC 


408 


Siebenter  Abschnitt.    §  148. 


Form  und  Lage  der  Stützlinie  entspricht.     Die  Grösse  des  Hori- 
zontaldruckes  II  und  die  Pfeilhölie  der  demselben  entsprechenden 

Stiitzlinie  bedin- 
Fig.  483.  gen         einander 

wechselseitig  in 
solcher  Weise, 
dass  der  grttssten 
Pfeilhöhe  der 
kleinste  Horizon- 
taldruck und  der 
kleinsten  Pfeil- 
höhe der  grösste 
Horizontaldruck 
entspricht.  Bei 
Betrachtung  der 
Fig.  483  erkennt  man,  dass  der  Spielraum  für  die  in  dem  GewölB- 
bogen  construirbaren  Stiitzlinien  um  so  mehr  zusammenschrumpfen 
wird,  je  kleiner  die  Gewölbstärke  gewählt  wird.  Um  das  Minimum 
der  erforderlichen  Gewölbstärke  zu  finden,  hat  man  zu  untersuchen: 
wie  klein  dieselbe  höchstens  werden  darf,  wenn  überhaupt  noch 
die  Möglichkeit  vorhanden  sein  soll,  mindestens  eine  Stützlinie  in 
dem  Gewölbbogen  zu  construiren,  welche  nirgendwo  die  äussere 
oder  die  innere  Begrenzungslinie  der  Gewölbbogenfläche  über- 
schreitet. 

§  148. 
Gleichgewicht  des  Gewölbbogens  in  Bezug  auf  Drehung. 

Die  Frage:  unter  welchen  Umständen  es  möglich  ist,  eine 
ganz  in  das  Innere  des  Gewölbbogens  fallende  Stützlinie  in  dem- 
selben zu  construiren,  ist  gleichbedeutend  mit  der  Frage:  unter 
welchen  Umständen  es  möglich  ist,  für  den  in  der  Scheitelfuge 
wirkenden  Horizontaldruck  eine  solche  Grösse  und  Lage  nachzu- 
weisen, bei  welchen  dieser  Horizontaldruck  in  Bezug  auf  jede  be- 
liebige Fuge  ausreicht,  um  eine  Drehung  des  zwischen  dieser  Fuge 
und  der  Scheitelfuge  befindlichen  Gewölbstückes  p  nach  innen  zu 
verhindern,  und  zugleich  auch  klein  genug  ist,  um  nicht  eine 
Drehung  desselben  Stückes  nach  aussen  hin  hervorzubringen. 

Bei  überflüssiger  Stärke  des  Gewölbbogens  kann  dieser  Be- 
dingung auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  Genüge  geleistet 
werden,   da   unendlich   viele   verschiedene  Stützlinien   im  Innern 
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desselben  möglich  sind,  und  jeder  von  diesen  Stützlinien  eine  be- 
sondere Grösse  und  Lage  jenes  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Ho- 
rizontaldruckes entspricht.  Im  Allgemeinen  wird  dalier  von  einer 
bestimmten  Grösse  und  Lage  dieses 'Horizontaldruckes  überhaupt 
nicht  die  Rede  sein  können,  sondern  immer  nur  von  gewissen 
Grenzen,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden  darf,  dass  der 
wirkliche  Horizontaldruck  zwischen  denselben  liegen  muss. 

Bei  sehr  grosser  Stärke  des  Gewölbbogens  würde  man  diese 
beiden  Grenzwerthe  auf  die  in  Fig.  484  und  Fig.  485  angedeutete 


Flg.  485. 


Weise  ermitteln  können,  indem  man  das  eine  Mal  die  grösstmög- 
liche,  das  andere  Mal  die  kleüistmögliche  Pfeilhöhe  für  die  Stütz- 
linie annimmt,  und  für  jede  dieser  beiden  Stiitzlinien  den  zuge- 
hörigen Horizontaldruck  berechnet.  Der  wirkliche  Horizontaldruck 
in  der  Scheitelfuge  würde  jeden  dieser  beiden  Grenzwerthe  in  der 
That  erreichen  können,  wenn  die  Stärke  des  Gewölbbogens  so 
gross  ist,  dass  jede  von  diesen  beiden  Stützlinien  ganz  in  das 
Innere  des  Bogens  hineinfällt. 

Denkt  man  sich  —  von  diesem  Falle  ausgehend  —  die  Ge- 
wölbstärke allmählich  kleiner  werdend  und  diese  Verkleinerung 
bis  zu  dem  Punkte  fortgesetzt,  wo  gerade  nur  noch  eine  einzige 
Stützlinie  in  dem  Gewölbbogen  möglich  ist,  so  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  im  Allgemeinen  diese  der  Grenze  der  Stabilität  ent- 
sprechende Stützlinie  —  je  nach  dem  Gesetze  der  Lastvertheilung 
und  der  Form  des  Bogens  —  entweder  auf  die  in  Fig.  486  oder 
auf  die  in  Fig.  487  dargestellte  Weise  die  innere  und  die  äussere 
Begrenzungslinie  berühren  wird.  In  beiden  Fällen  giebt  es  für 
den  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruck  nur  eine  ein- 
zige Grösse  und  Lage,  welche  den  Gleichgewichtsbedingungen  ent- 
spricht. Die  geringste  Verkleinerung  dieses  Horizontaldruckes 
würde  eine  Drehung  des  zwischen  der  Fuge  J  und  der  Scheitel- 
fuge befindlichen  Stückes  nach  innen  —  die  geringste  Vergrösserung 
dagegen  eine  Drehung  des  zwischen  der  Fuge  E  und  der  Scheitel- 
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fuge  befindlichen  Stückes  nach  aussen  hin  zur  Folge  haben.    Wenn 
in  Fig.  486  die  Fuge  E,  oder  in  Fig.  487  die  Fuge  J,  zufällig  mit 

Fig.  486. 


der  Widerlagerfuge  zusammenfällt,  so  wird  der  Gleichgewichts- 
zustand auch  dann  noch  möglich  sein,  wenn  die  betreffenden  Stütz- 
linien —  anstatt  die  Begrenzungslinien  der  Gewölbbogenfläche  in 
diesen  Fugen  zu  berühren  —  dieselben  schneiden. 

Um  die  Frage  zu  entscheiden:  ob  auf  die  in  Fig.  486  oder 
auf  die  in  Fig.  487  dargestellte  Weise  jener  Grenzfall  des  Gleich- 
gewichtes eintreten  wird,  hat  man  zunächst  auf  die  in  Fig.  484 
angedeutete  Weise  die  Stützlinie  des  kleinsten  Horizontaldruckes 
zu  construiren  und  alsdann  zu  untersuchen,  ob  bei  allmählich  ab- 
nehmender Gewölbstärke  die  auf  solche  Weise  zu  construirende 
Stützlinie  zuerst  die  innere  oder  zuerst  die  äussere  Begrenzungs- 
linie überschreiten  wird.  In  der  Regel  —  wie  z.  B.  namentlich 
bei  dem  Kreisbogen- Gewölbe  mit  horizontaler  Belastungslinie  — 
wird  der  erstere  Fäll  eintreten,  und  in  diesem  Falle  wird  auf  die 
in  Fig.  486  dargestellte  Art  bei  fernerem  Abnehmen  der  Gewölb- 
stärke die  Grenze  der  Stabilität  erreicht  werden.  Für  diesen  Fall 
hat  man  also  bei  der  Berechnung  der  mindestens  erforderlichen 
Gewölbstärke  den  oberen  Endpunkt  der  Scheitelfuge  als  Angriffs- 
punkt des  Horizontaldruckes  anzunehmen. 

Fände  es  sich  dagegen,  dass  der  andere  Fall  eintritt  —  dass 
nämlich  bei  allmählichem  Abnehmen  der  Gewölbstärke  zuerst  ein 
Ueberschreiten  der  äusseren  Begrenzungslinie  stattfindet  —  so 
würde  der  Grenzfall  des  Gleichgewichtes  auf  die  in  Fig.  487  dar- 
gestellte Weise  erreicht  werden,  und  in  diesem  Falle  würde  man  bei 
der  Berechnung  der  Gewölbstärke  den  unteren  Endpunkt  der  Scheitel- 
fuge als  Angriffspunkt  des  Horizontaldruckes  zu  wählen  haben. 
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Die  Berechnung  der  Grenzstärke  selbst  hat  man  in  beiden 
Fällen  auf  die  Weise  auszuführen,  dass  man  untersucht:  welche 
Grösse  Ht  der  Horizontaldruck  mindestens  haben  muss,  um  in 
Bezug  auf  jede  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach  innen  zu  ver- 
hindern, und  welche  Grösse  H2  derselbe  höchstens  haben  darf, 
um  nicht  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach 
aussen  hervorzubringen.  Indem  man  diese  beiden  Grenzwerthe  Hv 
und  H2  alsdann  einander  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung, 
aus  welcher  die  gesuchte  Gewölbstärke  berechnet  werden  kann. 

Den  unteren  Grenzwerth  Hi  findet  man,  indem  man  zunächst 
für  eine  beliebige  Fuge  denjenigen  Horizontaldruck  berechnet, 
welcher  das  zwischen  derselben  und  der  Scheitelfuge  befindliche 
Stück  in  Bezug  auf  Drehung  nach  innen  gerade  im  Gleichgewichte 
halten  würde,  und  nachher  untersucht,  für  welche  Fuge  dieser 
Horizontaldruck  ein  Maximum  wird.  Den  oberen  Grenzwerth  H2 
findet  man,  indem  man  gleichfalls  zunächst  für  eine  beliebige  Fuge 
denjenigen  Horizontaldruck  berechnet,  welcher  das  zwischen  der- 
selben und  der  Scheitelfuge  befindliche  Stück  in  Bezug  auf  Drehung 
nach  aussen  hin  gerade  im  Gleichgewichte  halten  würde,  und 
nachher  diejenige  Fuge  aufsucht,  für  welche  der  auf  solche  Weise 
zu  berechnende  Horizontaldruck  ein  Minimum  wird. 

§  149. 
Oleichgewicht  des  Gewölbbogens  in  Bezug  auf  Gleiten. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  Hx  und  H2  bezeichneten 
Grenzwerthe  sind  jedoch  nur  dann  als  wirklich  erreichbare  Grenz- 
werthe des  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldrucke's  zu 
betrachten,  wenn  der  Winkel,  welchen  die  bei  Annahme  jener 
Horizontaldrücke  sich  ergebende  Druckrichtung  R  (Fig.  482)  mit 
der  Normalen  zu  der  betreffenden  Fugenrichtung  einschliesst,  bei 
keiner  Fuge  grösser  ist  als  der  Reibungswinkel  <p.  Da  diese  Be- 
dingung nicht  unter  allen  Umständen  erfüllt  sein  wird,  so  erleidet 
der  Spielraum  für  die  Veränderlichkeit  des  wirklichen  Horizontal- 
druckes eine  weitere  Einschränkung  durch  die  Gesetze  der  Rei- 
bung; insofern  aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  in  Bezug 
auf  Gleiten  noch  zwei  andere  Grenzwerthe  H3  und  Hi  abgeleitet 
werden  können,  von  welchen  ebenfalls  behauptet  werden  darf, 
dass  der  wirkliche  Horizontaldruck  stets  zwischen  denselben  liegen 
muss. 
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Den  unteren  Grenz werth  Hz  findet  man  nach  Fig.  488,  indem 
man  zunächst  in  Bezug  auf  eine  beliebige  unter  dem  Winkel  a 

Fig.  488.  Fig.  489. 


\«: 


gegen  die  Verticale  geneigte  Fuge  untersucht,  wie  gross  die  Ho- 
rizontalkraft H  mindestens  sein  muss,  um  das  Gleiten  des  Ge- 
wichtes P  nach  innen  zu  verhindern,  und  nachher  untersucht,  für 

welche   von   allen  Fugen  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende 

p 
Horizontaldruck  H  =?  -,->-,  —  v  ein  Maximum  wird. 

tg  (*  +  ?) 

Den  oberen  Grenzwerth  HA  findet  man  nach  Fig.  489,  indem 
man  zunächst  gleichfalls  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  unter- 
sucht, wie  gross  die  Horizontalkraft  H  höchstens  werden  darf, 
ohne  ein  Gleiten  des  Gewichtes  P  nach   aussen  hervorzubringen, 

und  nachher  untersucht,    für    welche    von  allen   Fugen  der  auf 

p 

solche  Weise  zu  bestimmende   Horizontaldruck  H  =  —-  (~ r- 

ein  Minimum  wird.  *%\a  —  V) 

Bei  einem  im  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Gewölbbogen 
kann  der  wirkliche  Horizontaldruck  jedenfalls  nicht  kleiner  sein 
als  der  grossere  von  den  beiden  Grenz werthen  Hy  und  H3  —  zu- 
gleich auch  nicht  grösser  als  der  kleinere  von  den  beiden  Grenz- 
werthen  II2  und  HA.  Das  Minimum  der  wirklich  erforderlichen 
Gewölbstärke  findet  man  demnach,  indem  man  den  grosseren  von 
den  beiden  unteren  Grenzwerthen  //,  und  1I3  dem  kleineren  von 
den  beiden  oberen  Grenzwerthen  //2  und  HA  gleichsetzt. 
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§  150. 
Unbelastetes  Halbkreis -Gewölbe. 

Berechnung    des    örenzwerthes   Hx. 
Um  zunächst  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  diejenige  Grösse 
zu  berechnen,  welche  der  in  der  Scheitelfuge  wirkende  Horizontal- 
„,     m^  druck  mindestens  haben  muss, 

Plg.  490. 

um  eine  Drehung  des  zwischen 
jenen  beiden  Fugen  befind- 
lichen Gewölbstückes  nach 
innen  zu  verhindern,  hat  man 
die  statischen  Momente  der 
beiden  Kräfte  H  und  P  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  J 
einander  gleichzusetzen,  und 
erhält  nach  Fig.  490  die 
Gleichung : 

1)    H(R  — r  cos  a)  =  P.x. 

Wenn  die  rechtwinkelig  zur 
Bildfläche  gerichtete  Dimen- 
sion des  Gewölbbogens  als  Längen  -  Einheit  und  zugleich  das  Ge- 
wicht des  Gewölbbogen-Materials  pro  Cubikeinheit  als  Kraft-Einheit 
gewählt  wird,  so  ist  das  Gewicht  P  gleich  dem  Flächeninhalte  des 
Ringsectors  zu  setzen,  also: 


r.cosa 


2)    P  = 


(Ä2  —  r2)  Ol 


Nach  der  Lehre  vom   Schwerpunkte*)  hat  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  dieser  Fläche  vom  Mittelpunkte  die  Grösse: 

2  /R2  —  r\  sinket 


<n      7TQ  —  *   (n   —  H  Sm  * 
3)     o&=-[——^  — 


Der  Hebelarm  der  Kraft  P  kann  nunmehr  nach  Fig.  490  be- 
rechnet werden  aus  der  Gleichung: 


x  —  r  sin  a  —  0 S  .  sin  \  a, 
4)     s^rsina-g^^— -,) 


oder: 

(sin  £a)2 


*« 


*)  Vergl.  „Technische  Mechanik",  Gleichung  160). 
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Hierin  kann  = s^a^  (ßin^a)2  gesetzt  werden,   und  nach 

Substitution  der  obigen  Werthe  nimmt  die  Gleichung  1)  alsdann 
die  folgende  Form  an: 

5)    H(R  —  t  cosa)  =  ( ö )r*  sina  — ( ö Kl— cosa). 

Wenn  man  diese  Gleichung  für  H  auflöst  und  zugleich   ab- 

R 

kürzungsweise  das  Verhältniss  —  gleich  n  setzt,   so   erhält  man 

die  Gleichung: 

6)  h=  ß (n'~  *)  «  sin «  —  i ("3  —  1)  (1  ~  ™**)\  ^ 
'  \  n  —  cos  a  / 

Um  den  in  §  148  mit  Hx  bezeichneten  Grenzwerth  zu  be- 
rechnen, hat  man  hierin  für  a  denjenigen  Winkel  a,  zu  Substi- 
tuten, für  welchen  H  ein  Maximum  wird.  Man  findet  diesen 
Winkel,  indem  man  den  Differenzialquotienten  von  H,  nach  a  ge- 
nommen ,  gleich  Null  setzt.  Da  der  obige  Ausdruck  die  Form  ' 
eines  Bruches  hat: 

7)  H-|, 

dessen  Zähler  und  Nenner  Functionen  von  et  sind,  so  führt  das 
Null-Setzen  des  Differenzialquotienten  zu  der  Gleichung: 

0  =  N.dZ—Z.dN,    oder: 

8)  N=dN  =  H>' 

Wenn  man  hierin  für  Z  und  N  die  aus  Gleichung  6)  zu  ent- 
nehmenden Ausdrücke  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  Grenzwerth 
Hx  und  den  Bruchwinkel  a,  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 

i/w     «i  (l  —  n  cos  aj   .                             2  /ns  —  1\ 
10)     -^ — -. ^  +  cosa,  =n  —  -^( p^l. 

7  sin  a,  ■  '  3  vn-j-l/ 

Für  a,  =  0  wird  n  =  1  -f-  Vs  =  2,732  und  Hx  =  0.  Hieraus  folgt, 
dass  in  einem  Gewölbbogen,  bei  welchem  B  >  2,732  .  r  ist,  es  Oberhaupt 
keines  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  bedarf,  um  eine  Drehung 
nach  innen  zu  verhindern. 
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Berechnung  des   Grenzwerthes  H2. 

Nach  Fig.  491  erhält  man  als  Bedingung  des  Gleichgewichtes 
in  Bezug  auf  Drehung  nach  aussen  die  Gleichung: 
11)    HR  (1  —  cos  a)  =  Pz. 

Der  Hebelarm  z  =  R  sin  a  —  0  S .  sin  £  a  hat  nach  Gleichung  3) 
die  Grösse: 

1Q.  _    .  2  /223-  r\  (sinket)2 

und  wenn  man  ausserdem  für  P  den  in  Gleichung  2)  gefundenen 
Ausdruck  substituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung,  für  H  auf- 
gelöst, die  folgende  Form  an: 


rR>  —  r 


1  — cosa/  —  \     322     / 


13)    Ä  — (^2       /VI -cosa/      V     322 
Um  den  Grenzwerth  12^  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 
von  a  aufzusuchen ,   für  welchen   die   Grösse  II  ihren  kleinsten 

Werth    annimmt.      Da   der 

Fig.  491. 

H 


Werth  des  Quotienten: 

a  sin  a     \  a 


'     1  —  cos  a       tg  (i  a) 
gleich  Eins  wird  für  a  =  0 

und  bis  auf  die  Grösse  -Ä- 

4 

stetig   abnimmt,  wenn  der 

Winkel  et  von  Null  bis  ~^- 

zunimmt,    so    ist   für   den 
obigen  Quotienten  der  Werth 

-j-  zu  substituiren,  und  man 

erhält  für  den  Grenzwerth 
2J2,    indem    man    zugleich 

wieder  —  =  n  setzt,  die  folgende  Gleichung: 

'  i»  *_{«(.._,)_(-£!))... 

Berechnung  des  Grenzwerthes  223. 

Nach  Gleichung  2)  und  Fig.  488  ergiebt  sich  für  diejenige 
Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  H  mindestens  haben  muss,  um 
das  Gleiten  nach  innen  zu  verhindern,  die  Gleichung: 
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„)  «H^')._(,V;f). 

Um  den  Grenzwerth  H2  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 

von  a  aufzusuchen,   für  welchen  die  Grösse  -  -,     —  ~  ein  Maxi- 

tg  (a  +  ?  ) 

mum  wird.  Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieses  Bruches 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  —  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  in 
Bezug  auf  Gleichung  7)  gezeigt  wurde  —  die  folgende  Gleichung : 

17)  x    /  *. — v  =  cos  («  +  ?)*>    oder: 

18)  sin(2a  +  2cp)  =  2a. 

Wenn  man  hierin  —  dem  Reibungscoefficienten  für  Mauer- 
werk entsprechend  —  den  Werth  <p  —  30°  substituirt,  so  findet 
man,  dass  et  =  26°  25'  zu  setzen  ist,  und  nach  Substitution  dieser 
Wcrthe  erhält  man  für  H3  die  Gleichung: 

19)  A3  =  0,153  (n2  —  1)  r\ 

Berechnung  des  Grenzwerthea  7/4. 

Durch  Vertauschung  von  -f-  cp  mit  —  9  erhält  man  aus  Glei- 
chung 1(5)  für  diejenige  Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  H 
höchstens  erreichen  darf,  ohne  ein  Gleiten  nach  aussen  hervor- 
zubringen, den  Werth: 

«»  »=(B-^)«c^r 

Um  den  Grenzwerth  H4  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Winkel 
aufzusuchen,  für  welchen  dieser  Ausdruck  seinen  kleinsten  Werth 
annimmt.  Für  ex  =  9  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth 
H  =  00,  und  mit  wachsender  Grösse  des  Winkels  et  nimmt  der 

zugehörige  Werth  von  H  stetig  ab.  Folglich  ist  et  =  -£-  zu  setzen, 
und  es  ergiebt  sich  für  HA  die  Gleichung: 

21)  Ä4=-*-(Ä*-r*)tg9. 

Wenn  man  hierin  wieder  9  =  30°  und  —  -  =  n  setzt,  so  erhält 
man  für  HK  den  Werth: 

22)  IIA  =  0,453.  (n2— l)r2. 
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§  161. 

Berechnung  der  erforderlichen  Gewölbstärke. 

Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Gleichungen  er- 
geben sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe : 


H, 

H2 

H3 

#4 

n 

r2 

«i 

r* 

r2 

r2 

2,732 

0 

0 

2,82 

0,989 

2,93 

2 

0,130 

57"17' 

1,19 

0,459 

1,36 

1,5 

0,173 

64"9' 

0,454 

0,191 

0,57 

1,25 

0,128 

61"15' 

0,1876 

0,086 

0,255 

1,2 

0,1114 

59"41' 

0,1433 

0,067 

0,188 

1,114 

0,0748 

54-10' 

0,0748 

0,037 

0,109 

1,1 

0,0675 

53-15' 

0,0646 

0,032 

0,095 

Der  Gleichgewichtszustand  des  Gewölbbogens  ist  nur  dann 
möglich:  wenn  der  grossere  von  den  beiden  unteren  Grenzwerthen 
Hi  und  H3  nicht  grösser  ist  als  der  kleinere  von  den  beiden  oberen 

Grenzwerthen      H2 
Fiß-492'  und#4.    Die  obige 

Tabelle  zeigt,  dass 
diese  Bedingung  er- 
füllt ist,  so  lange  n 
nicht  kleiner  ist  als 
1,114,  dass  sie  da- 
gegen aufhört  er- 
füllt zu  sein,  sobald 
n  kleiner  wird  als 
1,114.  Das  Mini- 
mum der  erforder- 
lichen Gewölbstärke  entspricht  daher  dem  Werthe  n  =  1,114  oder: 

2r 

1)     " 


R  —  < 


17,544' 

für  welchen  der  grössere  von  den  beiden  unteren  Grenzwerthen, 
nämlich  Hv  und  der  kleinere  von  den  beiden  oberen  Grenzwerthen, 
nämlich  Z/2,  einander  gleich  werden. 


Ritter,  Ingenieur -Mechanik. 
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Bei  dieser  Stärke  des  Gewölbbogens  würde  derselbe  an  der 
Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  sich  befinden,  insofern  bei  der  ge- 
ringsten ferneren  Verminderung  der  Gewölbstärke  auf  die  in  Fig.  492 
durch  die  Pfeile  angedeutete  Weise  der  Einsturz  erfolgen  würde. 

Dem  obigen  Werthe  von  n  entspricht  der  Bruch winkel  at 
=  54°  10'.  Beim  Beginnen  des  Einsturzes  werden  die  um  diesen 
Winkel  gegen  die  Verticale  geneigten  Bruchfugen  anfangen,  an 
der  Aussen -Seite  sich  zu  öffnen,  während  gleichzeitig  die  Scheitel- 
fuge und  die  beiden  Widerlager  fugen  beginnen  an  der  Innen -Seite 
sich  zu  öffnen. 

Die  obige  Tabelle  zeigt  zugleich,  dass  (bei  der  hier  ange- 
nommenen Grösse  des  Reibungswinkels)  von  den  beiden  oberen 
Grenzwerthen  stets  nur  der  Grenzwerth  H2  als  der  kleinere  von 
beiden  in  Betracht  kommt.  Dieselbe  zeigt  ferner,  dass  bei  kleinen 
Werthen  der  Zahl  n  stets  H^  bei  grossen  Werthen  der  Zahl  n 
dagegen  stets  jffs  den  grösseren  von  den  beiden  unteren  Grenz- 
werthen bildet.  Für  n  =  1,445  werden  diese  beiden  unteren 
Grenzwerthe  einander  gleich.  Wenn  also  n  grösser  ist  als  1,445, 
so  ist  der  untere  Grenzwerth  für  den  wirklichen  Horizontaldruck 
stets  nach  der  Bedingung  des  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  Gleiten 
zu  bestimmen  und  hat  die  Grösse  H3. 

§  152. 
Scheitrechtes  Gewölbe. 

Denkt  man  sich  von  dem  Kreisbogen -Gewölbe  durch  hori- 
zontale Schnittflächen  den  oberen  und  den  unteren  Theil  hinweg- 
geschnitten,   so    erhält 
Fi«-  493-  man  das  in  Fig.  493  dar- 

i gestellte  scheitrechte  Ge- 
wölbe. 
^ Für  diejenige  Grösse, 


h 


„A. 


0 


welche  der  in  der  Schei- 
telfuge wirkende  Hori- 
zontaldruck mindestens 
haben  muss,  um  in  Be- 
zug auf  den  Drehpunkt  J 
eine  Drehung  nach  innen 
zu  verhindern ,  erhält 
man  nach  Fig.  494  die 
Gleichung : 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Scheitrechtes  Gewölbe. 


419 


1)     H.c  =  P.x, 
wofür  man  auch  setzen  kann  (indem  man  für  das  statische  Mo- 
ment des  Gewichtes  P  die   algebraische  Summe  der   statischen 
Momente  seiner  beiden  Theile  substituirt): 


2)    H. 


_  er2  tg  q2  c3  tg  q2 


2 


6 

Wenn  man  das  Verhältniss  — 

c 

H  gleich  n  setzt,  so  erhält  man 
durch  Auflösung  dieser  Glei- 
chung für  H  den  Ausdruck: 

3)   ü=(3n2  —  l)c2.^^-. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  H 
um  so  grösser  wird,  je  grösser 
der  Winkel  q  angenommen 
wird.  Um  den  Grenzwerth  Hi 
zu  finden,  hat  man  demnach 
q  =  o>  zu  setzen  und  erhält 
die  Gleichung: 

4)  #l=(3«>-l)c\t^l. 

Da  in  Bezug  auf  den  Punkt  E  der  Hebelarm  der  Kraft  H 
die  Grösse  Null  hat,  so  würde  die  Kraft  H  selbst  dann  keine 
Drehung  nach  aussen  hervorbringen  können,  wenn  dieselbe  bis  ins 
Unendliche  vergrössert  würde.  Folglich  ist  für  diesen  Fall  der 
Grenzwerth: 

5)  H2  =  oo. 

Nach  Fig.  494  hat  das  Gewicht  des  zwischen  der  Fuge  JE 
und  der  Scheitelfuge  befindlichen  Stückes  die  Grösse: 

6)  P=Crtg«  +  -^p^ 

Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  erhält  man  aus  Fig.  488  für 
diejenige  Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  H  mindestens  haben 
muss,  um  das  Gleiten  nach  innen  zu  verhindern,  die  Gleichung: 

tgq 


7)    H- 


(-+*)• 


<«(«  +  ?) 
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Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  a 
genommen,  gleich  Null  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
im  §  98  in  Bezug  auf  den  Winkel  0  gezeigt  wurde)  für  a  den 
Werth: 

8)     a  =  46"-|-, 
und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  für  den  Grenzwcrth 

T 

H3t  indem  man  zugleich  wieder  —  =  n  setzt,  die  Gleichung : 


9)  ^  =  («+A)cng(45"-|-)1. 


Wäre  der  Winkel  cd  kleiner  als  45° ^-,  so  würde  statt  dessen 

a  =  <o  zu  setzen  sein,  und  man  erhielte  für  /Z3  den  Werth : 

10)  Ä3  =  (n+A)c^        tg" 

Um  den  Grenzwerth  HK  zu  finden,  hat  man  in  den  letzteren 
4  Gleichungen  die  Grösse  -f-  <p  m;t  der  Grösse  —  cp  zu  vertauschen, 
und  erhält  —  je  nachdem  der  Winkel  o>  grösser  oder  kleiner  ist  als 

45°  -j-  -| die  Gleichungen: 

11)  «.=  (»+l)«=.tg(46-+|-)', 

10    H,  =  {.  +  ^.1-^. 

Bei  Vergleichung  der  für  H3  und  Ht  gefundenen  Ausdrücke 
erkennt  man  sofort,  dass  unter  allen  Umständen  H%  kleiner  ist 
als  HA.  Da  ferner  der  Grenzwerth  H2  unendlich  gross  ist,  so 
kann  der  Grenzzustand  des  Gleichgewichtes  nur  auf  die  Weise 
eintreten,  dass  Hl  =-  H4  wird.  Wenn  also  —  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll  —  der  Winkel  o>  kleiner  ist  als  45°  -f-  -f"' 
so  hat  man,  um  die  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  ent- 
sprechende Gewölbstärke  c  zu  finden,  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  12)  gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  zu  setzen, 
und  erhält  daraus  für  n  die  Gleichung: 

.3)    (3„>-,)c^  =  („+!)^^,odCr: 

14)    ii^1-,, ' 

6  n  -  j    3  tg  co  tg  (to  —  <p) 
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Wenn  man  den  auf  der  rechten  Seite  dieser  letzteren  Gleichung 
stehenden  Ausdruck  abkürzungsweise  mit  e  bezeichnet,  so  nimmt 
dieselbe  für  n  aufgelöst  die  folgende  Form  an: 

15)    n  =  e-f  j/s2  +  e  +  y. 

Für  cp  =  30°  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung  die  nach- 
folgend zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

cd  =  60°  50°  20'      42°  5tf      37°  35'       31°  50'      30° 

n  =    2,5275       5  10  20  100  oo. 

Den  auf  solche  Weise  berechneten  Werthen  der  Verhältniss- 
zahl  n  =  —  entspricht  eine  Gewölbstärke  c,  bei  welcher  das  scheit- 
rechte Gewölbe  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  sich 

befinden     würde.       Diesem 

Fig.  495.  Grenzzustande  entspricht  die 

in  Fig.  495  dargestellte  Lage 

M ■/- — "-— ■ 1      der  Stützlinie,  wobei  zugleich 

der  Winkel,  welchen  die  Mit- 
telkraft R  von  den  beiden 
Kräften  H  und  Q  mit  der 
Normalen  der  Widerlager- 
fuge einschliesst,  die  Grösse 
des  Reibungswinkels  erreieht. 
Bei  noch  kleinerer  Gewölb- 
stärke würde  der  Einsturz 
auf  die  Weise  erfolgen:  dass 
die  Scheitelfuge  an  der  unteren  Seite,  und  die  Widerlagerfuge  an 
der  oberen  Seite  sich  öffnet,  wobei  zugleich  ein  Gleiten  längs  der 
Widerlagerfuge  nach  aufwärts  eintreten  würde.  Die  obige  Tabelle 
zeigt  zugleich,  dass  ein  solcher  Einsturz  überhaupt  nicht  mehr 
möglich  sein  würde,  wenn  der  Winkel,  den  die  Widerlagerfuge 
mit  der  Verticalen  einschliesst,  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel. 

§  153. 
Ableitung  einer  practischen  Formel  für  die  Gewölbstärke. 

Die  nach  den  Gleichungen  der  letzteren  Paragraphen  zu  be- 
rechnenden Werthe  der  Gewölbstärke  c  dürfen  nur  als  vorläufige 
Annäher ungswerthe  für  die  wirklich  erforderliche  Gewölbstärke 
betrachtet  werden,  insofern  dieselben  nur  in  dem  Falle  als  wirklich 
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genügende  Werthe  der  Gewölbstärke  würden  gelten  können,  wenn 
der  Gewölbbogen  aus  einem  absolut  festen  Materiale  bestände. 

Bei  Betrachtung  der  in  Fig.  492  und  Fig.  495  dargestellten 
Stützlinie  erkennt  man  sogleich,  dass  bei  dem  dort  angenommenen 
Grenzzustande  des  Gleichgewichtes  sowohl  in  der  Scheitelfuge,  als 
auch  in  der  Bruchfuge  resp.  Widerlagerfuge,  der  Druck  —  anstatt 
auf  eine  Fläche  sich  zu  vertheilen  —  auf  eine  Linie  (oder  Kante) 
sich  cpncentriren  würde,  wobei  für  den  Druck  pro  Flächeneinheit 
an  diesen  Stellen  ein  unendlich  grosser  Werth  sich  ergeben  würde. 
Um  eine  practisch  brauchbare  Formel  für  die  Gewölbstärke  zu 
erhalten,  hat  man  auf  die  Festigkeit  des  Materials  Rücksicht  zu 
nehmen  und  zu  den  oben  gefundenen  Gleichungen  noch  die  Be- 
dingung hinzuzufügen:  dass  die  Druckspannung  pro  Flächeneinheit 
an  keiner  Stelle  grösser  sein  darf  als  die  practisch  zulässige  Druck- 
spannung für  das  betreffende  Material. 

Die  Tabelle  des  §  151  zeigt,  dass  im  Halbkreisgewölbe  der 
Bruchwinkel  —  bei  solchen  Gewölbstärken,  wie  sie  in  practisch 

ausgeführten  Gewölbe-Con- 
Fig.  496.  structionen    vorzukommen 

_M  pflegen  —  in  der  Regel  nur 

wenig  von  60°  verschieden 
ist.  Wenn  man  demgemäss 
annimmt,  dass  die  Bruch- 
fuge um  einen  Winkel  von 
60  Graden  gegen  die  Ver- 
ticale  geneigt  ist,  so.  kann 
man  einen  Annäherungs- 
werth  für  den  in  der  Schei- 
telfuge wirkenden  Hovizon- 
taldruck  nach  Fig.  496  be- 
rechnen, indem  man  den 
Mittelpunkt  der  Scheitel- 
fuge als  Angriffspunkt  des- 
selben betrachtet  und  das 
statische  Moment  der  Kraft 
H  in  Bezug  auf  den  Dreh- 
punkt J  gleich  dem  statischen  Momente  des  Gewichtes  Q  setzt, 
aus  der  Gleichung: 


1)    H{f+-c)  =  Q.x. 
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Fig.  497. 


Dem  auf  solche  Weise  zu  berechnenden  Horizontaldrucke  würde 
die  in  Fig.  496  angegebene  Lage  der  Stützlinie  entsprechen, 

Indem  man  alsdann  bei  der 
Berechnung  von  Q  das  Gewicht 
des  Stückes  JENP  vernachlässigt, 
begeht  man  einen  Fehler,  wel- 
cher insofern  als  unschädlich  be- 
trachtet werden  kann,  als  der 
Einfluss  desselben  darin  bestehen 
wird,  den  Werth  von  H  etwas 
zu  vergrossern  und  für  die  Stütz- 
linie eine  solche  Lagenverände- 
rung herbeizuführen,  bei  welcher 
dieselbe  mehr  in  das  Innere  des 
Bogens  hineinrückt  (Fig.  497). 

Da  ferner  der  Kreisbogen  L  J 
annäherungsweise  als  Parabel- 
bogen betrachtet  werden  darf, 
so  kann  die  in  Fig.  497  mit  F 
bezeichnete  Fläche  LKJ  gleich 

2 

-~-  /Z,   und  der  Abstand   ihrer 

Schwerpunkts  -  Verticalen  von 
dem  Punkte  J  gleich  -q-  l  ge- 
setzt werden.*)  Hiernach  er- 
hält man  aus  Fig.  498,  indem 
man  die  Fläche  LMPJ  als 
Differenz  zwischen  der  Rechteck- 
fläche KMPJ  und  der  Parabel- 
fläche KL  J  behandelt,  die  Glei- 
chung: 

l2         5 


-B* 


Fig.  498. 


M 


H 
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- 
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1 

ff+c+hjl 

2)    H(f+±)  =  (f+c  +  h)±---^fP 

welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  das  Belastungsmaterial 
dasselbe  specifische  Gewicht  hat,  wie  das  Gewölbbogenmaterial, 
dass  ferner  als  Krafteinheit  das  Gewicht  dieses  Materials  pro  Cubik- 
einheit,  und  als  Längeneinheit  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  ge- 
richtete Dimension  der  Masse  gewählt  wird.     Wenn   statt  dessen 


*)  Analytische  Mechanik,  §  69. 
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angenommen  wird,  dass  diese  letztere  Dimension  1  Meter  beträgt, 
und  dass  das  Gewicht  des  Materials  pro  Cubikmeter  die  Grösse  y 
hat,  so  ist  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  noch  der 
Factor  „^u  hinzuzufügen,  und  man  erhält  durch  Auflösung  der- 
selben für  H  den  Werth: 


3)    Ä-T*  \     12/+6c     / 


12/+' 

Da  der  Flächeninhalt  der  Scheitelfugenfläche,  auf  welche  der  Ho- 
rizontaldruck H  gleichförmig  sich  vertheilt,  die  Grösse  c  .  1  hat, 
so  ist  zugleich: 

4)  II=S.c 

zu  setzen,  wenn  die  practisch  zulässige  Druckspannung  pro  Quadrat- 
meter dieser  Fläche  mit  S  bezeichnet  wird. 

Da  erfahrungsmässig  feststeht,  dass  schwereres  Baumaterial 
im  Allgemeinen  eine  grössere  Druckfestigkeit  besitzt,  als  leichteres, 
so  ist  es  —  innerhalb  der  Grenzen,  welche  hier  in  Betracht  kom- 
men —  zulässig,  die  Grösse  S  proportional  der  Grösse  y  anzu- 
nehmen. Da  ferner  die  von  den  mobilen  Belastungen  hervor- 
gebrachten Erschütterungen,  sowie  auch  die  von  denselben  ver- 
ursachten Schwankungen  der  Stützlinie,  bei  grösseren  Gewölbc- 
Constructionen  eine  weniger  nachtheilige  Wirkung  ausüben  als  bei 
kleineren,  so  darf  man  ausserdem  die  Grösse  S  annäherungsweise 
der  Gewölbstärke  c  proportional  setzen.  Hiernach  würde  die 
Grösse  S  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

5)  £  =  Ä;.y.c, 

in  welcher  k  einen  numerischen  Erfahrungscoefficienten  bedeutet, 
welcher  nach  practisch  ausgeführten,  bewährten  Gewölbeconstruc- 
tionen  festzustellen  ist  und  erfahrungsmässig  gleich  25  gesetzt 
werden  kann.     Nach  Gleichung  4)  ist  also: 

6)  Ä  =  25.T.c2 

zu  setzen,  und  wenn  man  diesen  Werth  für  H  in  Gleichung  3) 
substituirt,  so  erhält  man  für  die  Gewölbstärke  c  die  folgende 
Gleichung: 

■tt    ,._»r     /+6(c  +  A)     \ 

Um  die  Grösse  c  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnen,  hat  man 
zunächst  abkürzungsweise  den  Ausdruck: 
8)    3üO./+150.c  =  C 
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zu  setzen   und  nach   Substitution   desselben   alsdann   der  obigen 
Gleichung  die  folgende  Form  zu  geben: 

Indem  man  diese  Gleichung  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 
erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  c  den  Werth: 


10)  <=™+^+m+™L. 

Mittelst  der  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  kann  man  nun- 
mehr die  Grösse  c  auf  folgende  Weise  berechnen.  Indem  man 
zuerst  das  Glied  150  .  c  in  Gleichung  8)  vernachlässigt  und  dem- 
gemäss  C  =  300 .  /  setzt ,  findet  man  aus  Gleichung  10)  zu- 
nächst einen  Annäherungswerth  für  die  Grösse  c.  Nach  Substitu- 
tion dieses  Annäherungswerthes  kann  man  aus  Gleichung  8)  den 
genaueren  Werth  von  C  berechnen,  und  mit  Benutzung  dieses 
letzteren  findet  man  nachher  aus  Gleichung  10)  den  genaueren 
Werth  von  c,  worauf  —  falls  dies  erforderlich  scheint  —  die  obige 
Correction  noch  ein  Mal  wiederholt  werden  kann. 

Die  in  den  obigen  Gleichungen  mit  /  und  l  bezeichneten 
Grössen  sind  nach  Fig.  497  und  Fig.  496  zu  berechnen  aus  den 
Gleichungen : 

11)  f=r(l  —  cos  60°)  =  0,5  .  r, 

12)  l  =  r  .  sin  60°  =  0,806  .  r, 

welche  nicht  nur  für  volle  Halbkreis- Gewölbe  gelten,  sondern  über- 
haupt für  alle  Kreisbogen -Gewölbe,  deren  halber  Ceutri-Winkel  a 
zwischen  90"  und  60°  beträgt.  Wenn  dagegen  dieser  Winkel  a 
kleiner  ist  als  60",  so  hat  man  für  jene  Grössen  die  unmittelbar 
gegebenen  Werthe:  /  =  r  (1  —  cos  a)  und  l  =  r  sin  a  zu  Sub- 
stituten. 

Hiernach  würde  man  aus  den  obigen  Gleichungen  für  r  —  0 
den  Werth  c  =  0  erhalten  und  überhaupt  für  sehr  kleine  Halb- 
messer einen  Werth,  welcher  für  die  practische  Ausführung  als 
zu  klein  verworfen  werden  müsste.  Es  empfiehlt  sich  daher  aus 
practischen  Gründen:  zu  der  berechneten  (von  r  abhängigen) 
Grösse  c  noch  das  constante  (von  r  unabhängige)  Glied  c0  hinzu- 
zufügen, und  die  definitiv  zu  wählende  Gewölbstärke  aus  der 
Gleichung : 

13)    c  =  c0  +  c 
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zu  berechnen,  in  welcher  c0  =  Om,l  gesetzt  werden  kann,  als  Mi- 
nimum der  practisch  ausführbaren  Gewölbstärke,  oder  derjenige 
Grenzwerth,  welchen  die  Grösse  c  erreichen  soll,  wenn  r  —  0  wird. 
Für  die  in  Gleichung  10)  mit  h  bezeichnete  Grösse  hat  man 
diejenige  Belastungshöhe  einzusetzen,  welche  man  erhält,  indem 
man  sich  die  mobile  Belastung  durch  eine  Belastungsschicht  vom 
specifischen  Gewichte  des  Gewölbmaterials  repräsentirt  denkt  und 
die  Höhe  dieser  Schicht  zu  der  permanenten  Belastungshöhe 
'hinzu  addirt. 

Um  z.  B.  für  ein  Halbkreisgewölbe,  dessen  innerer  Halbmesser:  r  =  2m 
und  dessen  totale  Belastungshöhe:  h  =  lm  beträgt,  die  erforderliche  Gewölb- 
stärke  zu  berechnen,  hat  man  nach  Gleichung  11)  und  Gleichung  12)  die 
Werthe:  /=lm  und  Z  =  lm,732  zu  substituiren.  Man  erhält  dann  nach  Glei- 
chung 8),  indem  man  zunächst  das  Glied  150 .  c  vernachlässigt,  für  die  Grösse 
C  den  Annäherungswerth  C  =  300.  Mit  Benutzung  desselben  findet  man  aus 
Gleichung  10)  für  die  Grösse  c  den  Annäherungswerth  c  =  0,296.  Hiernach 
ergiebt  sich  aus  Gleichung  8)  der  genauere  Werth :  C  =  344,  und  nach  Sub- 
stitution desselben  erhält  man  aus  Gleichung  10)  den  genaueren  Werth: 
c  =  0,275.  Für  die  wirklich  zu  wählende  Gewölbstärke  ergiebt  sich  nunmehr 
aus  Gleichung  13)  der  Werth: 

c  =  0,1  +  0,275  =  0*375. 
Für  r  =  10m  und  h  =  lm  würde  man  auf  gleiche  Weise,  indem  man 
/=5m  und  J  =  8m,66  setzt,  zunächst  die  Annäherungswerthe :  6'=  1500 
und  c  =  0,892  erhalten.  Die  Anwendung  des  oben  erklärten  Corrections- 
verfahrens  führt  alsdann  zu  den  genaueren  Werthen :  C=  1629  und  c  =  0,863. 
Hiernach  ergiebt  sich  für  die  wirklich  zu  wählende  Gewölbstärke  in  diesem 
Falle  der  Werth: 

c  =  0,1  + 0,863  =  0m,963. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  r  =  2ra  und  h  =  10 m  setzt,  so  erhält  man 
auf  dieselbe  Weise  den  Werth:  c  =  0m,795. 

Für  einen  Gewölbbogen,  dessen  halber  Centriwinkel  a  nur  30  Grad  be- 
trägt, ist :  /= r  (1  —  cos  30 °)  =  0,134  r  und  l  =  r .  sin  30°  =  0,5 .  r  zu  setzen. 
Wenn  also  die  Spannweite  10  Meter  beträgt,  so  ist  r  =  10 m  zu  setzen; 
folglich  wird  für  diesen  Fall:  /=  lm,34  und  1  =  5m.  Hiernach  erhält  man 
für  Ä  =  lm  aus  den  obigen  Gleichungen  zunächst  die  Annäherungswerthe: 
C  =  402  und  c  =  0,887.  Die  Anwendung  des  oben  erklärten  Corrections- 
verfahrens  führt  alsdann  zu  den  genaueren  Werthen:  C  =  517  und  c  =  0,760. 
Für  die  wirklich  erforderliche  Gewölbstärke  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth: 
(  =  0m,860.*) 


*)  Vergl.:  v.  Kaven,  „Vorträge  über  Ingenieur- Wissenschaften*4.  Erste 
Abtheilung:  „Wegebau*4.  (Zweite  Auflage.  Hannover.  Carl  Rümpler.)  Das 
oben  erklärte  Verfahren  ist  dasjenige,  welches  v.  Kaven  bei  Ableitung  seiner 
(im  zwölften  Abschnitte  des  Anhanges  aufgestellten)  empirischen  Formeln  an- 
wendete. 
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Die  obigen  Gleichungen  würden  auch  bei  Halbmessern  von 
mehreren  tausend  Metern  noch  einen  bestimmten  endlichen  Werth 
für  die  Gewölbstärke  ergeben,  obwohl  nach  §  130  ein  Gewölbbogen 
von  solchen  Dimensionen  die  Grenzen  der  Ausführbarkeit  weit 
überschreiten  würde.  Die  obige  Berechnungsmethode  ist  daher  — 
wie  überhaupt  die  Anwendung  empirischer  Formeln  —  nur  be- 
dingungsweise zu  empfehlen,  und  man  darf  keineswegs  erwarten, 
immer  brauchbare  Werthe  mittelst  derselben  zu  erhalten.  Viel- 
mehr wird  man  —  insbesondere  bei  grösseren  Spannweiten  und 
Belastungshöhen  —  die  mittelst  jener  Methode  berechneten  Werthe 
stets  nur  als  vorläufige  Annäherungswerthe  betrachten  dürfen, 
welche  noch  einer  näheren  Prüfung  und  einer  Correction  mittelst 
der  früher  entwickelten  Theorien  unterworfen  werden  müssen.  Bei 
diesem  Correctionsverfahren  wird  man  dahin  zu  streben  haben, 
für  die  Gewölbstärke  wo  möglich  eine  solche  Grösse  aufzufinden, 
bei  welcher  die  Stützlinie  ganz  in  das  innere  Drittel  des  Bogens 
hineingelegt  werden  kann,  und  bei  welcher  zugleich  die  practisch 
zulässige  Druckspannung  an  keiner  Stelle  überschritten  wird. 
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Hydraulik. 


§  154. 
Definitionen. 

Uic  flüssigen  Körper  können  betrachtet  werden  als  elastische 
Körper,  in  welchen  die  Widerstände  gegen  Zug -Kräfte,  sowie  die 
Widerstände  gegen  Abscheerungs- Kräfte  gänzlich  fehlen,  und  bei 
welchen  zugleich  der  Reibungscoefficient  der  Ruhe  die  Grösse  Null 
hat.  Auf  ein  Flächenelement  im  Innern  einer  flüssigen  Masse 
können  daher  von  den  anliegenden  Theilchen  derselben  nur  Druck- 
Kräfte  übertragen  werden,  welche  rechtwinkelig  gegen  das  Flächen- 
element gerichtet  sind. 

Wenn  man  sich  durch  die  flüssige  Masse  eine  ebene  Schnitt- 
fläche hindurchgelegt  denkt  und  die  Summe  der  von  der  einen 
oder  von  der  andern  Seite  her  gegen  den  beliebig  gewählten  Theil 

F  dieser  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  mit  P  bezeichnet,  so  wirkt 

p 
auf  jede  Flächeneinheit  dieser  Fläche  durchschnittlich  der  Druck  -„- . 

Denkt  man  sich  die  Fläche  F  allmählich  abnehmend  und  schliess- 
lich zu  einem  Punkte  zusammenschrumpfend,  so  erkennt  man,  dass 

p 
der  Quotient  -„-  alsdann  einem  bestimmten  Grenzwerthe: 

r 


1)    P  =  Hm.(|-) 


sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  p  wird  der  Druck 
pro  Flächeneinheit  in  jenem  Punkte  genannt.  Die  Grösse  dieses 
Druckes  ist  unabhängig  von  der  Richtung  desselben,  d.  h.  unab- 
hängig von  der  Richtung  der  Normalen  jener  Druckfläche.*) 


*)  Vergl.  §  137  und  „Technische  Mechanik",  Cap.  XXVIII. 
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Wenn  ferner  mit  M  die  in  einem  bestimmten  Raumtheile  J 
enthaltene  Masse  bezeichnet  wird,    so  ist  in  jeder  Cubikeinheit 

M 

dieses    Rauminhaltes    durchschnittlich    die    Masse    —y   enthalten. 

Denkt  man  sich  den  Rauminhalt  J  allmählich   abnehmend  und 
endlich  bis  auf  einen  Punkt  zusammenschrumpfend,  so   erkennt 

M 
man,  dass  jener  Quotient  -y  alsdann   einem   bestimmten   Grenz- 

werthe : 


2)     [x=lim.(^-) 


sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  jx  wird  die  Masse  pro 
Cubikeinheit  oder  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  jenem  Punkte 
genannt. 

Ausser  den  inneren  (Druck-)Kräften,  welche  die  benachbarten 
Flüssigkeitstheilchen  in  ihren  Grenzflächen  auf  einander  gegen- 
seitig übertragen,  werden  im  Allgemeinen  auch  noch  äussere  Kräfte 
vorhanden  sein,  welche  aus  der  Ferne  her  auf  die  Massentheilchen 
der  Flüssigkeit  einwirken.  Von  diesen  äusseren  Kräften  wird 
vorausgesetzt,  dass  Richtung  und  Grösse  derselben  nur  von  den 
Orten  der  Massentheilchen  abhängen  und  mit  den  Coordinaten  dieser 
Orte  stetig  sich  ändern.  Die  auf  einen  bestimmten  Massentheil 
wirkenden  äusseren  Kräfte  werden  alsdann  um  so  mehr  als  ein 
durch  eine  Mittelkraft  darstellbares  System  von  Parallelkräften  be- 
trachtet werden  dürfen,  je  kleiner  dieser  Massentheil  angenommen 
wird.     Wenn  mit  K  die  Grösse  dieser  Mittelkraft  für  das  Massen- 

theilchen  M  bezeichnet  wird,  so  ist  -,.-  die  Kraft,  welche  durch- 
schnittlich auf  jede  Masseneinheit  dieser  Masse  M  wirkt.  Denkt 
man  sich  die  Masse  M  allmählich  abnehmend  und  den  von  der- 
selben ausgefüllten  Raum  auf  einen  Punkt  zusammenschrumpfend, 

so  erkennt  man,  dass  jener  Quotient  ,.  alsdann  einem  bestimmten 
Grenzwerthe : 


3)     x  =  lim.(-£) 


sich  nähern  wird.     Dieser  feste  Grenzwerth  x  wird  die  in  jenem 
Punkte  wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit  genannt. 

Die  auf  solche  Weise  definirten  Grössen  />,  p.,  x  sind  als  stetige 
Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten.  Wenn  also  mit  u  der 
Werth  bezeichnet  wird,  welchen  eine  dieser  Grössen  in  demjenigen 
Punkte  hat,   dessen  Coordinaten   x,y,z  sind,    und   mit  Au  der 
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Zuwachs,  welchen  die  Grösse  u  erhält,  wenn  die  Goordinate  x  um 
die  Grösse  Ax  vergrössert  wird,  so  kommt  auf  jede  Längeneinheit 

der  Strecke  Ax  durchschnittlich  die  Zunahme  -r— .  Der  partielle 
Differenzialquotient : 

«£-»-•(&) 

bedeutet  also  die  Zunahme  der  Grösse  u  pro  Längeneinheit  in 
der  Richtung  der  X- Achse  für  jene  Stelle.  Um  die  unendlich 
kleine  Aenderung  zu  erhalten,  welche  die  Grösse  u  erleidet,  wenn 
die  Coordinate  x  um  die  unendlich  kleine  Grösse  dx  zunimmt, 
hat  man  demnach  jenen  Differenzialquotienten  mit  der  Grösse  dx 
zu  multipliciren.  Auf  analoge  Weise  sind  die  Aenderungen  der 
Grösse  u  in  Bezug  auf  die  Richtungen  der  anderen  beiden  Coor- 
dinaten-Achsen  zu  bestimmen. 

§  155. 
Allgemeine  Differenzialgleichung  des  hydrostatischen  Druckes. 

Wenn  mit  ja  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  mit  p  der  Druck 
pro  Flächeneinheit,  mit  x  die  Kraft  pro  Masseneinheit  bezeichnet 
wird  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Coordinaten  a>,  y,  z  sind,  so 
können  die  auf  ein  daselbst  befindliches  Flüssigkeitstheilchen  wir- 
kenden Kräfte  auf  folgende  Weise  berechnet  werden.  Denkt  man 
sich  das  von  diesem  Theilchen  erfüllte  Raumelement  dJ  von  der 
Form  eines  Parallelepipedons,  dessen  Kanten  dx,  dy,  dz  sind,  so 
erhält  man  für  die  in  diesem  Raumelemente  enthaltene  Masse  dM 
den  Ausdruck: 

1)     dM  =  p  .  dJ=  p  .dx  .dy  .  dz. 

Auf  dieses  Massenelement  wirkt  von  aussen  her  die  Kraft: 
x  .  dM.  Wenn  also  mit  X,  F,  Z  die  drei  Seitenkräfte  der  Kraft  x 
bezeichnet  werden,  so  ergiebt  sich  für  die  in  der  Richtung  AX 
auf  das  Massenelement  wirkende  Seitenkraft  der  in  Fig.  499  an- 
gegebene Werth :  X .  dM.  Ausserdem  wirken  auf  dieses  Massen- 
element noch  die  rechtwinkelig  gegen  die  Seitenflächen  des  Pa- 
rallelepipedons gerichteten  Flächendrücke,  und  zwar  parallel  zur 
Achse  AX  die  Drücke  gegen  diejenigen  beiden  Seitenflächen, 
welche  der  Ebene  A  YZ  parallel  sind.  Nach  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  ergeben  sich  für 
diese  beiden  Flächendrücke  die  in  Fig.  499  angegebenen  Werthe. 
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Indem  man  nunmehr  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  parallel 
zur  Achse  AX  gerichteten  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  erhält 
man  die  Gleichung: 

2)    0  =  X.dM—  (&).dx.dy.dz, 

und  wenn  man  hierin  für  dM  den  in  Gleichung  1)  angegebenen 
Werth  substituirt,   so  erhält  man  für  den  partiellen  Differenzial- 

quotienten  von  p,  nach  x 
Fig.  499.  genommen,  den  folgenden 

Ausdruck: 

JCdM* 


)>.dy.dz 


.  X. 


.dy.(l3 


-X 


Auf  gleiche  Weise  findet 
man  in  Bezug  auf  die  an- 
deren beiden  Coordinaten- 
Achsen  die  Gleichungen: 


a\     dP 

4)  ^=* 


Y, 


Nachdem  auf  solche  Weise  die  Werthe  der  drei  partiellen 
Differenzialquotienten  gefunden  sind,  kann  man  das  totale  Diffe- 
renzial  von  p  berechnen  aus  der  Gleichung: 

«)  *-(£*+<#*+£)*■ 

welche  nach  Substitution  der  obigen  drei  Ausdrücke  die  folgende 
Form  annimmt: 

7)  dp  =  |i  \Xdx  +  Ydy  -f  Zdz\ , 

und  in  dieser  Form  die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  einer 
ruhenden  flüssigen  Masse  oder  das  hydrostatische  Grundgesetz  darstellt. 
Diese  Gleichung  kann  man  auf  zweierlei  Weise  benutzen,  um 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der  Druck  pro  Flächeneinheit 
im  Innern  der  flüssigen  Masse  sich  ändert.  Wenn  man  für  die 
Grössen  ja,  Jf,  F,  Z,  welche  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
gebenen Erklärung  als  Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten 
sind,  die  dem  gegebenen  Falle  entsprechenden  Ausdrücke  in  der 
obigen  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man  durch  Integration 
derselben  eine  Gleichung  von  der  Form: 

8)  p  =  F(x,y,z), 
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welche  die  Grösse  p  als  Function  der  drei  Coordinaten  #,  ?/,  z 
darstellt  und  in  dieser  Form  zur  Berechnung  des  in^  jedem  be- 
liebigen gegebenen  Punkte  stattfindenden  Druckes  pro  Flächen- 
einheit direct  benutzt  werden  kann. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  der  obigen  Gleichung  die 
Grösse  dp  —  als  diejenige  unendlich  kleine  Druck -Aenderung, 
welche  den  beliebig  gewählten  unendlich  kleinen  Coordinaten- 
Aenderungen  dx,  dy,  dz  entspricht  —  gleich  Null  setzt,  so  werden 
durch  diese  Bedingungsgleichung  jene  Coordinaten -Aenderungen 
in  solcher  Weise  beschränkt,  dass  die  Grössen  dx,  dy,  dz  nunmehr 
ausschliesslich  solche  Combinationen  von  Coordinaten-Aenderungen 
repräsentiren ,  mit  welchen  keine  Aenderung.  des  Druckes  p  ver- 
bunden ist.    Die  Gleichung: 

9)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0 

ist  demnach  als  Differenzialgleichung  eines  Flächenelementes  zu 
betrachten,  welches  einer  Fläche  constanten  Druckes  (oder  einer 
sogenannten  Niveau -Fläche)  angehört,  und  durch  Integration  der- 
selben erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

10)  /  (a?,  y,  z)  =  Const., 

welche  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  darstellt.  Jedem  Werthe 
der  Constanten  entspricht  eine  besondere  Niveau -Fläche.  Dem 
Uebergange  von  einer  Fläche  zur  andern  entspricht  eine  Aenderung 
des  Druckes.  In  den  Punkten  einer  und  derselben  Niveau-Fläche 
aber  hat  der  Druck  überall  gleiche  Grösse.  Zugleich  ergiebt  sich 
aus  §  44  der  „analytischen  Mechanik",  dass  die  oben  mit  x  be- 
zeichnete Mittelkraft  der  drei  Kräfte  X,  Y,  Z  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtet  ist. 

§  156. 
Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  tropfbar  flüssiger 

Körper. 

Bei  allen  flüssigen  Körpern  wächst  die  Dichtigkeit  mit  zu- 
nehmendem Drucke.  Bei  den  sogenannten  „tropfbaren  Flüssig- 
keiten", als  deren  Repräsentant  das  Wasser  betrachtet  werden 
kann,  sind  jedoch  diese  Dichtigkeitsänderungen  so  klein,  dass 
unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  bei  solchen  Flüssigkeiten  die 
Dichtigkeit  ja  als  eine  nach  Raum  und  Zeit  unveränderliche  Grösse 
behandelt  werden  darf.  Für  den  Fall,  dass  die  von  aussen  her 
auf  die  Massentheilchen  der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  in  den 
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Gewichten  derselben  bestehen,  hat  man  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  x  bezeichnete  Kraft  pro  Masseneinheit  gleich  g  zu  setzen,  und 
wenn'  zugleich  das  Coordinaten- System  so  gelegt  wird,  dass  die 
Achse  A  Z  mit  der  Richtung  der  Schwere  zusammenfallt,  so  wird : 

X=0,  F=0,    '       Z  =  g. 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefundene  allgemeine  Differenzialgleichung  die  folgende 
Form  an: 

1)  dp  —  [ig  dz. 

Hierin  bedeutet  das  Product  [ig  das  Gewicht  einer  Masse,  deren 
Rauminhalt  gleich  der  Cubikeinheit  ist.  Wenn  also  mit  7  das 
Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
p,^  =  Y  zu  setzen,  und  es  wird: 

2)  dp  =  7  .  dz. 

Indem  man  hierin  dp  —  0  setzt,  erhält  man  für  die  Niveau-Flächen 
oder  die  Flächen  constanten  Druckes  die  Gleichung: 

3)  dz  =  0    oder    z  =  Const. 

'  Die  Niveau -Flächen  sind  also  in  diesem  Falle  horizontale 
Ebenen.  Jedem  bestimmten  Werthe  der  Constanten  entspricht 
eine  bestimmte  Horizontal-Ebene,  in  deren  Punkten  der  Druck  p 
eine  bestimmte  überall  gleiche  Grösse  hat.  Diejenige  Horizontal- 
Ebene,  in  welcher  der  Druck  p  die  Grösse  Null  hat,  bildet  die 
freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Wenn  also  der  Anfangspunkt  des 
Coordinaten -Systems  in  die  freie  Oberfläche  gelegt  wird,  so  ist 
p  =  0  zu  setzen  für  *  =  0,  und  durch  Integration  der  Gleichung  2) 
erhält  man  für  den  von  der  Schwere  hervorgebrachten  hydrosta- 
tischen Druck  pro  Flächeneinheit  im  Abstände  z  von  der  freien 
Oberfläche  die  folgende  Gleichung: 

4)  p  =  T  .  z. 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  von  der  freien  Oberfläche 
befindliches  Flächenelement  dF  hat  also  die  Grösse: 

5)  p.dF  =^zdF. 

Da  der  Gleichgewichtszustand  der  Flüssigkeit  nicht  gestört 
wird,  wenn  durch  dieselbe  eine  feste  Wandfläche  hindurchgelegt 
wird,  so  erkennt  man,  dass  die  obige  Gleichung  auch  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  das  Flächenelement  der  inneren  Wandfläche 
eines  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefässes  angehört. 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  2«S 
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§  157. 
Druck  des  Wassers  gegen  ebene  Flächen. 

Um   den   Gesanimtdruck   des   Wassers    gegen    eine    verticale 
Rechteckfläche  zu   berechnen,  hat  man  sich  dieselbe  auf  die  in 

Fig.  500  angedeutete 


Fig.  500. 


Pig.  501. 


Weise  in  horizontale 
Streifen  von  unendlich 
kleiner  Höhe  zerlegt 
zu  denken,  und  die 
gegen  die  einzelnen 
Flächenstrei  fen  wir- 
kenden Drücke  zu- 
sammen zu  addiren 
(Fig.  501).  Der  Druck 
gegen  den  in  der  Tiefe 
z  unter  dem  Wasserspiegel  befindlichen  Streifen  hat  nach  Glei- 
chung 5)  des  vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

1)     dK=iz.bdz. 
Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man   für  den  Druck 
gegen  die  ganze  Fläche  AB  den  Ausdruck: 

// 
C  /H2  —  h^ 


K=,bJzdz=,b(^-^). 


Den  Abstand  des  Angriffspunktes  J  von  dem  Wasserspiegel 
findet  man  —  auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  102  der  Angriffspunkt 
des  Erddruckes  bestimmt  wurde  —  indem  man  das  statische 
Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  O  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  der  gegen  die  einzelnen  Flächen- 
streifen wirkenden  Drücke  setzt,  aus  der  Gleichung: 

3)     Kl  =  I  -(zbdz  .  2,     oder: 


-T.('..*_Tt(^*). 


4)    Kl 


Wenn  man  hierin  für  K  den  oben  gefundenen  Ausdruck  einsetzt, 
so  erhält  man  für  den  Hebelann  2  den  Werth: 


2  (W-h\ 

0)    l-^XiP^¥)' 
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Fig.  502. 


Auf  analoge  Weise  kann  der  Druck  gegen  die  in  Fig.  502 
dargestellte   Dreieckfläche  ABC  berechnet   werden.     Der  Druck 

des  Wassers  gegen  den 
im  Abstände  z  vom 
Wasserspiegel  befind- 
lichen Flächenstreifen 
hat  die  Grösse: 

6)    dK  =  ^z  .vdz  = 

und  durch  Integration 
dieser  Gleichung  erhält 
man    für    den    Druck 
gegen  die  ganze  Dreieckfläche  den  Ausdruck: 

// 

7)     K=jfZljl   f(H—z)zdz,     oder: 


welchem  man  nach  Substitution  des  Werthes  H  —  h  =  a  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

9)  k  =  -l^?2  +  3a^   . 

Der   Abstand   des   Angriffspunktes  J  vom   Wasserspiegel   ist 
nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

*      II  11 

10)  Kl=  fdK.z  =  H^J-f(H—z)z2dz,     oder: 

in   Ki-    ib    lHiH3~k3)     (H'-h\\ 

11)  AJ_Ä_-jij—      3        ■■-{      4  — jj- 

aus  welcher  man  nach  Substitution  des  oben  für  K  gefundenen 
Ausdruckes,  indem  man  zugleich  wieder  77 — h  =  a  setzt,  für  l 
den  folgenden  Werth  erhält: 


*>  '-~t^- 


28* 
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d* 


B 


Um  die   andere  Coordinate  des  Angriffspunktes  J  zu  finden, 
hat  man  sich  die  Dreieckfläche  auf  die   in  Fig.  503  angedeutete 

Weise    in    verticale    unendlich 
Mg-  mB'  schmale  Flächenstreifen  zerlegt 

zu  denken.  Der  Druck  gegen 
den  im  Abstände  x  von  dem 
Eckpunkte  A  befindlichen  Streifen 
hat  nach  Gleichung  2)  des  vo- 
rigen Paragraphen  die  Grösse: 

und  indem  man  das  statische 
Moment  der  Kraft  K  in  Bezug 
auf  die  Verticale  des  Punktes  A  gleich  der  Summe  der  statischen 
Momente  der  gegen  die  einzelnen  Flächenstreifen  wirkenden  Drücke 
setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 


X, 


14)    Ks  = 


=fidx{^ 


welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  v  =  —  .  x  auch  die 

folgende  Form  geben  kanu: 

b 


15)    Ks 


16)    *.  =  ,„»■(*-  +  £) 


(2hhx  -[-  ax1)  xdx,     oder: 


Wenn  man  hierin  für  K  den  oben  gefundenen  Ausdruck  einsetzt, 
so  erhält  man  für  s  den  Werth: 


17) 


_  /   8h-\-3a\  h 
~\12A4-4a/    ' 


.12A  +  4« 

Aus   den   Gleichungen   12)    und  17)   ergeben   sich   z.  B.    für 

a  3 

A  =  0  die  Werthe:   l  —  -^-  und  s=  -.   6.*) 

2  4        ' 

§  158. 
Druck  im  Innern  einer  tropfbar  flüssigen  Engel. 

Nach  §  41  der  „analytischen  Mechanik u  ändert  sich   die  von 
einer  homogenen  Kugel   auf  einen  materiellen  Punkt  ausgeübte 

*)  Vergl.  „Technische  Mechanik",  §  154. 
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Anziehungskraft  im  Innern  der  Kugel  proportional  dem  Abstände 
vom  Mittelpunkte  derselben.  Wenn  also  mit  A  der  Werth  be- 
zeichnet wird,  welchen  die  in  §  155  mit  x  bezeichnete  „Kraft  pro 

Masseneinheit4*  im  Abstände 
Fig.  504.  „Eins"  vom  Mittelpunkte  an- 

Z  nimmt,   so   ist  für  die   im 

Abstände  p  vom  Mittelpunkte 
befindliche  Stelle: 
1)  x  =  4p 
zu  setzen,  und  für  die  drei 
Seitenkräfte  dieser  Kraft 
ergeben  sich  aus  Fig.  504 
'X  die  Werthe : 


2)  X=—A{ 


3)  7=-A9.*-=-Ay, 


—  A. 


4)  Z=—Ao.  ~=  —  Az. 
P 
Nach  Substitution   derselben  nimmt  die    allgemeine  Differenzial- 

gleichung  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

5)     dp  =  —  jx  A  (xdx  -f-  ydy  -f*  ssdz)  =  —  \i  A  pdp. 

Wenn  man  hierin  dp  =  0  setzt ,   so   erhält  man  die  Gleichung : 

d(p2)  =  0  oder  p  =  Const.,  welche  zeigt,   dass  die  Flächen  con- 

stanten  Druckes  in  diesem  Falle  Kugelflächen  sind.    Der  Gleichung 

p  =  r  entspricht  diejenige  Kugelfläche,  in  welcher  der  Druck  gleich 

Null  ist,  nämlich  die  freie  Oberfläche  der  flüssigen  Kugel. 

Indem  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 

Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  p,  auf  der  rechten  zwischen 

den  zugehörigen  Grenzen  r  und  p  —  gelangt  man  zu  der  folgenden 

Gleichung : 


o) 


jdp=  —  \kAi\ 


7)    ,_^(i--tl). 


p  rfp ,    oder : 


Wenn  mit  g  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die   Grösse  x 
an  der  Oberfläche  der  Kugel  annimmt,  so  ist  die  Constante  A  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 
8)     Ar  =  g, 
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und  nach  Substitution  des  hieraus  für  A  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung  die  folgende  Form  geben: 


•>»-T(»  -?'•)• 


Hierin  bedeutet  das  Product  \ig  die  Kraft,  mit  welcher  die  in 
der  Cubikeinheit  enthaltene  Flüssigkeitsmasse  an  der  Oberfläche 
der  Kugel  von  letzterer  angezogen  wird,  und  wenn  man  diese 
Kraft  mit  f  bezeichnet,  so  wird: 

«9  »-¥(»-£)• 

Für  p  =  0  wird  p  =  ~- .    Der  Druck  pro  Flächeneinheit  im 

Mittelpunkte  der  Kugel  beträgt  also  die  Hälfte  von  demjenigen 
Drucke,  welchen  eine  Flüssigkeits-Säule,  deren  Höhe  gleich  dem 
Halbmesser  der  Kugel  ist,  an  ihrer  Grundfläche  ausüben  würde, 
wenn  das  Gewicht  pro  Masseneinheit  (oder  die  Fallbeschleunigung) 
längs  der  ganzen  Höhe  der  Säule  die  constante  Grösse  g  hätte. 

Denkt  man  sich  die  flüssige  Kugel  in  eine  feste  Kugel  ver- 
wandelt, so  erkennt  man,  dass  die  von  derselben  ausgeübte  An- 
ziehungskraft dabei  keine  Aenderung  erleiden  würde.  Wenn  also 
die  Erde  als  eine  homogene  Kugel  betrachtet  werden  dürfte,  so 
würde  man  die  obige  Gleichung  —  indem  man  darin  für  7  das 
Gewicht  eines  Cubikmeters  Wasser  setzt  —  benutzen  können,  um 
bei  einem  mit  Wasser  gefüllten  bis  zum  Erdmittelpunkte  reichenden 
Schachte  den  hydrostatischen  Druck  in  einer  gegebenen  Tiefe 
daraus  zu  berechnen. 

§  159. 
Relatives  Gleichgewicht  einer  rotirenden  Wassermasse« 

Eine  Wassermasse,  welche  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  u> 
um  eine  verticale  Drehachse  gleichförmig  sich  dreht,  befindet  sich 
in  relativem  Ruhezustande  in  Bezug  auf  einen  Raum,  welcher  die 
gleiche  Drehbewegung  ausführt.  Um  die  Bedingungen  des  relativen 
Gleichgewichtes  zu  finden,  hat  man  zu  den  wirklich  vorhandenen 
Kräften  noch  die  jener  Drehbewegung  entsprechenden  Centrifugal- 
kräfte  hinzuzufügen  und  alsdann  die  Wassermasse  als  im  absoluten 
Ruhezustande  befindlich  anzusehen.  Die  Centrifugalkraft  eines  im 
Abstände  p  von  der  Drehachse  befindlichen  Massentheilchens  dM 
hat  die  Grösse:   dJH/p<i>2;   folglich  hat  die  Centrifugalkraft  pro 
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Masseneinheit  an  dieser  Stelle  die  Grösse  pa>2.     Die  wirklich  vor- 
handene Kraft  ist  die  Schwerkraft,  welche  pro  Masseneinheit  überall 

die    Grösse  g    hat.      Hiernach 


Fig.  505. 


ö^.      |    _^^£* 


Fig.  506. 


ergeben  sich  aus  Fig.  505  und 
Fig.  506  für  die  drei  Seiten- 
kräfte der  in  §  155  mit  x  be- 
zeichneten Kraft  die  Werthe: 

1)  X=pü>'.  cos  a  =  u>2  #, 

2)  Y=  po>2 .  sin  ol  =  ü)2y, 

3)  Z  =  -g, 

und  nach  Substitution  derselben 
nimmt  die  allgemeine  Differen- 
zialgleichung  des  hydrostatischen 
Druckes  die  folgende  Form  an: 

4)  dp=\i\m2{xdx~\-ydy)—gdz\ , 

oder: 

5)  dp  =  «j.  Jü>2  .  p  dp  —  g  .  dz\ . 

Durch  Integration  dieser  Glei- 
chung erhält  man  für  den  Druck 
an  der  im  Abstände  p  von  der 
Drehachse  und  in  der  Höhe  z 
über  der  Bodenfläche  befindlichen 
Stelle  die  Gleichung: 


'•>  r=,{^ 


\ 


gz\  -f-  Const. 

Für  p  =  0  und  z  =  h  wird  p  =  Q', 
also  ist  die  Constante  zu  berech- 
nen aus  der  Gleichung: 
7)    0  =  —  jx  g  h  -f-  Const. 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  von  der  vorhergehenden  sub- 

trahirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


8)     p  =  i>{^+g(h-z)}, 

welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe  <up 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


v  und  \ig  =  y 


y)    p 


-t(-;7+*-> 


••ig 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  v  die  Peripheriegeschwindigkeit 
des  im  Abstünde  p  von  der  Drehachse  befindlichen  Punktes,  und 

v  2 

--  -  die  derselben  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe.     Wenn  die 

9 
Drehbewegung  nicht  stattfände,  so  würde  die  dem  Drucke  p  ent- 
sprechende Druckhöhe  die  Grösse  h  —  z  haben.     Die  obige  Glei- 
chung zeigt  also,  dass  durch  den  Einfluss  der  Drehbewegung  diese 
Druckhöhe  um  jene  Geschwindigkeitshöhe  vergrössert  wird. 

Wenn  man  in  Gleichung  5)  die 
Fig.  507.  Grösse  dp  gleich  Null  setzt,  so  kann 

man  derselben  die  Form  geben: 


10) 


dz  =  ^ 


pdp, 


und  durch  Integration  derselben  er- 
hält man  für  die  Fläche  constanten 
Druckes  die  folgende  Gleichung: 


u) 


2sr 


+  «, 


in  welcher  die  Constante  c  denjenigen 
Werth  von  z  bezeichnet,  welcher  dem 
Werthe  v  =  0  entspricht,  oder  die 
Coordinate  desjenigen  Punktes,  in  welchem  jene  Fläche  die  Dreh- 
achse schneidet  (Fig.  507).  Die  obige  Gleichung  zeigt,  dass  die 
Fläche  constanten  Druckes  eine  Paraboloid-Oberfläche  bildet,  welche 
man  sich  durch  Umdrehung  einer  Parabel  um  ihre  Achse  ent- 
standen denken  kann.  Die  Höhendifferenz  zwischen  dem  in  der 
Drehachse  liegenden  Scheitelpunkte  und  einem  ausserhalb  der 
Drehachse  befindlichen  Punkte  dieser  Mäche  ist  stets  gleich  der 
Geschwindigkeitshöhe  des  letzteren.  Wenn  man  in  der  obigen 
Gleichung  für  die  Constante  c  den  Werth  h  einsetzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche. 


§  160. 
Druck  der  atmosphärischen  Luft. 

Während  bei  den  tropfbar  flüssigen  Körpern  die  Dichtigkeit 
|x  als  eine  nach  Raum  und  Zeit  unveränderliche  Grösse  betrachtet 
werden  konnte,  hat  man  bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten  —  als 
deren  Repräsentant  die  atmosphärische  Luft  gelten  kann  —  die 
Grösse  jjl  als  eine  Function   des  Druckes  p  zu  behandeln.     Nach 
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dem  Mariotte'schen  Gesetze  ist  im  Innern  einer  ruhenden  Gasmasse 
von  constanter  Temperatur  der  Druck  überall  proportional  der 
Dichtigkeit  derselben.  Wenn  also  mit  p  der  Druck  bezeichnet  wird, 
welcher  der  Dichtigkeit  ja  entspricht,  so  kann  das  Mariotte'sche 
Gesetz  ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichung: 

i)  4  =  4-, 

V         V- 
und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  \i  sich  ergebenden 
Werthes  nimmt  die  allgemeine  Differenzialgleichung  des  hydrosta- 
tischen Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  dp  =  l£rp(Xdx+Ydy-{-Zdz). 

Um  den  Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  atmosphärischen 
Druck  zu  bestimmen  und  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der 
Luftdruck  mit  der  Höhe  über  der  Erdoberfläche  sich  ändert,  hat 
man  in  der  obigen  Gleichung  —  indem  man  sich  die  Z- Achse 
vertical  aufwärts  gerichtet  denkt  —  die  Werthe: 

X=0,  Y=0,  Z  =  —  g 

zu  substituiren,  und  erhält  alsdann  für  die  Druckzunahme  dp, 
welche  der  Höhenzunahme  dz  entspricht,  die  Gleichung: 

3)  dp  =  —  ~~r^9    dz- 

Hierin  bedeutet  das  Product  \l  g  =  y'  das  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Luft  bei  der  dem  Drucke  p  entsprechenden  Dichtigkeit. 
Nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben : 

4)  dz  =  _lr.dV, 

7       V 
und  wenn  man  dieselbe  nunmehr  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  z{  und  z2,   auf  der  rechten  zwischen  den 
zugehörigen  Grenzen  p,  und  p2  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 


5)      j  dz  =  —  -->-   I  -      ,     oder: 


442 
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Bei  mittlerem  Barometerstande  hat  in  der  Höhe  des  Meeres- 
spiegels der  atmosphärische  Druck  pro  Quadratmeter  die  Grösse: 

7)  p'=  10336  KU., 

und  bei  der  Temperatur  Null  Grad  (Celsius)  hat  das  Gewicht  eines 
Cubikmeters  Luft  von  der  diesem  Drucke  entsprechenden  Dichtig- 
keit die  Grösse: 

8)  T'  =  1,293  KU. 


Der  Quotient  - ,    hat  also  für  atmosphärische  Luft  bei  einer  Tem- 
peratur von  Null  Grad  die  Grösse: 

?-  =  7992. 

T 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  oben  gefundene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 


9) 


10)    z2-z{  =  7992.  lg  (&-). 


Mittelst  dieser  Gleichung  würde  man  die  einem  gegebenen  Druck- 
verhältnisse entsprechende  Höhendifferenz  berechnen  können,  wenn 
die  Luft-Temperatur  überall  Null  Grad  betrüge,  und  die  Atmosphäre 
frei  von  Wasserdämpfen  wäre. 

Indem  man  dp  =  0  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
in  §  156),  dass  die  Flächen  constanten  Druckes  Horizontal-Ebenen 
sind,  und  da  die  Dichtigkeit  eine  Function  des  Druckes  ist,  so 
sind  die  Flächen  constanten  Druckes  zugleich  Flächen  constanter 
Dichtigkeit. 

§  161. 
Berücksichtigung  der  Veränderlichkeit  der  Schwerkraft. 
Nach  dem  Newton'schen  Gravitationsgesetze  ändert  sich  die 
von  der  Erdkugel  auf  einen  ausserhalb  derselben  befindlichen  ma- 
teriellen   Punkt    ausgeübte 
Fig.  508.  Anziehungskraft   umgekehrt 

proportional  dem  Quadrate 
seiner  Entfernung  vom  Erd- 
mittelpunkte. Wenn  also  mit 
a  eine  noch  näher  zu  bestim- 
mende Constante  bezeichnet 
wird,  so  kann  für  eine  ausser- 
halb der  Erdoberfläche  im 
befindliche   Stelle   die   daselbst 


V 


i 


Abstände  p   vom   Erdmittelpunkte 
wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit: 
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gesetzt  werden,  und  für  die  drei  Seitenkräfte  derselben  ergeben 
sich  nach  Fig.  508  die  Werthe: 

X=  —  —    —  y=~—    1-  Z=  —  —  -    — 

P2  '  P  '  P2  "   P  '  P2"  P  ' 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  allgemeine  Differenzial- 
gleichung  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  ^»_^«{-*L±J^Lt£*|,    oder: 

3)  dp  =  —  |i>-f-- 

Für  p  =  ?•  wird  x  =  <7 ,  also  ist  die  Constante  a  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 


4)    9  = 


a 


und  nach  Substitution  des  hieraus  für  a  zu  entnehmenden  Werthes 
erhält  man  die  Gleichung: 

5)     dp  =  —  \igr2 .  — f-,     oder: 

6,    *=-P^'f 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  \ig  =  y' 
setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben : 

TP  P 

und  indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  r  und  p,  auf  der  linken  zwischen  den  zu- 
gehörigen Grenzen  p    und  p  —  erhält  man  die  Gleichung: 


8)  £/£—*/*•  -= 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  p  die  Grösse  des  atmosphärischen 

Druckes  an  der  Erdoberfläche,  und  für  den  Quotienten  ^-y  ist  der 

T 
in  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  angegebene  numerische 
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Werth  zu  substituiren.  Man  erhält  alsdann  für  das  Verhältniss 
des  Druckes  p  zu  dem  gewöhnlichen  atmosphärischen  Drucke  den 
Werth:  „ 

10)      Pr  =  e™*1*      ''. 
V 

Da  die  Länge  des  Erdhalbmessers  ungefähr  6370000  Meter  be- 
trägt, so'  ergiebt  sich  hieraus  für  p  =  oo  der  Werth : 

_  6  370  000 
fi\  P  7992  —797  +iV-  :J46 

P 

Wenn  man  also  annehmen  dürfte,  dass  das  Mariotte'sche  Gesetz 
auch  für  beliebig  kleine  Drücke  noch  seine  Gültigkeit  behält, 
so  würde  aus  der  obigen  Rechnung  zu  folgern  sein,  dass  die 
Höhe  der  Atmosphäre  unendlich  gross  ist,  und  dass  der  Druck 
derselben  im  unendlich  fernen  Weltenraume  10  Atmosphären 
beträgt. 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  würde  man,  da  dem  Werthe 
p  =  2  r  nach  obiger  Gleichung  der  Werth : 

6  370  000 

12)  -Pr  =  e    '-n*  =*-—*=  KT  m 
P 

entspricht,  zu  dem  Resultate  gelangen,  dass  an  einer  Stelle,  deren 
Höhe  über  der  Erdoberfläche  gleich  dem  Erdhalbmesser  ist,  der 
Luftdruck  10        Atmosphären  beträgt. 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  im  Inneren  der  Erd- 
kugel —  z.  B.  in  einem  mit  der  äusseren  Atmosphäre  communi- 
cirenden  bis  zum  Erdmittelpunkte  hinab  reichenden  verticalen 
Schachte  —  der  Luftdruck  mit  der  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
zunimmt,  würde  man  in  der  Gleichung  5)  des  §  158  für  \i  den 

Werth  -->-  p  zu  substituiren  und  nachher  die  Integration  derselben 

V 
auszuführen  haben.    Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen : 

13)  dp  =  —  p  .  -*1,-  A  .  p  rfp , 


14) 
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Wenn  man  hierin  für  die  Constante  A  den  aus  der  Gleichung  8) 

des  §  158  zu  entnehmenden  Werth  —  substituirt,   so  kann  man 

r 

der  obigen  Gleichung,  indem  man  zugleich  wieder  ja  g  —  7'  setzt, 
auch  die  folgende  Form  geben: 

2       „2 


16>  rY  '#H^L-  ^ 

17)    7992.  lg  (£-)  = 


r2-p2 


^//  2r 

Hierin  bedeutet  p  den  Druck  im  Abstände  p  vom  Erdmittel- 
punkte und  p  den  Druck  an  der  Erdoberfläche.  Für  den  Druck 
/?„,  welcher  dem  Werthe  p=0  entspricht,  erhält  man  hiernach 
die  Gleichung:  r    . 

18)        Po    =  eäT79W=    e398^=  1(jlW 
P 

Wenn  also  angenommen  werden  dürfte,  dass  das  Mariotte'sche 
Gesetz  auch  für  beliebig  grosse  Dichtigkeiten  noch  seine  Gültigkeit 
behält,  so  würde  hieraus  folgen,  dass  der  Druck  am  Boden  jenes 
Schachtes  (d.  h.  im  Erdmittelpunkte)  10178  Atmosphären  betragen 
würde. 

§  162. 

Relatives  Gleichgewicht  einer  rotirenden  Luftmasse. 

Die  Gleichung  5)  des  §  159  behält  auch  dann  noch  ihre 
Gültigkeit,  wenn  das  in  Fig.  505  dargestellte,  um  seine  verticale 
Drehachse  rotirende  Gefäss  —  statt  mit  Wasser  —  mit  Luft  ge- 
füllt angenommen  wird.  Da  jedoch  in  letzterem  Falle  der  Einfluss 
der  Schwerkraft  —  insofern  die  Wirkung  derselben  lediglich  darin 
bestehen  wird,  eine  geringe  Zunahme  des  Luftdruckes  in  der  Rich- 
tung von  oben  nach  unten  hervorzubringen  —  bei  der  voraus- 
zusetzenden geringen  Höhe  des  Gefässes  unberücksichtigt  gelassen 
werden  darf,  so  kann  man  das  die  Wirkung  der  Schwerkraft  re- 
präsentirende  Glied  gdz  in  jener  Gleichung  auch  fortlassen.  Man 
erhält  alsdann  für  den  vorliegenden  Fall  die  Gleichung: 

1)     dp  =  [ia)2pdp, 
welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Dichtigkeit  jx  aus  dem 

Mariotte'schen  Gesetze  sich  ergebenden  Werthes  — ,-  0,  indem  man 

P 
zugleich  wieder  \ig  =  7'  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben  kann : 

V      *P__«\      d 
J     T       V  9 
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Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  Null  lind  p,  auf  .der  linken  zwischen  den 
entsprechenden  Grenzwerthen  p0  und  p  —  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen : 


S)  ff*-?/.*. 


SP2 


4)     P-]*(JL\=»J. 


Wenn  man  hierin  die  der  Peripheriegeschwindigkeit  p  a*  —  « 
entsprechende  Geschwindigkeitshöhe : 

setzt,  und  zugleich   für   den   Quotienten   -r  dessen   numerischen 

T  • 
Werth  substituirt,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form : 

6)    JL  =  f& 
Po 
benutzen,  um  das  Verhältniss  der  beiden  Drücke  p  und  p0  daraus 
zu  berechnen. 

So  z.  B.  erhält  man  für  Ä  =  160m  aus  dieser  Gleichung  den  Werth 

^  =1,02,  und  da   dem  Werthe  Ä  =  160m  nach  Gleichung  5)   der  Werth 

v  =  56°  entspricht,  so  folgt  hieraus:  dass  an  derjenigen  Stelle,  deren  Pe- 
ripheriegeschwindigkeit 56  Meter  betragt,  der  Druck  1,02  mal  so  gross  ist 
als  in  der  Drehachse. 

§  163. 
Einfluss  der  Temperatur  auf  den  Druck  der  Luft. 

Wenn  eine  Gasmasse,  deren  Temperatur  ursprünglich  Null 
Grad  (Celsius)  betrug,  bei  unverändert  bleibendem  Drucke  p0  bis 
auf  eine  Temperatur  von  t  Graden  (Celsius)  erwärmt  wird,  und 
in  Folge  dieser  Erwärmung  der  Rauminhalt  derselben  von  der 
Grösse  J0  bis  zu  der  Grösse  Jt  zunimmt,  so  ist  nach  dem  Gay- 
Lussac'schen  Gesetze  das  Ausdehnungsverhältniss  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 


i)  ^5-^=«.*, 


'0 
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in  welcher  <x  das  Ausdehnungsverhältniss  für  t  =  1  °  oder  den 
Temperatur-Ausdehnungs-Coefficienten  bedeutet.  Dieser  Coefficient 
hat  nahezu  für  alle  Gasarten  den  gleichen  Werth: 

2)     a=278' 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  verhalten  sich  bei  unver- 
ändert bleibender  Temperatur  die  Drücke  wie  die  Dichtigkeiten 
oder  umgekehrt  wie  die  entsprechenden  Rauminhalte.  Wenn  also 
die  Gasmasse,  nachdem  deren  Rauminhalt  in  Folge  der  Temperatur- 
Erhöhung  die  Grösse  Jt  erreicht  hatte,  nachher  bei  unverändert 
bleibender  Temperatur  durch  Vergrösserung  des  Druckes  auf  den 
kleineren  Rauminhalt  J  zusamrnengepresst  wird,  so  ist  der  diesem 
neuen  Rauminhalte  entsprechende  Druck  p  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

Po 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  Jt  aus  Glei- 
chung 1)  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende  Form 
geben  kann: 

4>  TTlä  =  '■■>- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  des  auf  der  linken  Seite 
stehenden  Quotienten  stets  unverändert  bleibt  —  wie  auch  immer 
Druck,  Rauminhalt  und  Temperatur  sich  ändern  mögen. 

Wenn  mit  y  das  dem  Rauminhalte  J  —  und  mit  y0  das  dem 
Rauminhalte  J0  —  entsprechende  Gewicht  pro  Cubikmeter  be- 
zeichnet wird,  so  hat  das  Gewicht  der  ganzen  Gasmasse  die  Grösse: 

5)    vJ=TaJn, 

und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  J  zu  entneh- 
menden Ausdruckes  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die 
folgende  Form  geben: 

Nach  §  160    ist    für    atmosphärische   Luft:    £°-  =  7992  zu 

setzen,  und  wenn  man  zugleich  für  den  Coefficienten  a  den  oben 
angegebenen  numerischen  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 
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7)  iL  =  7992(l  +  gf3),     oder: 

8)  V-  =  29,27  (273  +  t). 

In  letzterer  Gleichung  bezeichnet  der  eingeklammerte  Ausdruck 
diejenige  Grösse,  welche  man  für  die  Temperatur  erhalten  würde, 
wenn  man  den  einer  Temperatur  von  —  273°  (Celsius)  ent- 
sprechenden Punkt  der  Temperatur -Scala  als  Nullpunkt  gewählt 
hätte.  Dieser  Punkt  wird  der  absolute  Nullpunkt  der  Temperatur, 
und  die  Grösse: 

9)  273°+t=T 

wird  die  absolute  Temperatur  genannt.  Nach  Einführung  dieser 
Bezeichnungs weise  kann  man  der  Gleichung  8)  auch  die  folgende 
Form  geben: 

10)  -^  =  29,27. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  auf  der  linken  Seite  stehende* 
Function  der  drei  veränderlichen  Grössen  p,  ?,  T  den  constanten 
Werth: 

11)  C--=  29,27 

stets  beibehält  —  wie  auch  immer  jene  drei  Grössen  sich  ändern 
mögen.     Man  kann  daher  diese  Gleichung  in  der  Form: 

12)  -fr  =  C 

benutzen,  um  irgend  eine  dieser  drei  veränderlichen  Grössen  zu 
berechnen,  sobald  die  Werthe  der  beiden  anderen  gegeben  sind. 

Da  nach  obiger  Gleichung  der  Druck  nicht  nur  eine  Function 
der  Dichtigkeit  ist,  sondern  auch  zugleich  eine  Function  der  Tem- 
peratur, so  sind  bei  einer  im  Gleichgewichtszustande  befindlichen 
Luftmasse  die  Flächen  constanten  Druckes  auch  zugleich  Flächen 
constanter  Dichtigkeit  und  Flächen  constanter  Temperatur. 

§  164. 
Mechanisches  Aequivalent  der  Wärme. 

Diejenige  Wärme- Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einer 
Masse  von  1  Kil.  Gewicht  eine  Temperatur-Erhöhung  von  1  Grad 
(Celsius)  zu  ertheilen,  wird  die  Wärme-Capacität  oder  die  speeifische 
Wärme  des  betreffenden  Stoffes  genannt.     Als  Wärme-Einheit  pflegt 
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man  hierbei  die  Wärme-Capacität  des  Wassers  zu  wählen:  nämlich 
diejenige  Wärme -Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einem 
Kilogramm  Wasser  eine  Temperatur-Erhöhung  von  1  Grad  (Celsius) 
zu  ertheilen. 

Wenn  mit  dQ  die  unendlich  kleine  Wärme-Quantität  bezeich- 
net wird,  welche  einer  Masse  von  1  Kil.  Gewicht  die  unendlich 
kleine  Temperatur-Erhöhung  dT  ertheilt,  so  ist: 

diejenige  Warme-Quantität,  welche  dieser  Masse  eine  Temperatur- 
Erhöhung  von  1  Grad  ertheilen  würde,  oder  die  specifische  Wärme 
des  betreffenden  Stoffes. 

Für  die  specifische  Wärme  der  Luft  ergeben  sich  zwei  ver- 
schiedene Werthe,  je  nachdem  bei  Zuführung  der  Wärme  entweder 
der  Rauminhalt  oder  der  Druck  unverändert  erhalten  wird.  Die 
specifische  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Rauminhalte  hat  die 
Grösse: 

2)  cx=  0,1687. 

Die  specifische  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Drucke  hat  dagegen 
den  grösseren  Werth: 

3)  c2=  0,2377. 

Die  Wärme-Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einem  Kilogramm 
Luft  bei  constantem  Rauminhalte  die  Temperatur- Erhöhung  dT 
zu  ertheilen,  hat  also  die  Grösse: 

4)  dQx  =  c,  .  dT. 

Bei  dieser  Temperatur -Erhöhung  wird  gleichzeitig  die  Druck- 
vergrösserung  dp  hervorgebracht.  Die  Wärme -Quantität,  welche 
erforderlich  ist,  um  bei  constantem  Drucke  jene  Temperatur -Er- 
höhung hervorzubringen,  hat  die  Grösse: 

5)  dQ2  =  c2.dT. 

Bei  dieser  letzteren  Art  der  Wärmezuführung  wird  zugleich  die 
Bauminhaltsvergrösserung  dJ  hervorgebracht,  wobei  von  dem  con- 
stantem Drucke  p  die  unendlich  kleine  mechanische  Arbeit: 

6)  d%  =  p.dJ 

verrichtet  wird.  Nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  hat  man 
die  Ursache  des  Unterschiedes  zwischen  jenen  beiden  erforder- 
lichen Wärme-Quantitäten  darin  zu  suchen,  dass  bei  dem  letzteren 
Falle  von  der  zugeführten  Wärme  nicht  nur  die  Temperatur- 
Ritter,  Ingenieur-Mechanik.  29 
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Erhöhung  dT,  sondern  zugleich  auch  die  mechanische  Arbeit  dfö 
hervorgebracht  wird.  Man  kann  den  letzteren  Vorgang  so  auf- 
fassen, als  ob  die  zugefiihrte  Wärme  -  Quantität  dQ2  gleichsam  in 
zwei  Theile  sich  zerlegt,  von  denen  der  eine  Theil  dQx  auf  das 
wirkliche  Hervorbringen  der  Temperatur -Erhöhung  dT  verwendet 
wird,  während  der  andere  Theil: 

7)  dQ2-dQl^(c2-c])dl\ 

welcher  als  Wärme  verschwindet,  gleichzeitig  in  mechanische  Arbeit 
umgewandelt  wird. 

Nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  steht  in  allen  solchen 
Fällen,  wo  Wärme  in  mechanische  Arbeit  umgewandelt  wird,  die 
hervorgebrachte  mechanische  Arbeit  in  einem  constanten  Verhält- 
nisse zu  der  verschwindenden  Wärme-Quantität.  Wenn  also  mit  A 
das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme -Einheit  bezeichnet  wird, 
so  ergiebt  sich  für  die  der  verschwindenden  Wärme  -  Quantität 
dQ2  —  dQt  entsprechende  mechanische  Arbeit  der  Werth: 

8)  d%  =  A  (dQ2  —  dQt)  =  A  (c2  —  cj  dT, 

und  durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  die  Grösse  efä  gefundenen 
Werthe  erhält  man  die  Gleichung: 

9)  p.dJ  =  A(c2—cl)dT. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  dJ  diejenige  Rauminhaltsver- 
grösserung,  welche  bei  constantem  Drucke  eintritt,  wenn  die  Tem- 
peratur-Erhöhung dT  stattfindet.  Da  das  Gewicht  der  Luftmasse 
gleich  1  Kil.  angenommen  wurde,  so  hat  man  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  angewendeten  Bezeichnungsweise: 

10)  y«J=l 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  7 
zu  entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  12)  des  vo- 
rigen Paragraphen  auch  die  folgende  Form  geben: 

11)  J=°T. 

V 
Für  den  partiellen  DifFerenzialquotienten  von  JJ  nach  T  genommen, 
ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  der  Werth: 
dJ  _  C 
U)     df-  p"' 
und  wenn  man  den  hieraus  für  die  Grösse  pdJ  zu  entnehmenden 
Werth  CdT  in  Gleichung  9)  substituirt,  so  erhält  man  die  folgende 
Gleichung: 
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13)     Cdl  =  A(c2  —  cx)dT,    oder: 

i  a\    £  = £ = 29>27 404 

;  c2  —  c,        0,2377  —  0,1687 

Das  mechanische  Aequivalent  der^  Wärmeeinheit  beträgt  demnach 
424  Meterkilogramm. 

§  165. 
Poisson'sches  Gesetz. 

In  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen  bedeutete  J  den 
Rauminhalt  eines  Kilogrammes  Luft  bei  dem  Drucke  p  und  der 
absoluten  Temperatur  T.  Jene  Gleichung  nimmt  für  T  aufgelöst 
die  folgende  Form  an: 

i)  r_i£, 

und  zeigt,  dass  die  Grösse  T  als  eine  Function  der  beiden  ver- 
änderlichen Grössen  p  und  J  betrachtet  werden  kann.  Für  die 
beiden  partiellen  Differenzialquotienten  dieser  Function  erhält  man 
aus  obiger  Gleichung  die  Werthe: 

dT  _J 
dp~  C' 

dT  _  p 
dJ~  C 

Um  diejenige  Wärme  -  Quantität  dQx  zu  berechnen,  welche 
einem  Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  wenn  bei  constantem 
Rauminhalte  die  Temperatur- Erhöhung  dT  in  demselben  hervorge- 
bracht werden  soll,  hat  man  in  der  Gleichung  4)  des  vorigen 
Paragraphen  für  dT  den  aus  Gleichung  2)  zu  entnehmenden  Werth 
zu  substituiren ;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

4)    dQx=^-.dp. 

Um  diejenige  Wärme  -  Quantität  dQ2  zu  berechnen,  welche 
einem  Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  wenn  bei  con- 
stantem Drucke  die  Temperatur-Erhöhung  dT  in  demselben  hervor- 
gebracht werden  soll,  hat  man  in  der  Gleichung  5)  des  vorigen 
Paragraphen  für  dT  den  aus  Gleichung  3)  zu  entnehmenden  Werth 
einzusetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


2) 

3) 


5)  dat  =  ->J.dj. 


29* 
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Die  Wärme -Quantität  dQx  vergrössert  den  ,Druck  um  die 
Grösse  dp,  lässt  aber  den  Rauminhalt  J  unverändert.  Die  Wärme- 
Quantität  dQ2  vergrössert  den  Rauminhalt  um  die  Grösse  dJ,  lässt 
aber  den  Druck  p  unverändert.  Diejenige  Wärme -Quantität  dQ, 
welche  -erforderlich  ist,  um  gleichzeitig  die  Druck- Vergrösserung  dp 
und  die  Raum -Vergrösserung  dJ  hervorzubringen,  ist  gleich  der 
Summe  jener  beiden  Wärme- Quantitäten  zu  setzen;  also  ist: 

6)  dQ  =  2dßP  +  <*Zil. 

Um  die  Beziehung  aufzufinden,  welche  zwischen  der  Druck- 
Aenderung  dp  und  der  Raum-Aenderung  dJ  in  demjenigen  Falle 
stattfinden  würde,  wenn  gar  keine  Wärme  zugeführt  wird,  hat  man 
dQ  gleich  Null  zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

7)  0  =  c,  Jdp  +  c2  p  dJ. 

Das  Verhältniss  der  beiden  Wärme -Capacitäten  ct  und  c2  hat 
nach  den  Gleichungen  2)  und  3)  des  vorigen  Paragraphen  die 
Grösse : 

c,         0,2377 
8'     0  =  "c7  =  -Öä687    =1'41- 
Hiernach  kann  man  der  obigen  Gleichung,   indem  man  dieselbe 
durch  c,  dividirt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

9)     *=_ö«y. 
p  J 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  -r  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  Jx  und  J2,  auf  der  linken  zwischen  den 
zugehörigen  Grenzwerthen  px  und  p2  —  so  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 

10) 


Px  Ji 

ii)  ig(J;-)--»>s(y;).  «w: 


Aus  letzterer  Gleichung  kann  man  die  einer  gegebenen  Raum- 
Aenderung  entsprechende  Druck -Aenderung  für*  solche  Fälle  be- 
rechnen, in  welchen  jene  Aenderungen  ohne  Zuführung  von  Wärme 
stattfinden. 
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Wenn  mit  Tt    die   anfängliche   und  mit   T2   die   nachherige 
Temperatur  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  Gleichung  1): 

13)     r,=-^L,  14)     r,  =  i^,     also: 

T2    1_   CP*\(Jt 


16>  MLi?M) 


Indem   man   hierin   das   eine   Mal    für  das   Verhältniss  — ,  das 

J  Pi 

andere  Mal  für  das  Verhältniss  —T2-    den    aus   Gleichung  12)    zu 

i 

entnehmenden  Werth  substituirt,  erhält  man  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

16>  I; =(£)"* 


i-l 


welche  man  zur  Berechnung  der  bei  obigem  Vorgange  eintretenden 
Temperatur-Aenderung  benutzen  kann. 

§  166. 
Mechanische  Arbeit  des  Luftdruckes. 

Wenn  ein  Kilogramm  Luft  ohne  Zuführung  von  Wärme  sich 
ausdehnend  aus  der  anfänglichen  Temperatur  Tx  in  die  niedrigere 
Temperatur  T2  übergeht,  und  dieser  Luftmasse  nachher  bei  un- 
verändert bleibendem  Rauminhalte  so  viel  Wärme  zugeführt  wird, 
als  erforderlich  ist,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  Ti  wieder 
herzustellen,  so  ist  nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  als  me- 
chanisches Aequivalent  dieser  zugeführten  Wärme -Quantität  die 
vorher  bei  jener  Ausdehnung  von  dem  Luftdrucke  verrichtete  me- 
chanische Arbeit  zu  betrachten. 

Nach  §  164  hat  die  bei  constantem  Rauminhalte  zum  Hervor- 
bringen der  Temperatur-Erhöhung  Tx  —  T2  erforderliche  Wärme- 
Quantität  die  Grösse: 

i)   0f  =  c,(r,-:r2). 

Die  von  dem  Luftdrucke  verrichtete  mechanische  Arbeit  ist  also 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

2)  81  =  A  .  Q  =  A c,  (Tt  —  1\),    oder: 

3)  «  =  i!  c,  7*.  (l --![»-). 
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T 
Wenn  man  hierin  für  das  Verhältniss  -  *-  den  in  Gleichung  16) 

des  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werth  einsetzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

4)  *  =  aCitJ{i-(^)~*}, 

welcher  man  nach  Substitution  der  in  §  164  für  die  Grössen  A 
und  Cj  angegebenen  numerischen  Werthe  auch  die  folgende  Form 
geben  kann: 

5)    Sl  =71,53.  Tt  |l  —  (y)        • 

Nach  derselben  Gleichung  würde  man  auch  den  absoluten  Werth 
derjenigen  mechanischen  Arbeit  berechnen  können,  welche  er- 
forderlich ist,  um  ein  Kilogramm  Luft  von  dem  ursprünglichen 
Rauminhalte  Jv  auf  den  kleineren  Rauminhalt  J2  zusammenzu- 
pressen, falls  bei  diesem  Zusammenpressen  keine  Wärme-Ableitung 
stattfindet. 

Wenn  z.  B.  2\  =  273  °  gesetzt  wird  (entsprechend  einer  Anfangstempe- 
ratur von  Null  Grad  Celsius),  so  ergiebt  sich  für  %  der  Werth: 


6)    2t  =  19  527  <  1 


©'""}• 


Für  -r— =  oo  wird  hiernach:   SH  =  19527,  d.  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft 

von  der  ursprünglichen  Temperatur  Tt  =  273°  ohne  Zuführung  von  Wärme 
bis  ins  Unendliche  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der  Druck  derselben  eine 
mechanische  Arbeit  von  19  527  Meterkilogrammen.  Die  ganze  ursprünglich 
in  der  Luftmasse  vorhanden  gewesene  Wärme-Quantität:  c^  Tx  =  0,1687  .  273 
=  46  Wärme -Einheiten  wird  dabei  in  mechanische  Arbeit  umgewandelt,  und 
die  absolute  Temperatur  der  Luftmasse  würde  bis  auf  Null  Grad  sinken. 

Für  -j.  -  =  10  wird   %  =  11  931 ,   d.  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft  von 

der  ursprünglichen  Temperatur  Tx  =  273°  ohne  Zuführung  von  Wärme  auf 
das  Zehnfache  des  Kauminhaltes  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der  Druck  der- 
selben eine  mechanische  Arbeit  von  11  931  Meterkilogrammen.  Nach  Glei- 
chung IG)  des  vorigen  Paragraphen  sinkt  dabei  die  absolute  Temperatur  von 
273  °  bis  auf  106  °,2,  und  nach  Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  sinkt 

der  Druck  von  der  Grösse  px  bis  auf  die  Grösse :  p2  =  -£r~  • 

Für  -~-  =  0,1  wird  %  =  —  30  665,  d.  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft  von 

e/j 

der  ursprünglichen  Temperatur  Tx  =  273  °  bis  auf  den  zehnten  Theil  des 
Rauminhaltes  zusammengepresst  werden  soll,  so  ist  hierzu  eine  mechanische 
Arbeit  von  30  665  Meterkilogrammen  erforderlich,  falls  bei  diesem  Zusammen- 
treffen keine  Ableitung  von  Wärme  stattfindet.    Die  absolute  Temperatur  der 
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Luftmasse  würde  (nach  Gleichung  16)  des  vorigen  Paragraphen)  dabei  von 
273°  bis  auf  701  °,7  steigen,  und  der  Druck  würde  (nach  Gleichung  12)  des 
vorigen  Paragraphen)  von  pY  bis  p2  =  25,7  ,px  zunehmen. 

T 

Wenn  man  für  das  Verhältniss  -yJ-  den  in  Gleichung  17)  des 

vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt, 
so  kann  man  derselben  auch  die  folgende  Form  geben: 


7)    31=71,53.  Tx  {l— (P2y     *} 


und  dieselbe  in  dieser  Form  zur  Berechnung  der  mechanischen 
Arbeit  3t  in  solchen  Fällen  benutzen,  wo  statt  des  Raumverhält- 
nisses -J-  das  Druckverhältniss  —  gegeben  ist. 
<*  \  V\ 

Für  Tx  =  273°  und  &-  =  10    wird    hiernach:    %  =  —  18  617,    d.  h. 
P\ 
wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  der  ursprünglichen  Temperatur  Tx  =  273°  so 

weit  zusammengepresst  werden  soll,  dass  der  Druck  auf  das  Zehnfache  steigt, 
so  ist  hierzu  eine  mechanische  Arbeit  von  18617  Meterkilogrammen  erforder- 
lich, falls  bei  diesem  Zusammenpressen  keine  Ableitung  von  Wärme  Statt- 
findet.   Dabei  würde  die  absolute  Temperatur  von  273°  bis  533 °,3  zunehmen 

und  der  Rauminhalt  von  J",  bis  J2  =  tVö-  abnehmen. 

§  167. 

Temperatur -Erhöhung  an  der  Vorderfläche  eines  in  die 

Erdatmosphäre  eindringenden  Meteoriten.*) 

Der  Widerstand  einer  Flüssigkeit  gegen  einen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit v  in  derselben  sich  bewegenden  Körper  kann  be- 
rechnet werden  aus  der  Gleichung: 

1)    w=pFV, 

in  welcher  F  die  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  genommene 
grösste  Querschnittsfläche  des  bewegten  Körpers,  p  die  Dichtigkeit 
der  Flüssigkeit  und  V  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Function 
der  Geschwindigkeit  v  bedeutet.  Indem  man  die  obige  Gleichung 
durch  F  dividirt,  erhält  man  für  den  mittleren  Widerstand  oder 
Druck  pro  Flächeneinheit  der  Fläche  F  den  Werth: 
W 

2)  P'=rF  =pv. 


*)  Vergl.  Schiapparelli:   „Entwurf  einor  astronomischen  Theorie  der 
Sternschnuppen.14 
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Nach  §  163,  Gleichung  12),  ist  die  Dichtigkeit  der  atmosphä- 
rischen Luft  bei  der  absoluten  Temperatur  T  und  dem  Drucke  p 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

3)     M  =  l  =  -£><[" 

und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  ja  zu  entneh- 
menden Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  folgende 
Form  geben: 

}    v      gCT 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  p'  den  Druck  der  comprimirten  Luft 
an  der  Vorderfläche  des  bewegten  Körpers  und  p  den  Druck  der 
nicht  comprimirten  atmosphärischen  Luft  in  der  Umgebung  des- 
selben. Wenn  man  für  die  Constanten  g  und  C  ihre  numerischen 
Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  für  das  Verhältniss  jener  beiden 
Drücke  den  Werth: 

5)  p-  =  0,003486. -£• 
P  T 

Nach  den  Versuchen  von  St.  Robert  ist  bei  sehr  grossen  Ge- 
schwindigkeiten (für  Körper  von  annähernd  kugelförmiger  Gestalt) 
die  Geschwindigkeitsfunction : 

6)  F  =  0.2930, ^.{l+(^)2j 

zu  setzen,  wenn  mit  v  die  Geschwindigkeit  in  Metern  pro  Secunde 
bezeichnet  wird.  Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

7)  £  =  0,0010885.  %[Hm)} 

Nach  Schiapparelli  kann  die  grösste  beobachtete  Geschwindig- 
keit der  Meteoriten  beim  Eintritte  in  die  Erdatmosphäre  gleich 
72000  Meter  pro  Secunde  und  die  Temperatur  an  der  oberen 
Grenze  der  Atmosphäre  gleich  —  150  Grad  (Celsius)  angenommen 
werden.  Wenn  man  demgemäss  die  Werthe:  v  =  72000  und 
T  =  123  substituirt,  so  erhält  man  für  jenes  Druckverhältniss 
den  Werth: 

8)  iL  =461675000.      . 

P 
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Diesem  Zusammendrückungs-Verhältniss  entspricht  (nach  §  165, 
Gleichung  17)  das  Temperaturen- Verhältniss : 

9)  -^  =  461  675 000  "^  330,7. 

Für  die  absolute  Temperatur  der  coiÄprimirten  Luft  an  der  Vorder- 
fläche des  Meteoriten  ergiebtsich  hiernach  der  Werth: 

10)  T  =  330,7  .  123  =  40  676°, 

d.  h.  die  nach  dem  Celsius'schen .  Thermometer  gemessene  Tem- 
peratur steigt  von  —  150°  bis  -f-  40403°. 

§  168. 
Stabiler  niid  labiler  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre.*) 

Wenn  mit  y  das  Gewicht  eines  Cubikmeters  Luft,  und  mit  p 
der  Luftdruck  in  der  Höhe  z  über  der  Meeresfläche  bezeichnet 
wird,  so  ist  nach  §  160: 

1 )  dp  =  —  "(dz 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  y  den  aus  der  Gleichung  12) 
des  §  163  zu  entnehmenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

2)  dP  =  -?vT-. 

Da  im  Allgemeinen  anzunehmen  ist,  dass  die  Temperatur  der 
atmosphärischen  Luft  mit  der  Höhe  über  der  Meeresfläche  sich 
ändert,  so  ist  die  Grösse  T  als  eine  Function  von  z  zu  betrachten, 

und  der  DifFerenzialquotient  -j—  bedeutet  die  Temperaturzunahme 

pro  Längeneinheit  der  Höhenzunahme.  Wenn  in  Wirklichkeit  das 
Gesetz  dieser  Aenderung  so  beschaffen  ist,  dass  einer  Höhen- 
Zunahme  von  lm  eine  Temperatur -Abnahme  von  n  Graden  ent- 
spricht, so  ist: 

3)  -£-  =  -» 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  dz 
zu  entnehmenden  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  die 
folgende  Form  geben: 

.     dT       '  *       dp 

4)  -r  =  nC.-£-. 


*)  Vergl.  Reye:  „Die  Wirbelstürme,  Tornados  und  Wettersäulen  in  der 
Erdatmosphäre/    Hannover.    Carl  Rümpler,    1872. 


Digitized  by  V^iOOQIC 


458  Achter  Abschnitt.    §  168. 

Bei  geringer  Höhenzunahme  darf  ein  gleichförmiges  Abnehmen 
der  Temperatur  von  unten  nach  oben  vorausgesetzt,  und  demgemäss 
die  Grösse  n  als  eine  von  z  unabhängige  Constante  behandelt 
werden.  Indem  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  obige  Glei- 
chung integrirt  —  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen 
Pj  und  p2,  auf  der  linken  Seite  zwischen  den  zugehörigen  Grenz- 
werthen  T{  und  T.2  —  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen : 


6)     lg(^)=»CMg(^),    oder: 

7)  -£-(*)"'• 


Denkt  man  sich  ein  Kilogramm  atmosphärischer  Luft  ohne 
Wärmezuführung  von  der  Höhe  zx  bis  zu  der  grösseren  Hohe  z2 
aufsteigend,  so  erkennt  man  (nach  §  165,  Gleichung  17),  dass  die 
Temperatur  dieser  Luftmasse  während  des  Aufsteigens  abnehmen 
wird,  insofern  dieselbe  von  dem  grösseren  Drucke  pt  in  den  kleineren 
Druck  p2  übergeht  und  in  Folge  dessen  sich  ausdehnen  wird.  Die 
neue  Temperatur  T2,  welche  das  aufgestiegene  Luftkilogramm  in 
der  Höhe  z2  annehmen  wird,  ist  nach  §  165  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

8)    iV-lft)     ' 

Wenn  T2  kleiner  ist  als  T2,  so  wird  die  aufgestiegene  Luft- 
masse schwerer  sein  als  die  umgebende  Luft  und  in  Folge  dessen 
wieder  hinabsinken.  Wenn  dagegen  T2  grösser  ist  als  T2,  so 
wird  die  aufgestiegene  Luftmasse  fortfahren  zu  steigen  und  von 
ihrer  früheren  Gleichgewichtslage  noch  weiter  sich  zu  entfernen. 
Der  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre  ist  also  ein  stabiler 
oder  labiler,  je  nachdem  T2  kleiner  ist  oder  grösser  als  T2.  Der 
indifferente  Gleichgewichtszustand  entspricht  dem  Falle,  in  welchem 
T2  gleich  T2  ist,  und  aus  den  oben  gefundenen  beiden  Gleichungen 
ergiebt  sich  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 

9)    »6'  =  1— — , 
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welcher  man  nach  Substitution  der  numerischen  Werthe  für  die 
Constanten  C  und  ü  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

10>   n  =  Töö36- 

Die  Atmosphäre  befindet  sich  also  im  stabilen  Gleichgewichts- 
zustande, wenn  einer  Höhenzunahme  von  mehr  als  100,66  Metern 
eine  Temperatur -Abnahme  von  einem  Grade  Celsius  entspricht; 
im  labilen  Gleichgewichtszustande  dagegen,  wenn  einer  Höhen- 
zunahme von  weniger  als  100,66  Metern  schon  eine  Temperatur- 
Abnahme  von  einem  Grade  Celsius  entspricht. 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Untersuchung,  dass  bei 
stabilem  Gleichgewichtszustande  der  Atmosphäre  eine  bergan  ge- 
richtete Luftströmung  als  kalter  Wind,  eine  bergab  gerichtete  Luft- 
strömung dagegen  als  warmer  Wind  sich  bemerkbar  machen  wird, 
während  bei  labilem  Gleichgewichtszustande  das  Umgekehrte  statt- 
finden wird. 

Die  oben  gefundenen  Gleichungen  gelten  für  trockene  atmosphärische 
Luft.  Mit  Berücksichtigung  des  in  der  Atmosphäre  stets  und  überall  vor- 
handenen Wasserdampfes  würde  man  zu  dem  Resultate  gelangen,  dass  unter 
Umständen  schon  bei  erheblich  kleineren  Werthen  von  n  der  labile  Gleich- 
gewichtszustand eintreten  kann. 

Wenn  man  in  Gleichung  7)  für  das  Temperaturen-Verhältniss 
den  in  §  165  (Gleichung  15)  angegebenen  Ausdruck  einsetzt,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kann: 

»)  #-£)*"'• 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  Ji  den  Rauminhalt  eines  Kilo- 
grammes  Luft  in  der  Höhe  zv ,  und  J2  den  Rauminhalt  eines 
Kilogrammes  Luft  in  der  Höhe  z2  über  der  Meeresfläche.  Indem 
man  J2=J^  setzt,  findet  man  für  n  den  Werth: 

12)     n  =  >=       l 


C         29,27 

Hieraus  folgt,  dass  die  Atmosphäre  in  jeder  Höhe  über  der 
Meeresfläche  dieselbe  Dichtigkeit  besitzen  würde,  wenn  das  Gesetz 
der  Temperatur-Aenderung  so  beschaffen  wäre,  dass  einer  Höhen- 
zunahme von  29,27  Metern  überall  eine  Temperatur-Abnahme  von 
1  Grad  Celsius  entspricht. 
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§  169. 
Barometrische  Höhen -Bestimmungen. 

Da  bei  kleinen  Höhendifferenzen  ein  gleichförmiges  Abnehmen 
der  Temperatur  von  unten'  nach  oben  vorausgesetzt  werden  darf, 
so  ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gewählten  Bezeich- 
nungsweise : 

T  —  T 
1)    »  =  --«  —   2 

z%—zx 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der 
Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  auch  die  folgende  Form 
geben : 

C(r,-r,)ig(J;) 

3)    z2       z,  =  -     -T  2  -  . 

*(£:) 

Aus  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Höhendifferenz 
zweier  Punkte  berechnen,  sobald  die  atmosphärischen  Drücke  -und 
die  Temperaturen  an  diesen  beiden  Punkten  aus  directen  Baro- 
meter- und  Thermometer-Beobachtungen  bekannt  sind. 

Wenn  z.  B.   die  Werthe:    T,  =293",    r2  =  283ü   und  &  =  -?'  ~- 

p2        0,600 
beobachtet  wurden,  so  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Höhen  -  Differenz  der 
Werth: 

/0,750\ 


«w(«i-«di,(;jj;} 


Für  die  Temperatur  Z7'  mit  welcher  eine  von  der  unteren  nach  der 
oberen  Station  versetzte  Luftmasse  daselbst  ankommen  würde,  wenn  derselben 
unterwegs  keine  Wärme  zugeführt  wurde,  erhält  man  aus  der  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  den  Werth:  - 


■» '.-• "■CSET "*-«»■* 


und  für  die  Temperatur  T* ,  welche  eine  von  der  oberen  nach  der  unteren 
Station  versetzte  Luftmasse  bei  ihrer  Ankunft  an  der  letzteren  annehmen 
würde,  erhält  man  unter  gleichen  Voraussetzungen  den  Werth: 
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•>  t;-t>-(%)"'-  °d'r: 

Eine  von  unten  nach  oben  gelichtete  Luftströmung  würde  also  an  der  oberen 
Station  die  Lufttemperatur  um  8°,4  (Celsius)  erniedrigen,  und  eine  von  oben 
nach  unten  gerichtete  Luftströmung  würde  an  der  unteren  Station  die  Luft- 
temperatur um  9°  (Celsius)  erhöhen. 

Statt  der  Gleichung  3)  würde  man  zur  Berechnung  der  Höhen- 
differenz z2  —  zx  auch  die  Gleichung  6)  des  §  160  benutzen  können, 

indem   man   darin   statt   des   Quotienten  -*-r   den   aus   der   Glei- 

7 
chung  12)  des  §  163  zu  entnehmenden  Ausdruck: 

8)    ?-=  CT 

T 

einsetzt  und  zugleich  in  letzterem  für  T  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  Temperaturen  Tx  und  T2  substituirt;  jene  Gleichung 
nimmt  alsdann  die  folgende  Form  an: 


9)  ,,_,,=  C(j:._+_z..),g(.E,). 


Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  würde  man 
aus  dieser  letzteren  Gleichung  den  Werth:  z^  —  zx  =  1881m,0  erhalten.  Es 
zeigt  sich  also,  dass  bei  Höhendifferenzen,  welche  nicht  mehr  als  einige 
tausend  Meter  betragen,  ohne  Bedenken  auch  die  letztere  Berechnungsmethode 
angewendet  werden  kann. 

Die  obigen  Gleichungen  gelten  für  trockene  atmosphärische  Luft.  Bei 
genaueren  Höhenberechnungen  würde  man  auf  den  Wasserdampfgehalt  der 
Atmosphäre  Rücksicht  zu  nehmen  haben. 

§  170. 
Ausflussgeschwindigkeit  der  Luft. 

Wenn  zwei  mit  Luft  gefüllte  Gefasse  A  und  B  durch  ein 
Communicationsrohr  mit  einander  verbunden  sind,  und  der  Druck 
pt  in  dem  Gefasse  A  grösser  ist  als  der  Druck  p2  in  dem  Gefasse 
7i,  so  wird  ein  Ausströmen  der  Luft  von  A  nach  B  stattfinden 
(Fig.  509).  Die  Geschwindigkeit  des  Ausströmens  kann  nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft  berechnet  werden,  insofern  man 
annehmen  darf,  dass  nach  eingetretenem  Beharrungszustande  die 
ganze  während  des  Zeittheilchens  dt  von  den  wirkenden  Kräften 
verrichtete  mechanische  Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  während 
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Pt        1t         z 

'i  —* 

*     Ds. 

i 

dieses  Zeittheilchens  ausfliessenden  Luftmasse  dM  die  der    Aus- 
flussgeschwindigkeit entsprechende  lebendige  Kraft  mitzutheilen. 

Wenn  mit  f 
der  Querschnitt 
des  Ausflussrohres, 
und  mit  v  die 
dem  Beharrungs- 
zustande entspre- 
chende Ausflussge- 
schwindigkeit he- 
A  B  zeichnet  wird ,    so 

ist  / .  v  dt  der  Rauminhalt  der  während  des  Zeittheilchens  dt  aus- 
fliessenden Luftmasse,  und  wenn  man  einstweilen  annimmt,  dass 
die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Uebergange  aus  dem  grösseren 
Drucke  p{  in  den  kleineren  Druck  p2  sich  nicht  ändert  —  was 
bei  geringer  Grösse  der  Druckdifferenz  annäherungsweise  zulässig 
ist  —  so  ergiebt  sich  für  die  in  der  Zeit  dt  ausfliessende  Luft- 
masse der  Werth: 

T.  -/»<& 
9 

Diese  Luftmasse  hatte  in  dem  Gefässe  A  die  Geschwindigkeit  Null 
und  erlangt  bei  dem  Ausflusse  in  das  Gefäss  B  die  Geschwindig- 
keit v.  Die  während  des  Zeittheilchens  dt  erzeugte  lebendige 
Kraft  hat  also  die  Grösse: 


1)    dM- 


2) 


dM.v2 


2' 


*  9 

Indem  man  diese  lebendige  Kraft  der  von  dem  Druck-Ueberschusse 
(P\ — P2)/  während  des  Zeittheilchens  dt  verrichteten  mecha- 
nischen Arbeit  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung: 


3) 


g     "     •    2 


=  (P|—  P2)/-"rf<>       °der: 


4)  •._y„ft.(,_&j; 


welcher  man  nach  Substitution  des  aus  §  163,  Gleichung  12),  für 
den  Quotienten  --  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende 
Form  geben  kann: 


5)    v  =  \/2gCT1(l-m. 
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Wenn  z.  B.  p* -  =  - '     -  gesetzt  wird,  und  Tx  =  295  (entsprechend  einer 

Temperatur  von  +  22  °  Celsius) ,  so  ergiebt  sich  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit  der  Werth: 

6)  v  =  y*  .  9,81  .  29,27  .  295  (l  -  jjgg)  =  152™. 

In  Gleichung  3)  bedeutet  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
die  während  des  Zeittheilchens  dt  erzeugte  lebendige  Kraft,  und 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  die  während  dieses  Zeit- 
theilchens von  der  Druckdifferenz  verrichtete  mechanische  Arbeit. 
Das  Gewicht  der  während  des  Zeittheilchens  dt  ausströmenden 
Luftmasse  hat  nach  Gleichung  1)  die  Grösse: 

7)  dM.g  =  -(xfvdt. 

Indem  man  jene  Gleichung  durch  diese  letztere  Grösse  dividirt, 
erhält  man  die  Gleichung: 

8)  *&.=  *,        . 

29  Ti 

in  welcher  nunmehr  der  Ausdruck  für  die  erzeugte  lebendige  Kraft 
und  der  Ausdruck  für  die  verrichtete  mechanische  Arbeit  auf  den- 
jenigen Zeitraum  sich  beziehen,  in  welchem  ein  Kilogramm  Luft 
ausfliesst.  Es  wird  jedoch  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
nur  dann  annäherungsweise  die  ganze  während  dieses  Zeitraumes 
von  den  wirkenden  Kräften  verrichtete  mechanische  Arbeit  dar- 
stellen, wenn  die  Druckdifferenz  px  —  p2  so  klein  ist,  dass  die 
bei  dem  Ausflusse  stattfindende  Dichtigkeitsänderung  des  aus- 
fliessenden Luftkilogrammes  vernachlässigt  werden  darf.  Um  eine 
genauere  Gleichung  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  zu  erhalten, 
hat  man  zu  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdrucke  für 
die  mechanische  Arbeit  noch  eine  Grösse  hinzu  zu  addiren,  welche 
auf  folgende  Weise  bestimmt  werden  kann. 

Nach  §  166  verrichtet  ein  Kilogramm  Luft,  wenn  dasselbe 
ohne  Wärme-Zuführung  von  dem  Rauminhalte  J1  auf  den  Raum- 
inhalt J2  sich  ausdehnt  und  die  Temperatur  desselben  in  Folge 
dieser  Ausdehnung  von  Tx  bis  auf  T2  abnimmt,  die  mechanische 
Arbeit: 

9)  *  =  clA(Tl—T1), 

wofür  man  nach  §  164,  indem  man  für  die  Grösse  A  ihren  Werth 
substituirt,  auch  setzen  kann: 
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10)  %  =  $C(TjJ^lI*l      oder: 

c2  —  r.t 

11)  gas^(ri— /»)  . 
y  t)  —  1 

Diese  mechanische  Arbeit  kann  man  sich  in  zwei  Theile  zerlegt 
denken,  von  denen  der  eine  Theil: 

12)  V  =  p%(Ja-Jt) 

auf  Ueberwindung  des  constanten  Gegendruckes  p2  verwendet  wird, 
während  der  andere  Theil: 

13)  %"  =  g  -  V  =  C  ^~^  -  P,  (J,  -  J.) 

mit  dazu  beiträgt,  die  lebendige  Kraft  der  ausfliessenden  Luft- 
masse zu  vergrössern.  Da  als  Gewicht  dieser  Luftmasse  1  Kilo- 
gramm angenommen  wurde,  so  ist:  ?,«/,=  1  =  t2^j  zu  setzen. 
Man  kann  daher  dem  obigen  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form 
geben : 

0_i         #»\Ti      Ti; 

Wenn  man  diese  Grösse  in  Gleichung  8)  zu  dem  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Ausdrucke  für  die  mechanische  Arbeit 
hinzufügt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

15)    *RL-Py  +  ?JL=Ll 

Nach  §  163  ist  hierin  —  =  CTt  und  ---  =  CTt  zu  setzen;  man 
kann  daher  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

«»  fHrh-)  <"•.(•-■£)■ 

T 
und  wenn  man  hierin  für  den  Quotienten  -rJ-  den  aus  §  165  zu 

t 
entnehmenden  Ausdruck  substituirt,  so  ergiebt  sich  aus  der  obigen 

Gleichung  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  v  der  Werth: 
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Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  erhält  man  aus 
dieser  Gleichung  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  den  genaueren  Werth: 


18) 


•^^■©•»»»l'-©'1' 


\ 


156" 


Bei  Vergleichung  desselben  mit  dem  in  Gleichung  6)  gefundenen  Werthe 
v  =  152 m  erkennt  man,  dass  nur  bei  grossen  Druckdifferenzen  es  erforderlich 
ist,  die  bei  dem  Ausflusse  stattfindende  Dichtigkeitsänderung  zu  berücksich- 
tigen, während  man  bei  kleinen  Druckdifferenzen  die  Ausflussgeschwindigkeit 
ohne  Bedenken  nach  Gleichung  5)  berechnen  darf. 

Für  das  Verhältniss  der  beiden  abßoluten  Temperaturen  erhält  man  nach 
§  1(>5  die  Gleichung: 


19) 


T2 


ß7*\l      -0  9583 


welche  zeigt,  dass  bei  dem  Ausflusse  der  Luft  die  absolute  Temperatur  der- 
selben von  295  °  bis  auf  283  °  abnehmen  wird. 


§  171. 
Ausfluss  des  Wassers. 

Da  bei  dem  Ausflusse  des  Wassers  eine  Diclitigkeitsänderung 
nicht  stattfindet,  so  ist  für  diesen  Fall:  yt  =  y2  =  7  zu  setzen, 
und  die  Ausflussgeschwindigkeit  kann  unmittelbar  aus  der  Glei- 
chung 8)  des  vorigen 
Paragraphen  berech- 
net werden ,  welche 
für  v  aufgelöst  die 
Form  annimmt: 


Fig.  510. 


.)-V*(?-?). 

Wenn  die  Drücke 
/),  und  p2  von  der 
Schwerkraft  hervor- 
gebracht werden,  so 
kann  man  nach  §  156 

statt  der  Quotienten  —  und  —  auch    die    ienen    Drücken    ent- 

T  T 

sprechenden  Druckhöhen  substituiren ;  man  erhält  alsdann  nach 

Fig.  510  die  Gleichung: 

A2),     oder: 


2)    V  =  V2^V 

3)       Vr=\/l>Jh. 


Ritter,  Ingenieur- Mechanik. 


30 
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Fig.  511. 


Fig.  512. 


Da  die  Drücke  jjx  und  p2  nur  von  den  Druckhöhen  abhängen 
und  im  Uebrigen   unabhängig  sind  von  den   Formen  der  beiden 

Gefässe,   so  gilt  die 
obige  Gleichung  auch 
für    den    in   Fig.  5H 
dargestellten  Fall,  bei 
welchem   die  Druck- 
höhen in  den  beiden 
Gefdssen   A    und    B 
durch     die    Wasser- 
standshöhen   in    den 
beiden     aufgesetzten 
verticalen  Röhren  ver- 
anschaulicht sind. 
Für  den  in  Fig.  512  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  Aus- 
flussöffhung  in  der  horizontalen  Bodenwand  des  Gefässes  A  sich 
befindet  und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Raum 
erfolgt,  ist  A2  =  0  und  hx  =  h  zu  setzen.   Die 
Ausflussgeschwindigkeit  kann  daher  auch  für 
diesen  Fall  aus  Gleichung  3)  berechnet  werden. 
Die   pro   Secunde   ausfliessende  Wasser- 
masse kann  als   eine  prismatische  Wasser- 
säule betrachtet  werden,  deren  Länge  gleich 
der  Ausflussgeschwindigkeit  und  deren  Quer- 
schnitt gleich  der  Ausflussöffnung  ist.     Der 
Rauminhalt    dieser    Wassermasse    hat   also 
die  Grösse: 
4)    Q=f.V2gh. 

Die  auf  solche  Weise  berechnete  Ausflussmenge  wird  die  „theore- 
tische Ausflussmenge"  genannt.  Da  die  Voraussetzungen,  aus 
welchen  die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  der  Wirk- 
lichkeit nicht  genau  erfüllt  sind,  so  hat  man,  um  die  „wirkliche 
Ausflussmenge u  zu  erhalten,  den  obigen  Ausdruck  noch  mit  einem 
Erfahrungscoefficienten  zu  multipliciren ,  welcher  der  „Ausfluss- 
coefficient*  genannt  wird.*)  Wenn  dieser  Ausflusscoefficient  mit 
jx  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  wirkliche  Ausflussmenge 


der  Werth: 


5)    Q  =  v.-f-V*gk 


*)  Vergl.  „Technische  Mechanik**,  §  179. 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Theoretische  Ausflussmcngo. 


4C7 


§  172. 
Theoretische  Ausflussmenge* 

Um  für  den  in  Fig.  513  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
Ausflussöffnung  in  der  verticalen  Wand  des  Gefässes  sich  befindet 
und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Raum  erfolgt,  die  theoretische 
Ausflussmenge  zu  berechnen,   hat  man  sich  die  Querschnittsfläche 

des  ausfliessenden  Wasser- 
Fi*  513-  Fi*  514-        Strahles  auf  die  in  Fig.  514 

angedeutete  Weise  in  ho- 
rizontale Flächenstreifen 
von  unendlich  kleiner 
Höhe  zerlegt  zu  denken 
und  die  pro  Secunde 
durch  diese  unendlich 
kleinen  Querschnittstheile 
fliessenden  Wasserquanti- 
täten nachher  auf  dem 
Wege  der  Integration  zu 
summiren.  Im  Abstände 
z  vom  Wasserspiegel  hat  die  Ausflussgeschwindigkeit  die  Grösse: 

1)  v  =  V2J7, 

und  die  pro  Secunde  durch  den  an  dieser  Stelle  befindlichen 
Flächenstreifen  ausfliessende  Wasserquantität  hat  nach  Fig.  514 
die  Grösse: 

2)  dQ  =  xdzY2gz. 

Die  ganze  pro  Secunde  ausfliessende  Wassermenge  ist  also  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 


3)     Q 


.JW*= 


Hiernach  erhält  man  z.  B.   für  den  in  Fig.  515  dargestellten 
rechteckigen  Querschnitt,  indem  man  b  statt  x  setzt,  die  Gleichung: 

n 

4)  Q  =  b  V^~9  fzidz,     oder: 

5)  Q  =  lbV2j{H*-h*y 

30* 
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Für  den  Fall,  in  welchem   die  obere  Seite   des  Rechtecks  in 
der  Höhe  des  Wasserspiegels  liegt,   würde  man  hierin  h  =  0  zu 


Fig.  515. 


// 


setzen  haben.  Die  pro  Secunde  durch 
einen  rechteckigen  Wandeinschnitt 
(oder  bei  einem  Ueberfallswehre)  aus- 
fliessende Wassermenge  hat  demnach 
die  Grösse: 

6)    Q  =  i//.  *-Vtg~H] 

also  dieselbe  Grösse,  welche  man  er- 
halten  würde,   wenn   man   annähme, 
dass  die  Ausflussgeschwindigkeit  in  allen  Punkten  des  Querschnittes 

2 
die  Grösse  ^-\/2gH  hat. 


Wenn  man  H  =  A0  -f-  — -   und   h  =  hti 


-~-  setzt,   so   kann 


man  der  Gleichung  5)  auch  die  folgende  Form  geben: 


2 


7)    ä^--U,l/2ÄJ(l  +  0-(l-2y},    od»: 
Für        =  0  wird  der  eingeklammerte  Ausdruck  gleich  Eins.   Wenn 

0 

also  die  Höhe  der  Ausflussöffnung  sehr  klein  ist  im  Verhältniss 
zu  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  vom  Wasserspiegel,  so  kann 
man    die    Ausflussmenge    annäherungsweise    berechnen    aus    der 

Gleichung:  

9)     Q  =  ab.V2Jjh~ 
welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  annähme,  dass  sämmtliche 

_^_  Wassertheilchen  mit  der  Geschwindig- 
keit \/2gh0  ausfliessen,  welche  der 
Druckhöhe  des  Schwerpunktes  ent- 
spricht. 

Für   die   in   Fig.  516    dargestellte 
ff    dreieckige  Ausflussöffnung  hat  man: 

10) 


Fig.  516. 


x 
b 


H—z 
H—h 


.  ...  v  zu  setzen,  und  wenn  man  den  hieraus 
für  x  zu  entnehmenden  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  er- 
hält man  die  folgende  Gleichung: 
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">  «=-y?i-/^ —)«**, 


oder : 


Für  den  Fall,  in  welchem  die  obere  horizontale  Seite  des 
Dreiecks  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels  liegt,  hat  man  hierin 
h  =  0  zu  setzen.  Die  Wassermenge,  welche  pro  Secunde  durch 
einen  dreieckigen  Wandeinschnitt  ausfliesst,  hat  also  die  Grösse: 


13) 


Q=-^bHV2gH. 


Fig.  517. 


Um  die  wirklichen  Ausflussmengen  zu  erhalten,  hat  man  die 
oben  gefundenen  Werthe  noch  mit  dem  Ausflusscoefficienten  jx  zu 
multipliciren. 

§  173. 
Theoretische  Ausflusszeit. 

Der  Rauminhalt  der  während  des  Zeittheilchens  dt  durch  die 
Bodenöffnung  des  in  Fig.  517  dargestellten  cylindrischen  Gefässes 

pro   Secunde    ausfliessenden   Wasser- 
masse hat  die  Grösse: 

1)  dQ  =f.cdt. 
Der  sinkende  Wasserspiegel  legt  wäh- 
rend dieses  Zeittheilchens  die  Strecke 
wdt  zurück.  Der  Rauminhalt  der  in 
dem  Gefässe  enthaltenen  Wassermasse 
vermindert  sich  also  während  des 
Zeittheilchens  dt  (nach  Fig.  517)  um 
die  Grösse: 

2)  d(l-*F.wdt. 
Durch    Gleichsetzung    dieser    beiden 

..*  Ausdrücke    erhält   man   für  die   Ge- 
schwindigkeit w  die  Gleichung: 


v=Kgz 


3) 


w  -= 


f 


welche  nach  Substitution  des   für  die  Ausflussgeschwindigkeit  in 
der  Figur  angegebenen  Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 


4) 


F 


1/2, 


a»- 
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Die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels  kann  als 
Geschwindigkeit  des  Abnehmens  —  oder  als  negative  Geschwindig- 
keit des  Zunehmens  —  der  Wasserstandshöhe  z  aufgefasst  werden; 
folglich  ist: 

5>    W  --* 

zu  setzen,  und  durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  Ausdrücke 
erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  dt  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 

fV*g 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  H  bis  k  ab- 
nimmt, hat  also  die  Grösse: 

h 


6)     dt  =  —  — /=  .  z"  \  dz. 


F       C  -i 
7)     t=jz -    j  z    *dz,     oder: 


2F 

fV~2g 


8)  t-=^---{V'S-Vh). 


Indem  man  hierin  h  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  ganze  Ausfluss- 
zeit den  Werth: 

9)  <=2.      FJL   .. 

fV2gH 

Hierin  bedeutet  FH  =  J  den  ganzen  Kauminhalt  der  ausge- 
flossenen Wassermasse,  und  \r2gll=  V  die  anfängliche  Grösse 
der  Ausflussgeschwindigkeit  v.  Man  kann  daher  der  obigen  Glei- 
chung auch  die  folgende  Form  geben: 

10)  t=2.j?v, 

und  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Ausflusszeit  das  Dop- 
pelte  von  derjenigen  Zeit  beträgt,  in  welcher  dieselbe  Wassermasse 
bei  unverändert  bleibender  Druckhöhe  ausgeflossen  sein  würde. 

Für  den  in  Fig.  518  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
Wasserspiegelfläche  <p  mit  der  Wasserstandshöhe  z  abnimmt,  hat 
man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 

11)  dt  = 5L= .  *~*.  dz, 

fV*y 
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und  darin  für  cp  die  der  Form  des  Gefässes  entsprechende  Function 
von  z  zu  substituiren.     Wenn  z.  B.  die  Wasserspiegelflächen  wie 

die  w-ten  Potenzen  der 
Wasserstandshöhen  sich  ver- 
halten, so  ist  (nach  Fig.  518): 

12)     -?-  =  -?" 

Jl  zu   setzen ,   und   nach    Sub- 
stitution des  hieraus  für  cp 
I  zu    entnehmenden    Werthes 
i  erhält  man  die  Gleichung: 


13)    dt  = 


v=fopz 


fH"V2g 


z       .  dz. 


Die  Zeit,  "in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  H  bis  h  abnimmt, 
hat  also  die  Grösse: 

h 


14)    t^ 


ftt 


- — y-  —-  \  z     *  dz,  '  oder : 


.15)  t^jv£^-r:x. 

Indem  man  hierin  h  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  ganze  Aus- 
flusszeit  den  folgenden  Ausdruck: 


16)    t- 


FH 


(n-\-±)/V2gH 


Der  Rauminhalt  der  ganzen   ausgeflossenen  Wassermasse   ist 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

17)     J=  f?dz-^-F-_  C  ■  '  FH 


■/"•"*/" 


dz 


w+1 


Nach  der  in  Gleichung  10)  eingeführten  Bezeichnungsweise  kann 
man  daher  dem  obigen  Ausdrucke  für  die  Ausflusszeit  auch  die 
folgende  Form  geben: 


>»  '-(gtfrr 
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Der  Werth  n  =  0  entspricht  dem  in  Fig.  517  dargestellten 
Falle,  für  welchen  man  wieder  den  in  Gleichung  10)  gefundenen 
Werth  erhält. 

Für  ein  Gefäss  von  der  Form  eines  Rotations -Paraboloides 
(oder  auch  eines  dreiseitigen  Prismas  mit  horizontalen  Kanten) 
hat  man  n  =  1  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichung: 

i9)  «=!-./„-. 

Für  ein  Gefäss  von  der  Form  eines  Kegels  (oder  auch  einer 
Pyramide)  hat  man  n  =  2  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichung: 

•      *»  -T-7V" 

Um  die  wirklichen  Ausflusszeiten  zu  erhalten,  würde  man  die 
oben  gefundenen  Werthe  noch  durch  den  Ausflusscoefh'cienten  zu 
dividiren  haben. 

Wenn  das  Gefäss  die  Form  eines  Parallelepipedons  hat,  und 
der   Ausfluss   durch   einen   bis    zu   der   horizontalen   Bodenfläche 

hinabreichenden     rechteckigen 


Fig.  519. 


verticalen  Wandeinschnitt  er- 
folgt, so  hat  bei  der  Wasser- 
standshöhe z  .die  pro  Secunde 
ausfliessendeWassermenge  nach 
§  172  (Gleichung  6)  und  nach 
Fig.  519  die  Grösse: 

21)     Q=-*-bzV2<jz  = 


—  F 


dt 


Um  die  Zeit  zu  berechnen,  in 
welcher  die  Wasserstandshöhe 
von  H  bis  h  abnimmt,  hat  man  die  obige  Gleichung  für  dt  auf- 
zulösen und  hernach  die  Integration  zwischen  den  Grenzen  H  und 
h  auszuführen.    Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

3         F         -i 


22)    dt  = 


23)    t  = 


bV'2g 


dz, 


_3      f      r -i 

2bV2g-JZ     • 


dz, 


b\'2g\\fh        VH> 
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Für  h  =  0  wüd  t  =  ac .  Es  würde  also  —  wenn  die  Voraussetzungen, 
aus  welchen  die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  aller  Strenge  erfüllt 
wären  —  hieraus  folgen,  dass  der  sinkende  Wasserspiegel  erst  nach  unendlich 
langer  Zeit,  d.  h.  mit  anderen  Worten  niemals,  die  Bodenfläche  des  Gefässes 
erreicht. 

§  174 
Hydraulischer  Druck. 

Bei  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  auf  die 
Berechnung  der  Ausflussgeschwindigkeit  wurde  in  Bezug  auf  die 
in  Fig.  512  und  Fig.  511  dargestellten  Fälle  die  Voraussetzung  ge- 
macht, dass  die  Wassertheilchen,  bevor  dieselben  zum  Ausflusse 
gelangten,  im  Ruhezustande  sich  befanden.  Für  diesen  Fall  kann 
man  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  indem  man  dieselbe  auf 
die  Bewegung  eines  Wassertheilchens  von  der  Masse  m  anwendet, 
auch  die  folgende  Form  geben: 

1)     -g 0=mgh. 

Wenn  statt  dessen  angenommen  wird,  dass  die  Wassertheilchen 
vor  dem  Ausflusse  schon  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  besassen, 
so  führt  die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  zu  der 
Gleichung : 

.     mv*        mc2 
*)       2 2~  =  m9h^ 

in  welcher  die  Geschwindigkeit  c  aus  dem  Verhältnisse  der  Quer- 
schnittsflächen der  bewegten  Wassermasse  zu  berechnen  ist.  Da 
annäherungsweise  angenommen  werden  darf,  dass  in  allen  Punkten 
einer  und  derselben  Querschnittsfläche  des  ausfliessenden  Wasser- 
strahles die  Wassertheilchen  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich 
bewegen,  und  die  gleiche  Voraussetzung  auch  in  Bezug  auf  die 
Bewegung  des  Wassers  innerhalb  des  Ausflussgefässes  gemacht 
werden  darf,  so  kann  die  Geschwindigkeit  c  berechnet  werden 
aus  der  Gleichung: 

3)    Fc=fv, 

in  welcher  F  die  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  genommene 
Querschnittsfläche  der  Wassermasse  innerhalb  des  Ausflussgefässes 
bedeutet  (also  in  Fig.  512  die  horizontale  Querschnittsfläche  des 
Gefässes  und  in  Fig.  511  die  verticale  Querschnittsfläche  des 
Rohres  Ä).    Nach  Substitution  des  hieraus  für  c  zu  entnehmenden 
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Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  2)  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit den  folgenden  Ausdruck: 


4)    v 


Fig.  520. 


welcher  zeigt,  dass  die  Gültigkeit  der  Gleichung  3)  des  §  171  auf 

solche  Fälle  sich  beschränkt,   in  welchen  die  Fläche  F  im  Ver- 

f2 
hältniss  zu  der  Fläche  /  so  gross  ist,  dass  das  Glied  ^  *m  Nenner 

vernachlässigt  werden  darf. 

Wenn  man  die  Gleichung  2)  direct  für  v  auflöst,   so  erhält 

man  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  die  Gleichung: 

5)    —|/2,  (*+£). 

welche  zeigt,  dass  das  Vorhan- 
densein der  Anfangsgeschwindig- 
keit c  denselben  Einfluss  hat, 
wie  wenn  die  Druckhöhe  ä  um 

c2 
die    Geschwindigkeitshöhe    -^~ 

vergrössert  wäre.     Zugleich  er- 
kennt man  aus  Fig.  520,  indem 
_L  man   der  obigen  Gleichung  die 
=Sa  folgende  Form  giebt: 
tr  C" 


32. 

:2y 


s * 


:f 


6)    A  = 


dass  die  Differenz  der  hydraulischen  Druckhöhen  gleich  der  Diffe- 
renz der  Geschwindigkeitshöhen  ist. 

Dasselbe  Gesetz  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Quer- 
schnittsfläche und  die  Geschwindigkeit  der  fliessenden  Wassermasse 
stetig  sich  ändern.  Für  den  in  Fig.  521  dargestellten  Fall  ergeben 
sich  aus  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  die  Gleichungen: 


7)    H—x 


*9 


8)    H  —  //  = , 

welche  zeigen,  dass  die  hydraulische  Druckhöhe  ihren  kleinsten 
Werth  an  derjenigen  Stelle  annimmt,  an  welcher  die  Geschwindig- 
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keit    ihren    grössten   Werth   erreicht.      Die  pro   Secunde   durch- 
fliessende  Wassermasse  hat  den  Rauminhalt: 

9)    Fe  =  yio  =  fv. 


Fig.  521. 


Die  Geschwindigkeiten  ver- 
halten sich  also  umgekehrt 
wie  die  Querschnitte.  Hieraus 
folgt,  dass  die  hydraulische 
Druckhöhe  ah  der  engsten 
Stelle  des  Rohres  ihren  klein- 
sten Werth  annimmt.  Aus 
Gleichung  9)  ergeben  sich  für 
die  Geschwindigkeiten  c  und 
w  die  in  Fig.  521  angegebenen 
Werthe;  man  kann  daher 
den  Gleichungen  7)  und  8), 
-  „  indem   man   zugleich   abkür- 

zungsweise -~ T  =  k  und  J—  =  n  setzt,  auch  die  folgenden  Formen 
geben :  * 

10)  ff -*  =  |^  («'-**), 

11)  Ä_A  =  -jL  (!_*«), 

und  wenn   man  die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,   so  erhält 

man  die  Gleichung: 


Fig.  522. 


11 ±x 


H+h 


12) 


H  —  x 

H  —  h 


1 


--k2 
—  7c2 


nach  welcher  man  das  Verhält- 
niss  der  Druckhöhen -Differen- 
zen aus  den  gegebenen  Quer- 
schnittsverhältnissen berechnen 
kann.  Zugleich  ergiebt  sich  für 
die  Ausflussgeschwindigkeit  v 
aus  Gleichung  11)  der  Werth: 


13) 


Zg{H-h) 


J     — ~ 


■.y*si 


— ^—  Wenn   der  Querschnitt  der 

f-kv  fliessenden  Wassermasse  nicht 

allmählich,  sondern  sprungweise  von  <p  bis  /  zunimmt,  und  in  Folge 

dessen    die    Geschwindigkeit    derselben    an    der   Uebergangsstelle 


Digitized  by  V3OOQIC 


476  Achter  Abschnitt.    §  175. 

plötzlich  von  w  bis  v  abnimmt  (Fig.  522),  so  entsteht  durch  den 
Stoss  des  rascher  fliessenden  Massentheilchens  m  gegen  die  lang- 
samer vorangehende  Wassermasse  ein  Verlust  au  lebendiger  Kraft 
von  der  Grösse*): 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  nimmt  also  für  diesen  Fall 
die  folgende  Form  an: 

15)  -7-  -  7Uf  =  »g  (H-h)-  ^-Z^!,  oder: 

16)  H-k  =  ±[l-k*  +  (n-iy}. 

Statt  der  Gleichungen  12)  und  13)  erhält  man  hiernach  für  den 
in  Fig.  522  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen: 

,„,     H  —  x  «2  —  k* 

17)  -«•—*  = 


H—  h  ~  1  —  A2  4.  (n  —  l)f ' 


18)    .=V_Jj?  <*£*!. 

r  i  _  p  4.  („  _ 


!  +  (»-i)' 

Wenn  z.  B.  Ä  =  0  und  n  =  2  gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  aus  den 

obigen  Gleichungen  die  Werthe :  //  —  x  =  2  (H  —  h)  und  v  =  t/%2  #  ('-  —*)  • 

Für  -|~  =  0  oder   w  =  oo    wird    II—  x  =  II  —  h.      Wenn  also    das 
/ 
Wasser  durch  ein  Zuflussrohr  von  sehr  kleinem  Querschnitte  in  ein  Gefass 

von  sehr  grossem  Querschnitte  hineinfliesst,  so  wird  die  hydraulische  Druck- 
höhe in  dem  Zuflussrohre  gleich  der  Wasserstandshöhe  in  dem  Gefässe  sein. 
Die  ganze  lebendige  Kraft  des  zufliessenden  Wassers  wird  in  diesem  Falle 
durch  den  Stoss  gegen  die  in  dem  Gefässe  ruhende  Wassermasse  vernichtet. 

§  175. 
Zusammenfluss  zweier  Wasserstrahlen.   (Wasserstrahlpumpe.) 

Wenn  die  beiden  aus  den  Gefässen  A  und  B  mit  ungleichen 
Geschwindigkeiten  ausfliessenden  Wasserstrahlen  innerhalb  des  ge- 
meinschaftlichen Ausflussrohres  C  zu  einem  Wasserstrahle  von  der 
Querschnittsfläche  /  sich  vereinigen,  so  wird  an  der  Stelle  des 
Zusammentreffens  eine  Ausgleichung  der  Geschwindigkeiten  ein- 
treten, und  zugleich  wird  durch  den  Stoss  der  aus  dem  Gefässe  A 
mit  der  grösseren  Geschwindigkeit  iv  dort  ankommenden  Wasser- 
theilchen  gegen  die  in  dem  gemeinschaftlichen  Ausflussrohre   C 


*)  Vergl.  „Technische  Mechanik",  §  138  und  §  177. 
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mit  der  kleineren  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Wassermasse 
ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  entstehen  (Fig.  523). 

Fig.  523. 


E 

Die  Querschnittsfläche  des  gemeinschaftlichen  Ausflussrohres 
kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  Ae/  und  (1  —  s)/  zerlegt 
denken,  von  denen  der  erstere  durch  den  vom  Gefässe  A,  und  der 
letztere  durch  den  vom  Gefässe  B  herkommenden  Theil  des  Wasser- 
strahles ausgefüllt  wird.  Die  ganze  während  des  Zeittheilchens 
dt  in  das  Gefäss  D  hineinfliessende  Wassermasse  m.  setzt  sich 
demnach  zusammen  aus  dem  Theile  sm,  welcher  von  dem  Gefässe 
A  herkommend,  und  dem  Theile  (1  —  e)  m,  welcher  von  dem  Ge- 
fässe B  herkommend  dorthin  gelangte.  Wenn  also  die  Quer- 
schnittsflächen der  beiden  Gefässe  A  und  B  so  gross  angenommen 
werden,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeiten  vernachlässigt  werden 
dürfen,  so  führt  die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft 
zu  der  Gleichung: 


i) 


mir 
~2~ 


■0  =  tmg  (H-  h)  -f  (1  -  e)  mg  (*-*)-  ^^-  ^  • 


Da  auch  hier  wieder  angenommen  werden  darf,  dass  in  einem 
und  demselben  Wasserstrahle  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt 
wie  die  Querschnitte  sich  verhalten,  so  ergeben  sich  für  die  Ge- 
schwindigkeiten, welche  die  beiden  Wasserstrahlen  vor  ihrer  Ver- 
einigung besassen,  aus  den  in  Fig.  523  angegebenen  Querschnitts- 
flächen die  Werthe: 


2)    w=  — 

OL 


1  —  e> 


3)    .-(±=1). 
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Hiernach  kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  für  die  Ge- 
schwindigkeit w  den  obigen  Werth  substituirt,  auch  die  folgende 
Form  geben: 

v2   _  e(H—  z)-(h  —  z) 


4)  >, 


»  +  ■£-») 


Wenn  man  nunmehr  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch 
auf  die  Berechnung  der  beiden  Ausflussgeschwindigkeiten  w  und  u 
anwendet,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


6)     ,_B  =  _«,(__)._. 


und  gelangt,  indem  man  die  letztere  von  der  ersteren  subtrahirt, 
zu  einer  Gleichung,   welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

7)  £=■    "-• 


2s  &'-?-=-')' 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  in  Gleichung  4)  und  Gleichung  7) 

v2 
für  die  Grösse  -—  gefundenen  Ausdrücke  erhält  man  endlich  eine 

Gleichung,   aus   welcher  für  das  Verhältniss   der  beiden  Grössen 
h  —  z  und  II —  z  der  folgende  Werth  sich  ergiebt: 


*>  ^-:- 


l+'(iz')| 


Wenn  man  hierin  —  =  --  setzt,  so  wird:   wr      ~~  =  —  »  ,     oder: 

z  =  //,  entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  die  beiden  ausfliessenden  Wasser- 
strahlen mit  gleich  grossen  Geschwindigkeiten  in  dem  Rohre  C  zusammen- 
treffen und  ohne  einander  gegenseitig  zu  stören  ihre  Bewegung  daselbst  ge~ 
meinschaftlich  fortsetzen. 

Der  Werth  e  =  1  entspricht  dem  Falle,  in  welchem  aus  dem  Gefasse  B 
gar  kein  Wasser  zum  Ausflusse  gelangt.  Nach  Gleichung  8)  wird  für  diesen 
Fall: 

9)    7*I*  =  2*(l--a), 

also  wenn  z.  B.  a  =  —  ist,  so  wird  h  —  z  =  H  —  h  oder  z  =  li  —  (ff—  h\ 
d.  h.  der  Wasserspiegel  des  Gefasses  B  liegt  um  die  Höhe  H  —  h  tiefer  als 
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der  Wasserspiegel  des  Gefässes  Z>,  und  nach  Gleichung  7)  hat  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit in  diesem  Falle  die  Grösse: 


» .=1/^*). 


Wenn  man  e  =  — ,   a- 


6'  v 
chung  8)  der  Werth :   v/"—  = 


setzt,   so  ergieht  sich  aus  Glei- 


also   wenn   h  —  z  =  Hm  ist,    so   wird 


H—z        72 

H-  *  =  52m,36   und    H  —  h  =  44m,36.      Nach  Gleichung  7)   hat.  die  Aus- 
flussgeschwindigkeit in   diesem   Falle    die   Grösse:   v  =  10™,904,   und   wenn 

Qm 

f=Q     ,01  ist,   so  fliesst  aus  jedem  der  beiden  Getässe  A  und  B  pro  Se- 
cuude  eine  Wassermenge  ab,  deren  Rauminhalt  0,05452  Kubikmeter  beträgt. 

Fig.  524. 


//W* 


II—: 


h-z 


0 


n 


~h-z 


K 


B 


F 


Die  hydraulische  Druckhöhe  in  dem  Rohre  E  hat  nach  Gleichung  5)  die 
Grosse :  x  =  H  —  54m,545.  Da  von  negativem  hydraulischen  Drucke  selbst- 
verständlich nicht  die  Rede  sein  kann,  so  dürfen  die  obigen  Resultate  nur 
dann  als  gültig  betrachtet  werden,  wenn  zugleich  die  Höhenlage*  des  Ausfluss- 
rohres  E  so  gewählt  ist,  dass  die  von  dem  höchsten  Punkte  seines  Quer- 
schnittes aus  gemessene  Druckhöhe  TT  grösser  ist  als  54n,,545  (oder  die  auf 
gleiche  Weise  gemessene  Druckhöhe  z  grösser  als  2m,182). 

Die  Wirkung  des  atmosphärischen  Druckes  auf  den  Wasser- 
spiegel  kann   man   sich  durch  eine  aufgelegte  Wasserschicht  von 
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der  Höhe  An  =  10m,336  veranschaulichen.  Die  oben  gefundenen 
Gleichungen  können  daher  auch  für  den  in  Fig.  524  dargestellten 
Fall  als  gültig  betrachtet  werden,  bei  welchem  die  Wasserspiegel- 
flächen in  den  Gefässen  A,  D,  F  der  Wirkung  des  atmosphärischen 
Druckes  ausgesetzt  sind  und  in  Folge  dessen  ein  jeder  um  die 
Höhe  h0  tiefer  liegt  als  der  Wasserspiegel  in  dem  betreffenden 
luftleeren  Rohre,  dessen  Wasserstandshöhe  die  wirkliche  Druck- 
höhe anzeigt.  Durch  den  aus  dem  Gefä6se  A  mit  grosser  Ge- 
schwindigkeit ausfliessenden  Wasserstrahl  wird  an  der  Ausfluss- 
mündung desselben  eine  Erniedrigung  der  hydraulischen  Druckhöhe 
hervorgebracht  und  dadurch  bewirkt,  dass  das  Wasser  aus  dem 
Gefässe  F,  getrieben  durch  den  atmosphärischen  Druck,  zu  dem 
höher  gelegenen  Wasserbehälter  D  hinaufsteigt.  Da  bei  Ableitung 
der  obigen  Gleichungen  die  Druckhöhenverluste,  welche  durch  die 
Reibung  des  Wassers  an  den  Röhrenwänden*)  verursacht  werden, 
unberücksichtigt  geblieben  sind,  so  wird  die  pro  Secunde  geförderte 
Wassermenge  in  Wirklichkeit  etwas  kleiner  ausfallen  als  die  obige 
Rechnung  ergab. 

§  176. 
Gleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Kanälen. 

Die  in  den  vorigen  Paragraphen  mehrfach  angewendete  ver- 
einfachende Hypothese,  nach  welcher  die  Wassertheilchen  in  allen 
Punkten  einer  und  derselben  Querschnittsfläche  der  abfliessenden 
Wassermasse  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  sich  bewegen,  darf 
annäherungsweise  auch  für  den  in  Fig.  525  dargestellten  Fall  als 

gültig       betrachtet 
Fig.  525.  werden,  bei  welchem 

das    Wasser    durch 

einen  Kanal  aus  dem 

Sa  \  Wasserbehälter     A 

l  nach  dem  tiefer  ge- 
s£  legenen     Wasserbe- 
[  hälter  B  hinabfliesst. 
\  Hieraus  folgt,  dass 
i  die    Bewegung    des 
'  Wassers  in  dem  Ka- 
näle eine  gleichförmige  sein  wird,  sobald  die  Querschnittsfläche  der 
abfliessenden  Wassermasse  überall  dieselbe  Grösse  hat.    Bei  einem 


*)    Vergl.  „Technische  Mechanik11,  §  180. 
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geradlinigen  prismatischen  Kanäle  wird  diese  Bedingung  erfüllt 
sein,  wenn  die  Wassertiefe  an  den  beiden  Enden  des  Kanales  die- 
selbe Grösse  hat. 

Diejenige  Grösse,  welche  die  Höhendifferenz  der  beiden  Wasser- 
spiegel haben  muss,  wenn  das  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  c 
abfliessen  soll,  kann  annäherungsweise  berechnet  werden  nach  der 
Erfahrungsformel : 

P      c2 
1)    A-C.l.yjJ-, 

in  welcher  C  einen  Erfahrungscoefficienten,  F  die  Querschnittsfläche 
der  abfliessenden  Wassermasse  und  P  den  sogenannten  Wasser- 
perimeter LMNR  bedeutet  oder  denjenigen  Theil  des  Querschnitts- 
umfanges,  in  welchem  die  Querschnittsfläche  durch  den  Boden  und 

die    Seitenwände    des 
__.  lß*        '  _  -     Kanales  begrenzt  wird 

K*-%  . ^    =3»^fPi{  (Fig*  526)'      Der    Er" 

!^^^^:  /     J   ^  ■-—     ^'^ff%^  fahrungscoefficient      C 

a\  '%J^^  hat     im     Mittel     die 

I     \q|^^-L " Jr^==^.  £ "     j  Grösse : 

Bei  grosser  Stromgeschwindigkeit  hat  derselbe  einen  etwas  kleineren 
Werth,  bei  kleiner  Stromgeschwindigkeit  einen  etwas  grösseren 
Werth.  Den  genaueren  Werth  dieses  Coefficienten  kann  man  be- 
rechnen aus  der  Erfahrungsformel: 

3)    C  =  0,00741  (l  +  ^*), 

welche  zeigt,  dass  der  obige  Mittelwerth  einer  Stromgeschwindig- 
keit von  0,734  Metern  pro  Secunde  entspricht. 

Nach  Fig.  525  kann  -,    =  sin  a  gesetzt  werden ;  man  kann 

daher  der  Gleichung  1),  indem  man  dieselbe  für  c  auflöst,  auch 
die  folgende  Form  geben: 


4)      c=l/2y^sina 


und  dieselbe  in  dieser  letzteren  Form  zur  Berechnung  der  Strom- 
geschwindigkeit benutzen,  indem  man  aus  derselben  mit  Benutzung 
des  in  Gleichung  2)  für  £  angegebenen  Mittelwerthes  zunächst  einen 
Annäherungswerth  von  c  berechnet  und  hernach  mit  dem  aus 
Gleichung  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthe  von  C  die  Rech- 
nung wiederholt. 

Kitter,  Ingenieur- Mechanik.  3| 
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§  177. 
Vorteilhaftestes  Kanalprofil. 

Für  den  Wasserquerschnitt   F  und   den   Wasserperimeter    P 
erhält  man  nach  Fig.  526  die  Gleichungen: 

1)    F=.(»+./'0-). 

Aus  der  ersteren  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  Breite   des  Iva- 
nales  am  Boden  der  Ausdruck: 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  zweite  Gleichung 
die  folgende  Form  an: 

4)     p=Z__^_  +  J.*_. 

'  a         tg  0    '    sin  0 

Die  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dass  zum 
Hervorbringen  einer  vorgeschriebenen  Stromgeschwindigkeit  c  unter 
sonst  gleichen  Umständen  ein  um  so  kleineres  Gefälle  ausreicht, 
je  kleiner  der  Wasserperimeter  P  ist.  Da  der  Wasserquerschnitt  F 
und  der  Neigungswinkel  0,  welchen  die  Seitenwände  mit  der  Hori- 
zontalen einschliessen  sollen,  als  gegebene  Grössen  zu  betrachten 
sind,  so  hat  man  in  Gleichung  4)  die  Grösse  P  als  eine  Function 
der  Wassertiefe  a  zu  behandeln,  und  erhält,  indem  man  den  Diffe- 
renzialquotienten  derselben  (nach  a  genommen)  gleich  Null  setzt, 
die  Gleichung: 

K    n-_Z_     1      I       2 
?;  a2         tgö  "^sinü* 

Für  die  vortheilhaf teste  Wassertiefe  ergiebt  sich  aus  dieser  Glei- 
chung der  Werth: 

6)    a-YT^ 


2  —  cos  ö 

Die  zugehörigen  Werthe  der  Grössen  b  und  P  kann  man  nunmehr 
aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  berechnen,  indem  man  darin  für  a 
diesen  Werth  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  der  folgen- 
den Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 
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6=      90° 


60° 


45" 


35° 


30° 


—F-=      0,707      0.760      0,740      0,697      0,664 
b==      1,414      0,877      0,613      0,439      0,356 


—  =      2,828      2,632      2,704      2,870      3,012. 


V~F 
P 

V~F 

Wenn  z.  B.  die  Werthe:  F=  4Dm  und  b  =  35°  gegeben  sind,  so  erhält 
man  aus  der  obigen  Tabelle  die  Werthe:  a  =  l"\394  und  b  =0ra,878,  welchen 
der  Wasserperimeter:  P  =  5m,74  entspricht. 

Um  fttr  das  auf  solche  Weise  bestimmte  Kanalprofil  diejenige  Strom- 
geschwindigkeit zu  berechnen,  welche  dem  Werthe:  sin  a  =  0,001  entspricht, 
hat  man  in  der  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  C  =  0,008  zu 
setzen,  und  erhält  daraus  zunächst  den  Annäherungswerth :  c  =  lm,31.  Dieser 
Stromgeschwindigkeit  entspricht  nach  der  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen 
der  Werth:  C  =  0,00774,  und  mit  Benutzung  desselben  findet  man  durch 
Wiederholung  der  Rechnung  für  die  Stromgeschwindigkeit  den  genaueren 
Werth:  c  =  lm,33.  Für  den  Rauminhalt  der  pro  Secundc  abfliessenden 
Wassermenge  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth:  Q  =  4 . 1,33  =  5,32  Cubikmeter. 


Fig.  527. 


§  178. 
Ungleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Kanälen. 

Wenn  die  Wassertiefe  t0  am  oberen  Ende  des  Kanales  grösser 
ist  als  die  Wassertiefe  tx   am  unteren  Ende  (Fig.  527),  so  wird 

die  Geschwindigkeit 
vQ  am  oberen  Ende 
kleiner  sein  als  die 
Geschwindigkeit  vx 
am  unteren  Ende; 
die  Bewegung  des 
abfliessenden  Was- 
sers ist  also  in  die- 
sem Falle  eine  be- 
schleunigte. 

Während  bei  der 
gleichförmigen  Bewe- 
gung des  Wassers  das  ganze  Gefälle  auf  Ueberwindung  des  Wider- 
standes der  Reibung  des  Wassers  an  den  Kanal  wänden  verwendet 
wird,  kann  man  sich  bei  dem  Falle  der  beschleunigten  Bewegung 
das  Gefälle  in   zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der  eine 

31* 
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auf  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände,  und  der  andere  auf 
Vergrößerung  der  lebendigen  Kraft  der  abfliessenden  Wassermasse 
verwendet  wird.  Die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  auf  die  Bewegung  des  Wassers  längs  des  in  Fig.  528  dar- 
gestellten unendlich  kleinen  Theiles  der  Kanalstrecke  führt  hier- 
nach zu  der  Gleichung: 


1) 


dz  =  C  dx  -v  -    -  -f-  -v — x- '-  -  —  ^~ 

*   2g  2g  2g 


Fig.  528. 


dx  sin 


z 


2)    dz-- 


-r^Frg  + 


^a&w 


in  welcher  F  und  P  resp.  den 
Wasserquerschnitt  und  den  Was- 
serperimeter im  Abstände  x  von 
dem  oberen  Ende  des  Kanales 
bedeuten.  Da  die  Differenz  der 
letzteren  beiden  Glieder  dieser 
Gleichung    als   Ditferenzial   der 

v2 
fx+dt   Grösse  -w-  zu  betrachten  ist,  so 

29 

kann  man  stattdessen  auch  setzen : 

Die  pro  Secunde  abßiessende 
Wassermasse  hat  den  Raum- 
inhalt: Q  =  Fv;  folglich  ist: 

,#,  ^     ^/Q2\         2Q2dF  2v*dF 

Wenn  der  Kanal  ein  rechteckiges  Profil  von  der  Breite  b  hat,  so 
ist:  F=bt  und  dF=bdt  zu  setzen,  hiernach  wird: 

2v2dt 
4)    fo*  =  —  ±!L — , 

und  die  Gleichung  2)  nimmt  nach  Substitution  dieses  Werthes 
die  folgende  Form  an: 

.v      ,         V2   /    P    .  2dt\ 

5>  dz=2-g\^F^ — rr 

Nach    der  in  Fig.  528   angegebenen   Bezeichnungsweise    hat    das 
Gefälle  des  Wasserspiegels  die  Grösse: 

6)     dz  =  dx  .  sin  a  —  dt. 
Indem  man  die  obigen  beiden  Werthe  von  dz  einander  gleich  setzt, 
erhält  man  eine  Gleichung,  aus  welcher  für  den  Differenzialquo- 


3) 
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tieuten   von   t  (nach  'x  genommen)   der   folgende   Ausdruck   sich 
ergiebt: 


7)     ;,-   = 


dt 

sin  a  —  C  .  -jp  . 

V' 

^9 

dx 

"     »-4 

9* 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  bei  gegebener  Wasser- 
tiefe t  diejenige  Grösse  dt  berechnen,  um  welche  längs  der  unend- 
lich kleinen  Strecke  dx  die  Wassertiefe  sich  ändern  muss,  wenn 
das  Wasser  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit  v  durch  den 
betreffenden  Querschnitt  hindurchfliessen  soll. 

Wenn  z.  B.  t  =  lm  und  b  =  10m  ist,  so  hat  der  Wasserquerschnitt  den 
Flächeninhalt:     F  =  bt  =  10Pm ,    und   der   Wasserperimeter    die    Länge: 

V  =  b  +  2t  =  12m.    Wenn  ferner:  sin  a  =  -^u-r  ist,  so  ergiebt  sich  für  die 

Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Bewegung,  welche  bei  überall  gleich  grosser 
Wassertiefe  von  lm  stattfinden  würde,  (nach  §  176,  Gleichung  4)  der  Werth: 
c=  lm,015,  und  für  die  pro  Secunde  abfliessende  Wassennenge  der  Werth: 
F.  c  =  10,15  Cubikmeter.  Bei  dieser  gleichförmigen  Bewegung  würde  das 
Längenprofil  des  Wasserspiegels  eine  dem  Kanalboden  parallele  gerade  Linie 
bilden. 

Indem  man   dem  Wasserspiegel  ein  grösseres  Gefälle  giebt,  kann  man 
bewirken,  dass  die  Geschwindigkeit  den  grösseren  Werth:  v  =  lm,4,  und  die 
abfliessende  Wassermenge  den  grösseren  Werth:    Q  =  10  .  1,4  =  14  Cubik- 
meter pro  Secunde  erreicht.     Der 
Fig.  529.  Geschwindigkeit     «?  =  lm,4    ent- 

spricht (nach  §  176,  Gleichung  3) 
der  Coefficient:  C  =  0,007  72,  und 
nach    Gleichung   7)    der    Werth: 

4^  =  —  0,000533.  Die  Wasser- 
dx 

tiefe  muss  also  in  der  Richtung 
stromabwärts  um  0m,000  533  pro 
Meter  der  Kanalstrecke  abnehmen. 
Da  für  eine  verhältnissmässig  kurze 
Strecke  das  Längenprofil  des  Was- 
serspiegels bei  dem  hier  voraus- 
gesetzten geringen  Gefälle  annähe- 
rungsweise als  geradlinig  angesehen 
werden  darf,  so  erhält  man  nun- 
mehr nach  Fig.  527,  indem  man 
darin:  x  =  100m  =  1  —  x  und 
t  ==  lm  setzt,  für  die  Wassertiefen  an  den  beiden  Enden  des  Kanales  die 
Werthe:  tu  =  1  ",051*3  und  *,  =  0m,9467.  Das  ganze  Gefalle  des  Wasser- 
spiegels hat  hiernach  die  Grösse:  l  sin  a  +  t„  —  tx  =  0,1  +  0,1066  =  0  ,2066. 
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Der   Wassertiefe    t{)  *=  lm,0533   entspricht  die  Geschwindigkeit:   vQ  = 

*'*      ==  lm,329,  und  die  Geschwindigkeitshöhe:  |p_  =  ora,09.    Wenn  also 

der  Querschnitt  des  Wasserbehälters  A  so  gross  ist,  dass  die  Wassermasse 
in  demselben  als  ruhend  betrachtet  werden  darf,  so  wird  die  Oberfläche  der- 
selben um  0,09  Meter  höher  liegen,  als  der  Wasserspiegel  am  oberen  Ende 
des  Kanales  (Fig.  529).  Die  ganze  Höhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel 
A  und  B  in  Fig.  527  muss  demnach:  0,2966  Meter  betragen,  wenn  eine 
Wassermenge  von  14  Cubikmetern  pro  Secunde  durch  den  Kanal  von  A  nach 
B  abfliessen  soll. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  den  kleine- 
ren Werth:  v  =  0m,7  annimmt  (welchem  der  Coefficient  C  =  0,008  03  entspricht), 

so  erhält  man  auf  gleiche  Weise  den  Werth:  -=- -  =  +  0,000272  7.  Die  Be- 
wegung des  Wassers  ist  in  diesem  Falle  eine  verzögerte,  und  es  wird: 
t0  =  0m,972  73,  *!  =  lm,027  27,  v{)  =  0m,7196,  *°-  =  0m,0264.      Das   Gefälle 

des  Wasserspiegels  hat  die  Grösse:  *,  —  t{)  =0m,054  54;  die  ganze  Höhen- 
differenz der  beiden  Wasserspiegel  beträgt  in  diesem  Falle:  0,181  Meter,  und 
bei  dieser  Höhendifferenz  werden  nur  7  Cubikmcter  pro  Secunde  abfliessen. 

§  179. 
Grenzbedingungen  der  beschleunigten  Bewegung. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  dem  Kanäle  ist  eine  beschleu- 
nigte, wenn  der  Differenzialquotient  -^  negativ  ist.  Nach  der  im 
vorigen  Paragraphen  gefundenen  allgemeinen  Differenzialgleichung: 

P      v* 
,         sin  a  —  C  --er-  *  a— 
n      dt___ F     2g 

dx  1  — — 

9t 

wird  diese  Bedingung  erfüllt  sein,  sobald  von  den  beiden  im 
Zähler  und  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  stehen- 
den Grössen  die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

Wenn  mit  c  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für 
welchen  der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 


2)  ,_yn™±, 

also  (nach  §  176,  Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen  F,  P  und  sin  a  für  den  Fall  der  gleichförmi- 
gen Bewegung  entsprechen  würde. 
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Wenn  mit   C  derjenige  Werth   von   v  bezeichnet  wird,   für 
welchen  der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 


3)  c  =  V**  (-!•). 


also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe  als  Geschwindigkeitshöhe  entsprechen  würde. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  525  das  Wasser  anfangs  in  gleich- 
förmiger Bewegung  von  A  nach  B  abfliessend  und  nachher  in 
Folge  einer  Senkung  des  Wasserspiegels  B  in  eine  beschleunigte 
Bewegung  übergehend,  so  erkennt  man  sogleich,  dass  bei  diesem 
neuen  Bewegungszustande  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  an 
jeder  Stelle  des  Kanales  grösser  sein  wird  als  diejenige  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  das  Wasser  im  Falle  der  gleichförmigen  Be- 
wegung bei  gleich  grosser  Wassertiefe  an  dieser  Stelle  vorbeifliessen 
würde.  Wenn  also  eine  beschleunigte  Bewegung  wirklich  statt- 
findet, so  wird  v  jedenfalls  grösser  sein  als  c;  folglich  wird  der 
Zähler  des   obigen  Ausdruckes   in   diesem  Falle   einen   negativen 

Werth  annehmen,  und  der  Nenner  muss  positiv  sein,   wenn  -^ 

negativ  werden  soll.  Der  Nenner  würde  aber  negativ  werden, 
wenn  v  grösser  als  C  wäre.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Beschleuni- 
gung überhaupt  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  t;  zugleich  grösser 
als  c  und  kleiner  als  C  ist.  Diese  Bedingung  hört  auf  erfüllbar 
zu  sein,  wenn  c  =  C  ist.'  Durch  Gleichsetzung  der  oben  für  diese 
beiden  Grössen  gefundenen  Ausdrücke  erhält  man  für  diesen  Grenz- 
fall die  Bedingungsgleichung: 


4)  y»tf*i_y»f(;). 


welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe  F—bt  und  P=b-^-2t 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

5)    sin«  =  A(l+2i). 

Eine  beschleunigte  Bewegung  wird  also  nur  dann   möglich  sein, 

wenn  sin  a  kleiner  ist  als  -p-  (l  +  -/-)" 

Dass  eine  fernere  Geschwindigkeitsveränderung  nicht  mehr 
eintreten  kann,  sobald  die  Geschwindigkeitshöhe  gleich  der  halben 
Wassertiefe  geworden  ist,  lässt  sich  auch  direct  mittelst  der  beiden 
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Gleichungen    2)    und    4)    des    vorigen    Paragraphen    nachweisen. 

v2 
Wenn   man    die   Geschwindigkeitshöhe    0~    mit  //  bezeichnet,    so 

kann  man  jenen  beiden  Gleichungen  auch  die  tblgeudeu  Formen 

geben : 

P    v2 
6)    dz  =  r  dx  *     -,  -  +  dH, 


7)    dll  = 


2H<U 


Nach  Fig.  528  besteht  das  ganze  Gefälle  dz  aus  zwei  Theilcn, 
von  denen  der  eine  gleich  dein  Gefälle  des  Kanalbodens  und  der 
andere  gleich  der  Wassertief  enänderung  ist.  Der  erstere  Theil 
des  Gefälles  würde  bei  der  kleineren  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  zur  U  eher  wind  ung  der  Reibungswiderstände 
gerade  ausreichen.  Bei  der  wirklich  vorhandenen  grösseren  Ge- 
schwindigkeit v  wird  derselbe  nicht  mehr  dazu  ausreichen;  es  wird 
vielmehr  zur  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände  auch  noch 
ein  Theil  der  Wassertiefenänderung  in  Anspruch  genommen  werden. 

Die  Gleichung  7)  zeigt  aber,  dass  dll= —  dt  wird,  sobald  //  — -- 

ist,  dass  also  für  diesen  Fall  zum  Hervorbringen  einer  beliebigen  Ge- 
schwindigkeitsvergrösserung  dv  ein  Gefälle  erforderlich  sein  würde, 
welches  gleich   der  ganzen  zugehörigen  Wassertiefenänderung  ist. 

Es  kann  daher  eine 
Geschwindigkeits- 
vergrösserung  über- 
haupt nicht  statttin- 
t 
2 
ist,  und  noch  weni- 
t 


den,  wenn  H 


ger, 


wenn  11  > 


2 


ist.  Die  Bewegung 
des  Wassers  von  A 
nach  B  wird  daher  eine  gleichförmige  bleiben,  wie  tief  auch  immer 
der  Unterwasserspiegel  B  sinken  möge,  sobald  der  Neigungswinkel  a 
den  aus  der  Bedingungsgleichung  5)  zu  berechnenden  Werth 
erreicht  oder  übertrifft  (Fig.  530).  Die  Bewegung  längs  der  gan- 
zen Kanalstrecke  wird  auch  dann  noch  eine  gleichförmige  bleiben, 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Beschleunigte  Bewegung  in  bergau  steigendem  Kanäle.  489 

wenn  der  Unterwasserspiegel  B  bis  unter  den  Kanalboden  herab- 
sinkt, und  demgemäss  die  Wasserbewegung  am  unteren  Ende  des 

Kanales     in    einem 

Fig*  53L  Wasserfalle      ihren 

-  -.. 

Abschluss        findet 
(Fig.  531). 

Wenn  z.  B.   wieder 

t=\m    und   b  =  1(T 

gesetzt  wird,  so  ergiebt 

$    sich   aus   Gleichuug  3) 

der  Werth  :C=3m,m 

,  ■    Dieser  Geschwindigkeit 

entspricht  (nach  §  17G, 

i    Gleichung  3)  der  Coeffi- 

cient:     C    =    0,00755. 

Hiernach  erhält  man  aus  der  für  den  Grenzwinkel  «  gefundenen  Gleichung  5) 

den  Werth: 

8iUa=0^5(l  +  A)  =  0,004  53. 

Wenn  also  der  Kanalbodeu  bei  einer  Länge  von  1000  Metern  ein  Gefälle  von 
4,5: J  Metern  hat,  so  wird  das  Wasser  gleichförmig  mit  einer  Geschwindigkeit 
von  .'3,132  Metern  pro  Sccunde  von  A  nach  B  auch  dann  noch  abfliessen, 
wenn  der  Unterwasserspiegel  B  um  eine  beliebige  Grösse  s  sich  senkt  (Fig.  531). 
Der  obere  Wasserspiegel  A  wird  in  diesem  Falle  um  die  Geschwindigkeitshöhe 

-  =  0,5  Meter  höher  liegen  als   der  Wasserspiegel  am  oberen  Ende  des 
Kanales. 

§  180. 
Beschleunigte  Bewegung  in  bergan  steigendem  Kanäle. 

Da  die  Geschwindigkeitshöhe  niemals  über  die  halbe.  Wasser- 
tiefe hinaus  wachsen  kann  —  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  von 
vornherein  einen  kleineren  Werth  hatte  —  so  wird  in  der  all- 
gemeinen Differenzialgleichung: 

,  P       v* 

dx  ~~  i  _  .El 

gt 

der  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  immer  positiv 
sein,  wenn  der  Neigungswinkel  a  kleiner  ist  als  der  aus  Glei- 
chung  5)  des   vorigen   Paragraphen   zu   berechnende   Grenzwerth. 

Der  Differenzialquotient  -.--  wird  daher  immer  negativ  sein,  wenn 

sin  a  negativ  ist.     Hieraus   folgt,  dass  die  Bewegung   unter  allen 
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Umständen  eine  beschleunigte  sein  wird,  wenn  das  Wasser  in 
Bezug  auf  den  ansteigenden  Kanalboden  bergan  fliesst  statt  bergab. 
Indem  man  „ —  sin  *u  statt  „-f~  sin  au  setzt,  erhält  man  für  diesen 
Fall  die  Gleichung: 

sin  ot  +  C  p 


dt 
dx 


2)    -T-  =  - 


IT 


l 


Mit  Beibehaltung  der  am  Schlüsse  des  §178  angenommenen  Zahlenwerthe : 

Dlu  sin  *  =  0,0005,  v  =  0ra,7  und 
C  =  0,008  03  erhält  man 
aus    obiger    Gleichung 


*=1",    6  =  10m,    P=12UI,    ^=10' 
Flg.  532. 


den    Werth : 


dt 
dx~ 


—  0,000  78,  und  wenn 
man  wie  dort:  x  = 
100m  =  /  —  x  setzt,  so 
wird:  tü=  l",078  uud 
tx  =  0m,922.  Hiernach 
hat  das  Gefälle  des  Was- 
serspiegels die  Grösse: 
t0  —  tx  —  l  sin  a  =  0,15G  —  0,1  =  0m,05(J.  Die  Geschwindigkeit  hat  am 
oberen  Ende  des  Kanales  die  Grösse:  v0  =  0m,65,  und  am  unteren  Ende  die 
Grösse:  t?,  =  0m,76.     Der  Wasserspiegel  A   liegt  um  die  Geschwindigkeits- 

v2 
höhe:       °-  =  0m,0215  höher  als  der  Wasserspiegel    am  oberen  Ende  des 

Kanales.  Die  ganze  Höhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel  A  und  B  muss 
also :  0,0775  Meter  betragen,  wenn  die  der  angenommenen  mittleren  Geschwin- 
digkeit: v  =  0m,7  entsprechende  Wassermenge  von  7  Cubikmetern  pro  Sccunde 
abfliessen  soll. 

Die  obige  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  der 
Neigungswinkel  des  Kanalbodens  die  Grösse  Null  hat.  Hiernach 
erhält  man  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  einem  horizontalen 
Kanäle  die  Gleichung: 


3)     v-  =  - 


dt 

dx  ~  ~ 

dt 


Bei    den    oben    angenommenen  Zahlenwerthen   wird    für    diesen  Fall: 


d-  =0,0002536,  also  *0=  1,02536  und  tx  =  0m,9746i,  folglich  v0  =  0m,6827, 

v2 
Vl  =  0m,7182  und  -^-  =  0m,0237.    Für  das  Gefälle  des  Wasserspiegels  er- 

giebt  sich  hiernach  der  Werth :  *0  —  tx  =  0m,050  72,  und  für  die  ganze*Höhen- 
diflFerenz  der  beiden  Wasserspiegel  A  und  B  der  Werth:  0m,0735. 
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§   181. 
Längenprofll  des  Wasserspiegels. 

Nur  bei  geringem  Gefälle  des  Wasserspiegels  darf  das  Längen- 
profil desselben  für  eine  kurze  Strecke  annäherungsweise  als  gerad- 
linig betrachtet  werden.  Um  die  genauere  Form  dieses  Längen- 
profiles  zu  bestimmen,  hat  man  sich  die  ganze  Länge  l  in  mehrere 
Theile:  lt,  l2  ...  ln  zerlegt  zu  denken  und  die  allgemeine  DifiV 
renzialgleichung  7)  des  §  178,  welcher  man  nach  Substitution  der 
Werthe:  F=bt  und  P=b  -{-2t  auch  die  folgende  Form  geben 
kann : 

-  8ina-C(l+-r) 


dt_ 
dx 


2gt 


1 


Fig.  533. 


A 


alsdann  der  Reihe  nach  auf  jede  einzelne  dieser  Strecken  anzu- 
wenden, indem  man  für  die  Grössen  v  und  t  ihre  jedesmaligen 
Mittelwerthe  einsetzt  (Fig.  533). 

Wenn  die  von  dem 
Kanäle   pro  Secunde 
fortzuführende    Was- 
sermenge   Q    vorge- 
schrieben,    und     die 
^  Wassertiefe     t(]     am 
|t.  oberen  Ende  gegeben 
Ifc  ist,  so  kann  man  zu- 
l  nächst  aus  der  Glei- 
chung : 


■£ 


/. 


die  Geschwindigkeit  am  oberen  Ende  des  Kanales  berechnen.  In- 
dem man  alsdann  für  die  Wassertiefe  ti  (am  unteren  Ende  der 
ersten  Strecke  ZJ  einen  beliebigen  Werth  willkürlich  annimmt, 
findet  man  auf  gleiche  Weise  die  Geschwindigkeit  am  unteren  Ende 
der  ersten  Strecke  aus  der  Gleichung: 

Hiernach  kann  man  aus  der  Gleichung  1),  indem  man  darin: 


,..  =  -*»+_*. 


und  t  ■ 


<o  +  *, 


2 


—  setzt,   den  Mittelwerth  des  Diffe- 
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renzialquotienten  -,      für  die  erste  Strecke,   und   mit  Benutzung 

dieses  Wertlies  zugleich  die  Streckenlänge  lx  berechnen,  welche 
der  willkürlich  angenommenen  Wassertiefen -Abnahme  t„  —  tt  ent- 
spricht. Durch  Wiederholung  dieser  Berechnung  in  Bezug  auf 
die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  kann  man  nachher 
auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Theile  des  Längenprofiles  bestimmen. 

In  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  §  178  wurde:  Q  =  14cm,  b  =  10"% 
sin  a  =  0,0005  angenommen,  woraus  die  Werthe:  tu  =  lw,0533,  vQ  =  l",f3292 
und  eine  Wassertiefen- Abnahme  von  0,1066  Metern  für  die  ganze  Länge  des 
K  anales  berechnet  wurden.  Indem  man  sich  diese  ganze  Wassertiefen -Ab- 
nahme in  vier  gleiche  Theile  zerlegt  denkt,  findet  man  für  die  Wasserticfeu 
an  den  unteren  Endpunkten  der  vier  zugehörigen  Strecken  die  Werthe: 
*,  =  r,02665,  t2  =  1"  lj  =  0m,97335,  t4  =  0m,9467,  und  für  die  Geschwiu- 
digkeiten  an  diesen  vier  Stellen  die  Werthe:  v,  =  lm,3646,  v2  =  lm,4, 
v2  -=lm,4377,  v4  =  lm,4788.    Hiernach  hat  man  bei  der  Berechnung  der  ersten 

Strecke:    o  -   *0-±-^-  =  lm,347,   *  =    in-^-tl-  =  l"\()4  und  C  =  0,00773 

zu  setzen;  man  erhält  dann  aus  Gleichung  1)  den  Werth: 

0,0005  -  0,007 73  (l  +  -? ■'  |'-°*  )  .  ~f?m 

(IX  j  1  ,Oi  / 

~"  i),8iTi,()r 

als  Wassertiefen -Zunahme   pro   Längeneinheit   der  ersten  Strecke.     Da  die 

ganze  Wassertiefen -Abnahme   für   diese   Strecke   gleich     -   "  —  =  0n\02665 

4 

ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Länge  der  ersten  Strecke  der  Werth: 

M  0,026  65  m 

5)    *1  =  0,000  4013  =  6b'4L 

Hei  der  Berechnung   der   zweiten   Strecke   hat   man:    v  ■■= 

=  lm,3823,   t  =  -1—1-  =  ln,,0133  und  C  =  0,007  72  zu  setzen;  man  erhält 

dann  die  Werthe:  ^-  =  —  0,000  486  und  l2  =  54m,84.  Auf  gleiche  Weise 
findet  man  für  die  dritte  und  vierte  Strecke  die  Werthe:  Z3  =  45m,82  und 
h  =  38m,40. 

Die  genauere  Berechnung  des  in  §  178  annäherungsweise  als  geradlinig 
betrachteten  Längenprofiles  führt  also  zu  dem  Resultate,  dass  die  ganze  Länge 
des  Kanales  nicht  200  Meter  -  wie  in  §  178  angenommen  wurde  —  sondern 
205,47  Meter  betragen  müsste,  wenn  bei  der  vorausgesetzten  Wassertiefen- 
Abnahme  von  0,1066  Metern  eine  Wassermenge  von  14  Cubikmetern  pro 
Secunde  abfliessen  soll. 

Man  erkennt  an  dem  oben  berechneten  Zahlenbeispiele,  dass 
nach  dem  unteren  Ende  des  Kanales  hin  die  Wassertiefe  immer 


*>1    +   t?2 
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rascher  abnimmt,  und  die  Geschwindigkeit  immer  rascher  zunimmt. 
Da  nach  §  179  die  Geschwindigkeitshöhe  niemals  über  die  halbe 
Wassertiefe  hinaus  wachsen  kann,  so  muss  es  für  die  Wassertiefe 
selbst  einen  unteren  Grenzwerth  geben,  unter  welchen  hinab  die- 
selbe niemals  abnehmen  kann,  wie  tief  auch  immer  der  Wasser- 
spiegel B  sinken  möge.  Diesen  Grenzwerth  t  findet  man  aus  den 
gegebenen  Grössen  v0  und  £n,  indem  man  die  der  Geschwindig- 
keitshöhe -ö-  entsprechende  Geschwindigkeit  gleich  derjenigen  Ge- 
schwindigkeit setzt,  welche  dem  umgekehrten  Querschnittsverhält- 
nisse entspricht,  aus  der  Gleichung: 


6)     *„  .  %  =  t/2g  .  L~  oder:    t  =  j/il!. 
t  f  2  f      g 

So  z.  B.  würde  mau  bei  den  oben  angenommenen  Wertben :  v0  =  lm,3292 
und  t0  =  lm,0533  für  diese  untere  Grenze  der  Wassertiefe  den  folgenden 
Werth  erhalten: 

7)  ,  -  yiMig»  w** 

Denkt  man  sich  den  oben  als  Beispiel  gewählten  Kanal  strom- 
abwärts noch  weiter  sich  fortsetzend  und  den  unteren  Endpunkt 
gerade  bis  zu  derjenigen  Stelle  hinausgerückt,  für  welche  nach 
der    oben    angewendeten    Berechnungsmethode    die    Wassertiefe: 

«  =  0m,585  sich  er- 
Fig.  534.  ,  . 

geben  wurde,  so  er- 
kennt man,  dass  in 
diesem  Falle  die  an- 
genommene Grösse: 
Q  =  14cm  zugleich 
den  oberen  Grenz- 
werth bilden  würde 

ftsai    für  die  Wassermen- 
■6=355^ 

ge ,     welche    unter 

solchen  Umständen 
überhaupt  von  dem 
Kanäle  fortgeführt  werden  kann,  und  die  Grösse:  v0  =  lm,3292 
den  oberen  Grenzwerth  für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  bei 
der  angenommenen  Wassertiefe:  t0  =  lm,0533  am  oberen  Ende 
das  Wasser  von  A  abfliessen  kann.  Diese  Geschwindigkeit  wird 
selbst  dann  nicht  ferner  wachsen  können,  wenn  der  Wasser- 
spiegel B  bis  unter  den  Kanalboden  hinab  sinkt  (Fig.  534).     Zu- 
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gleich    ergiebt    sich    aus   Gleichung   1):    dass    an   dieser   Stelle: 

-T-  =  —  oowird,  dass  also  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels 

an  dieser  Stelle  eine  verticale  Tangentenrichtung  annimmt. 

Läge  das  untere  Ende  noch  weiter  entfernt,  so  würde  das 
Wasser  überhaupt  nicht  mehr  mit  der  Geschwindigkeit:  «?0  =  lm,3292 
in  den  Kanal  eintreten  können.  Es  würde  in  diesem  Falle  vielmehr 
ein  neuer  —  und  zwar  kleinerer  —  Grenzwerth  v'n  für  die  Ein- 
trittsgeschwindigkeit v0  sich  bilden,  und  wiederum  würde  an 
dem  unteren  Ende  —  falls  der  Ausfluss  (wie  in  Fig.  534)  in  den 
leeren  Raum  stattfindet  —  diejenige  Wassertiefe  t'  sich  herstellen, 
welche  nach  Gleichung  6)  dem  neuen  Werthe  v'0  der  Eintrittsge- 
schwindigkeit entspricht,  sowie  umgekehrt  aus  dem  gegebenen 
Werthe  t'  der  zugehörige  Werth  von  v'iS  aus  der  obigen  Gleichung 
berechnet  werden  kann. 

Wenn  man  z.  B.  t'  =  0W,55  setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  6)  fttr 
die  zugehörige  Eintrittsgescliwindigkeit  den  Werth: 


,  *-ys%gp._.-^ 


Da  jedoch  die  Ungcnauigkeit  der  hinsichtlich  der  Bewegung 
des  Wassers  in  §  176  gemachten  Voraussetzungen  mit  wachsender 
Neigung  des  Wasserspiegels  zunimmt,  so  wird  man  für  den  hier 
betrachteten  Grenzfall  einer  verticalen  Lage  des  Wasserspiegels 
selbstverständlich  eine  vollkommene  Uebereinstimmung  der  Rech- 
nungsresultate mit  den  Erfahrungsresultaten  nicht  erwarten  dürfen. 

§  182. 
Stau- Cur  ve. 

Die  in  §  178  gefundene  allgemeine  Differenzialgleichung  kann 
—  wie  das  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen  berechnete  zweite 
Zahlenbeispiel  zeigt  —  ebensowohl  auf  die  verzögerte,  als  auf  die 
beschleunigte  Bewegung  angewendet  werden,  und  wenn  man  jener 
Gleichung  wiederum  die  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  Form: 

81na_r(1+__) 


dx  1  __  v1 


giebt,  so  kann  man  bei  der  Berechnung  des  Längenprofiles  genau 
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dasselbe  Verfahren   anwenden,   welches   im   vorigen  Paragraphen 
auf  den  Fall  der  beschleunigten  Bewegung  angewendet  wurde. 

Man     berechnet 

Fig.  535. 


zunächst  aus  der 
gegebenen  Wasser- 
tiefe £0  am  oberen 
Ende  des  Kanales 
und  der  gleichfalls 
gegebenen  Wasser- 
menge Q  die  Ein- 
trittsgeschwindig- 
keit ü,„  nimmt  als- 
dann für  die  Was- 
sertiefe tx  am  un- 
teren Endpunkte  der  ersten  Strecke  Z,  einen  willkürlich  zu  wäh- 
lenden Werth  an  und  berechnet  daraus  die  Geschwindigkeit  vx  an 
dem  unteren  Endpunkte  dieser  Strecke  (Fig.  535).  Hiernach  kann 
man    aus    der    obigen   Differenzialgleichung,    indem    man   darin 


_    v»  +  v\ 


und  t  =    *"  +  *' 


setzt,    die  Wassertiefen -Zunahme 


pro  Längeneinheit  für  die  erste  Strecke  und  damit  zugleich  die 
Länge  derselben  berechnen.  Indem  man  diese  Berechnung  in  Be- 
zug auf  die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  wiederholt, 
findet  man  successive  die  übrigen  Theile  des  ganzen  Längenprofiles. 

Bei   dem  am  Schlüsse  des  §  178  berechneten  zweiten  Zahlenbeispiele 

wurde:    Q  =  7  Cubikmeter,    b  =  10m,    sin  a  =  0,0005   gesetzt,    woraus    die 

Werthe:   t0  =  0m,972  73,   t?0  =  0m,7196   und    eine  Wassertiefenzunahme   von 

0,05454  Metern  für  die  ganze  Länge  des  Kanales  berechnet  wurden.    Indem 

man  sich  diese  ganze  Wassertiefenzunahme  in  vier  gleiche  Theile  von  der 

005454 
Grösse :   -±- - —  =  0m,013  635  zerlegt  denkt,  findet  man  für  die  Wassertiefen 

an  den  unteren  Endpunkten  der  vier  zugehörigen  Strecken  die  Werthe: 
<1=0n,,9864,  e2  =  l",  *3  =  r,0136,  t4  =  lm,027  27,  und  für  die  Ge- 
schwindigkeiten an  diesen  vier  Stellen  die  Werthe:  i?,  =0ra,7097,  t?2=0m,7, 
tf3  =  0m,6906,   vA  =  0m,6814.     Hiernach   hat  man   bei  der  Berechnung  der 

obersten  Strecke:    v  =  v»  +  v>  =  0m,7146,    t  =  —  "£—  =  0",9795    und 

C  =  0,008 016  zu  setzen;  man  erhält  dann  aus  Gleichung  1)  den  Werth: 


2) 


„  _  ^-.Wo,s.(1+2r^)dg^5  _, 

dx  _       0,7146*  ~01 


,0002589, 


9,81  .  0,9795 
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als  Wassertiefenzunahme  pro  Längeneinheit  der  ersten  Strecke,  und  für  die 
Länge  derselben  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

o\     i    _   0,013  H3T)   __  ^ium 
ö)     '»  ~  0,0002589  ~  ™  ,Ä 

Bei  der  Berechnung  der  zweiten  Strecke  hat  man :  v  = ,,f  - "£"  —  ==  0m>70-t8t 
t=  tx  +  tj_=  o-c^g  unj  £  =  0,008024  zu  setzen;   man  erhält  dann  die 

Werthe:    *?  =  0,000  2<>84f>  und  72  =  f>0m,8.     Auf  dieselbe  Weise  findet  man 

für    die    dritte    und    vierte    Strecke    resp.    die    Werthe :    J3  =  49mfir>    und 
/4-47m,7. 

Die  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  denjenigen  Werthen, 
welche  aus  der  in  §  178  gemachten  Voraussetzung  einer  gerad- 
linigen Form  des  Längenprofiles  sich  ergeben  würden,  zeigt:  dass 
bei  der  verzögerten  Bewegung  im  Allgemeinen  der  Fehler  sehr 
klein  sein  wird,  welchen  man  begeht,  indem  mau  für  die  verhält- 
nissmässig  kurze  Strecke  von  einigen  hundert  Metern  das  Längen- 
profil des  Wasserspiegels  als  geradlinig  annimmt. 

Wenn  man  in  Gleichung  1)  den  Zähler  des  Ausdruckes  auf 
der  rechten  Seite  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


4)    «  —  C(l  +  £)£-. 


2yt 

welcher  man  nach'  Substitution  des  Werthes  v  =  -  -  auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 

5)  ^OQ!~0+!r)- 

/  r  2gb2  sina  \     '     b  / 

1  -f"  i  )  =  1  UI|d 
^  =  0,008  setzt,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  den  Annäherungs- 
werth:  <  =  0m,73,  und  nach  Substitution  desselben  in  dem  Aus- 
drucke auf  der  rechten  Seite  mit  Benutzung  des  nunmehr  (aus 
§  176,  Gleichung  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthes  von  C 
den   genaueren   Werth:   t  =  0m,77.      Dieser   Werth  von  t   würde 

dem  Werthe :  -r-  =  0,  also  dem  Falle  der  gleichförmigen  Bewegung 

entsprechen;  d.  h.  wenn  bei  gleichförmiger  Bewegung  die  oben 
angenommene  Wassermenge  von  7  Cubikmetern  pro  Secunde  durch 
den  Kanal  fortgeführt  werden  sollte,  so  müsste  die  Wassertiefe 
überall  0,77  Meter  betragen. 


Digitized  by  V^iOOQIC 


Wasser  -  Schwel lo.  497 

Die  Gleichung  1)  zeigt,  dass  mit  abnehmender  Wassertiefe  t 
der  Differenzialquotient  -,—  immer  kleiner  wird,  und  dass  der- 
selbe gleich  Null  wird,  wenn  t  =  0,M,77  wird.  Denkt  man  sich 
den  in  Fig.  535  dargestellten  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt 
hinaus  beliebig  weit  verlängert,  und  die  Berechnung  des  Längen- 
profiles  in  Bezug  auf  den  stromaufwärts  gelegenen  Theil  immer 
weiter  fortgesetzt ,  so  erkennt  man,  dass  die  in  der  Richtung 
stromaufwärts  allmählich  kleiner  werdende  Wassertiefe  dem  oben 
gefundenen  Grenzwerthe:  t  =  0m,77  immer  mehr  sich  nähern  wird, 
ohne  denselben  jemals  wirklich  zu  erreichen.  In  der  Richtung 
stromaufwärts  nähert  sich  also  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels 
asymptotisch  derjenigen  (dem  Kanalboden  parallelen)  geraden  Linie, 
welche  für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  (bei  gleich  grosser 
Wassermenge  Q)  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  bilden  würde. 

Dasselbe  Resultat  würde  auch  iu  Bezug  auf  den  in  Fig.  533  dargestellten 
Fall  sich  ergeben,  wenn  man  sich  den  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt 
hinaus  verlängert  denkt  und  die  Berechnung  des  Längenprofiles  in  der  Rich- 
tung stromaufwärts  immer  weiter  fortsetzt.  Der  im  vorigen  Paragraphen  an- 
genommenen Wassermenge  von  14  Cubikmetern  pro  Secunde  würde  für  den  Fall 
der  gleichförmigen  Bewegung  nach  Gleichung  5)  die  Wassertiefe:  t  =  l,n,245 
entsprechen.  In  Fig.  533  würde  also  eine  in  der  Höhe :  t  =  lm,2ib  über  dem 
Kanalboden  parallel  zu  demselben  gelegte  gerade  Linie  die  Asymptote  bilden 
für  das  in  der  Richtung  stromaufwärts  bis  ins  Unendliche  fortgesetzte  Längen- 
profil des  Wasserspiegels. 

§  183. 
Wasser -Schwelle. 

Bei  der  verzögerten  Bewegung  des  Wassers  in  einem  Kanäle 
hat  der  in  §  178  (Gleichung  7)  für  die  Wassertiefen  -  Aenderung 
gefundene  Ausdruck: 

„     P     v2 
.  sin  ol  —  £  .  -,,  •  ..-- 

.      dt    _  1<      2  g 

'    dx  ~        T^TZ~~^ 

9* 
immer  einen  positiven  Werth,  und  zwar  ist  sowohl  der  Zähler  als 
der  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  stets  eine  po- 
sitive Grösse.  In  der  Richtung  stromaufwärts  findet  ein  bestän- 
diges Abnehmen  der  Wassertiefe  t  und  ein  beständiges  Zunehmen 
der  Geschwindigkeit  v  statt.  Es  wird  daher  sowohl  der  Zähler 
als  der  Nenner  des  obigen   Ausdruckes  in   der  Richtung  strom- 


Ritter,   Ingt'iiIiMir  - Mot-hnnik. 
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aufwärts  allmählich  kleiner  werden  und  dem  Werthe  Null  immer 
mehr  sich  nähern. 

Wenn    mit   c   derjenige   Werth   von   v   bezeichnet   wird,    für 
welchen  der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 

also  nach  §  176  (Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen :  F,  P,  sin  a  als  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  entsprechen  würde. 

Wenn   mit   C  derjenige   Werth   von  v   bezeichnet   wird,    für 
welchen  der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 

3)     C  =  V*g.t. 

also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe  als  Geschwindigkeitshöhe  entsprechen  würde.  (Vergl.  §  179.) 
Hieraus  folgt,  dass  bei  allmählichem  Wachsen  von  v  der  Zähler 
den  Werth  Null  früher  erreichen  wird  als  der  Nenner,  sobald  die 
der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  kleiner 
ist  als  die  halbe  zugehörige  Wassertiefe.  Wenn  aber  der  Zähler 
den  Werth  Null  erreicht,  während  der  Nenner  noch  positiv  ge- 
blieben ist,   so   wird   an   der  betreffenden  Stelle   der  Differenzial- 

quotient  -,     den  Werth  Null   annehmen,   welcher  dem   Falle  der 

gleichförmigen  Bewe- 
gung   entsprechend 
eine  fernere  Wasser- 
tiefen-Abnahme aus- 
schliesst,    und    das 
Längenprofil       des 
Wasserspiegels  wird 
in  diesem  Falle  (auf 
dieselbe  Weise  wie 
im     vorigen    Para- 
graphen   auf    dem 
Wege  der  Rechnung 
ermittelt  wurde)  in 
der  Richtung  stromaufwärts  an  das  geradlinige  Längenprofil  der 
gleichförmigen  Bewegung  asymptotisch  sich  anschli essen  (Fig.  536). 
Denkt  man  sich  in  dem  (unendlich  lang  vorausgesetzten)  Ka- 
näle die   Wassermenge  Q  pro  Secunde   anfangs  in  gleichförmiger 


Fig.  536. 
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Bewegung  bei  überall  gleich  grosser  Wassertiefe  a  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  abfliessend  und  hernach  in  Folge  einer  durch 
Steigen  des  Unterwasserspiegels  B  hervorgebrachten  Stauung  die 
Wassertiefe  überall  so  lange  wachsend,  bis  nach  eingetretenem 
Beharrungszustande  wiederum  dieselbe  Wassermenge  Q  pro  Se- 
cunde  zum  Abflüsse  gelangt,  so  erkennt  man,  dass  ein  solcher 
asymptotischer  Anschluss  der  Staucurve  an  das  geradlinige  Längen- 
profil der  gleichförmigen  Bewegung  immer  dann  stattfinden  wird, 
wenn  die  der  anfänglichen  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen 
Bewegung  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  kleiner  als  die  halbe 
anfängliche  Wassertiefe  war.  Nach  §179  (Gleichung  5)  wird  also 
die  Staucurve  die  in  Fig.  536  dargestellte  Form  annehmen,  sobald 
der  Neigungswinkel  des  Kanalboaens  der  folgenden  Bedingung 
entspricht: 

4)    sin«<f  (l  +  £). 

Wenn  z.  B.  a  =  lm  und  &  =  10,n   gesetzt  wird,  so  nimmt  diese   Be- 
dingung die  Form  an:    sin  i  <  -\      (l  +  ~?n")>    oder:    sin  *  <  0,0048. 

Eine  von  der  vorigen   gänzlich  verschiedene  Form   dagegen 

c2 
wird  das   Längenprofil  des  Wasserspiegels   annehmen,    wenn  ^~ 

grösser  als  -~-  war,  denn  in  diesem  letzteren  Falle  wird  in  Glei- 

chung  1)  bei  allmählichem  Wachsen  von  v  der  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  den  Werth  Null  erreichen  und  nach  der  negativen 
Seite  hin  überschreiten,  während  der  Zähler  noch  positiv  geblieben 

ist.    Der  Differenzialquotient  -y-  wird  also  an  der  betreffenden 

Stelle  durcli  den  Werth  oo  aus  dem  positiven  in  das  negative 
Gebiet  übergehen  —  entsprechend  einer  Umbiegung  der  Staucurve 
und  einem  Zurückkehren  derselben  nach  dem  unteren  Ende  des 
Kanales  hin.  —  Um  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  für  diesen 
Fall  zu  bestimmen,  würde  man  zunächst  der  Gleichung  1),  indem 

man  darin  v  =  -=—  setzt,  die  folgende  Form  zu  geben  haben : 


.          sin  et 
dt 

M   "*"  b)'  2gbH3 

dx 

1       -V 

1        qbU3 

5)    ^r- 


62  « 
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Fig  537. 


-^■'f. 


Nach   dieser   Gleichung  würde   man   für  jeden   gegebenen   Werth 

dt 
von  t  den   zugehörigen  Werth   des  Differenzialquotienten     ,-    be- 
rechnen  und   (auf  dieselbe  Weise   wie  in  den  vorigen  beiden  Pa- 
ragraphen gezeigt  wurde)  die  einzeluen  Theile  des  Längenprofiles 
nach  und  nach  bestimmen  könneu. 

Durch  Ausführung  dieser  Rechnung  würde  man  für  das  Län- 
genprofil des  Wasserspiegels  eine  Curve  erhalten,  welche  mit  dem 

oberen  Zweige  an 
die  Horizontale, 
und  mit  dem  un- 

teren  wieder  rück- 

B  wärts  gewendeten 
Zweige  an  das  ge- 
radlinige Längen- 
profil der  gleich- 
förmigenBewegung 
asymptotisch  sich 
anschliesst  —  in 
solcher  Weise,  dass 
^/7—  in  der  stromab- 
wärts von  jenem 
Umkehrpunkte  gelegenen  Kanalstrecke  jedem  Werthe  von  x  zwei 
verschiedene  Werthe  von  t  entsprechen  würden  (Fig.  537).  Wenn 
aber  der  Wasserspiegel  wirklich  eine  solche  Form  hätte,  so  würden 
jedenfalls  in  der  Nähe  derjenigen  Stelle,   an  welcher  nach  obiger 

Gleichung  der  Differenzialquotient  -,  -    einen    unendlich    grossen 

Werth  annimmt,  die  in  §  176  gemachten  Voraussetzungen,  nach 
welchen  in  allen  Punkten  eines  und  desselben  Querschnittes  die 
Wassertheilchen  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  sich  bewegen 
sollten,  unmöglich  noch  erfüllt  sein  können,  und  da  die  obige 
Differenzialgleichung  eben  aus  jenen  Voraussetzungen  abgeleitet 
worden  war,  so  folgt  hieraus:  dass  dieselbe  auf  den  vorliegenden 
Fall  überhaupt  nicht  mehr  angewendet  werden  darf.  * 

Obwohl  hiernach  eine  directe  Anwendung  der  obigen  Rech- 
nungsresultate nicht  statthaft  sein  würde,  so  ist  doch  eine  indirecte 
Verwerthung  derselben  hiermit  keinesweges  ausgeschlossen,  inso- 
fern man  aus  dem  Ergebnisse  der  obigen  Untersuchung  den 
Schluss  ziehen  darf,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  das  Längen- 
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profil  des  Wasserspiegels  überhaupt  keine  stetig  gekrümmte  Linie 
bilden  kann.  Man  muss  vielmehr  annehmen,  dass  an  irgend  einer 
Stelle  ein  plötzlicher  Uebergang  aus  dem  geradlinigen  Längen- 
profile der  gleichförmigen  Bewegung  in  das  krummlinige  Längen- 
profil der  ungleichförmigen  Bewegung  stattfinden  wird.  Es  bildet 
sich  in  diesem  Falle  eine  sogenannte  Wasserschwelle,  bei  welcher 
die  Wassertiefe  sprungweise  aus  einem  kleineren  Werthe  in  einen 
grösseren  Werth  übergeht.  In  dem  stromaufwärts  gelegenen  Theile 
wird  die  gleichförmige  Bewegung  ihren  ungestörten  Verlauf  nehmen,  • 
wie-  wenn  gar  keine  Stauung  eingetreten  wäre.  In  dem  stromab- 
wärts gelegenen  Theile  wird  das  Längenprofil  allmählich  in  die 
Horizontale  des  Unterwasserspiegels  B  übergehen. 

Die  Höhe  der  Wasserschwelle  würde  man 

Fig.  538.  annäherungsweise  mit  Hülfe  des  Princips  der 

lebendigen   Kraft   berechnen    können,    indem 

man    die  Differenz   der  beiden  Geschwindig- 

i  t;  keitshöhen  gleich  der  Höhendifferenz  der  bei- 

a\  i  den  Wasserspiegel  setzt;   also  nach  Fig.  538 

F  _  ,1  j  aus  der  Gleichung: 

welcher    man    nach    Substitution    der    Werthe:    v  =  c  .  --  und 

c2 

- —  =  H  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

2g 

9)    O  —  Ht  —  Ha, 

Aus   dieser   letzteren  Gleichung   ergeben    sich   die   nachfolgenden 
zusam  mengehörigen  Zah  len wer the : 

H  »  1  2.3 

0  0,618  1,732         2,791. 

Dem  Werthe:   //=-      entspricht  nach  obiger  Gleichung  der 
Werth:   t  —  a  =  0;   dieselbe  zeigt  also  in  Uebereinstimmung  mit 


a   ~    2 
t  —  a 
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dem  schon  früher  gefundeneu  Resultate,  dass  eine  Wasserschwelle 
nur  dann  sich  bilden  wird,  wenn  die  Geschwindigkeitshöhe  grösser 
als  die  halbe  Wassertiefe  ist,  oder  nach  §  179  (Gleichung  5), 
wenn  der  Neigungswinkel  des  Kanalbodens  der  folgenden  Bedin- 
gung entspricht: 

11)     sin«>-5(l+8£). 

Nach  §  170   entsprechen   den    Werthen:    a  =  O™^   b  =  2m,   c  =  2m,8 
für  den  Fall   der  gleichförmigen  Bewegung  die  Werthe:    C  =  0,007  56  und 

sin  a  =  0,010584.    Da  die  Geschwindigkeitshöhe:  H  =  -tt  *'~t    =  0m,4      in 

diesem  Falle  gleich  der  ganzen  Wassertiefe  ist,   so  wird  nach  obiger  Tabelle: 

-'  ~~—  =  0,1*18,  oder:  t  -  a  =  0,4  .  0,618  =  0,o,247.    Bei  diesem  Gefälle  des 
a 

Kanalbodens  wird  also  eine  Wasserschwelle  sich  bilden,  deren  Höhe  etwa 
247  Millimeter  beträgt. 

§  184. 

Annäherangsform  der  Stau-Curve  für  einen  Kanal  von  grosser 
Breite  und  geringer  Wassertiefe.*) 

Wenn  die  Wassertiefe  t  im  Verhältniss  zu  der  Kanalbreite  b 
überall  sehr  klein  ist,   so   kann  man  der  Gleichung  1)  des  §  182, 

2t  u 
indem  man  darin  das  Glied     ;       gegen   das   Glied   „lu   vernach- 

n  v 

lässigt,  die  folgende  Form  geben: 


,  sin  a  —  0     - 

D     J*   = 2ll. 

'     dx  v2 

Die  Werthe  v  =  c  und  t  =  a  entsprechen  dem  Falle  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  und  da  für  diesen  Fall  der  Zähler  des  Aus- 
druckes auf  der  rechten  Seite  gleich  Null  werden  muss,  so  ist: 

Cc2 
2)    0  =  sina->- — 
2ga 

Nach   Substitution   des   hieraus   für  den   Coefficienten  £   zu   ent- 
nehmenden Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

/l-— ' 
\  gt 


*)  Nach  Bresse:   „Cours  de  mecanique  appliquee".     Seconde  Partie: 
„Hydraulique".    Paris.    1860. 
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Da  die   Geschwindigkeiten   umgekehrt  wie   die  Wassertiefen   sich 

verhalten,   so  kann  v  =  c--  gesetzt  werden;  also  ist: 

c 

A\         dt 

4)  -j     --=  sin  ol 
dx  t 

9t3 

und  wenn  man  die  der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Geschwin- 

c2 
digkeitshöhe :    -^—  =  H  setzt,   so  kann  man  der  ohigen  Gleichung 

auch  die  folgende  Form  geben: 

RN      ,        .  (t3-  2  Ha2)  dt 

5)  dx  .  sin  a  =  ±  — __3-^---. 

Wenn  man  wieder  (wie  in  Fig.  528)  das  der  Strecke  dx  und 
der  Wassertiefen  -  Zunahme  dt  entsprechende  Gefälle  des  Wasser- 
spiegels mit  dz  bezeichnet,  so  ist: 

6)  dx  .  sin  a  =  dz  -f-  dt 

zu  setzen,  und  man  erhält  durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden 
Ausdrücke  die  Gleichung: 

7)  dz  +  dt~{^-???-)dt,    oder: 

8)  <fc  =  £L(«-J_f)*_. 

r  —  a 

Bei  der  verzögerten  Bewegung  ist  die  Wassertiefe  t  an  allen 
Stellen  grösser  als  diejenige  überall  gleich  grosse  Wassertiefe  «, 
bei  welcher  eine  gleich  grosse  Wassermenge  pro  Secunde  in  gleich- 
förmiger Bewegung  abfliessen  würde.    Hiernach  ist  das  Verhältniss : 

9)  —  =  • 

eine  Zahl,  welche  immer  grösser  ist  als  „Eins".  Nach  Substitution 
des  aus  der  letzteren  Gleichung  für  t  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung  auch  die  folgende  Form 
geben : 

10)  dz^(a-2H)-J^--,     oder: 

11)  z  =  {a-2H)JJ^-1. 
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Um  die  Integration  auszuführen,  hat  man  zunächst  den  unter 
dem  Integralzeichen  stehenden  Ausdruck  in  folgender  Weise  um- 
zuformen : 

12^     ~dm      =  dm-  1     - (    1°~L2     ^ 

;     »»— 1  3    \m  —  1        l«o2+«,-(-i/| 

Vs.d(2J>L±h 

•  -  1"       Ifc  +  iP-fil    '"       j  +  (^L±-i)' 

und  erhält,  indem  man  nach  Substitution  des  letzteren  Ausdruckes 
die  Integration  ausführt,  die  folgenden  Gleichungen: 


1 
3 


I    *i__  |>+i>*!L_I/.i  I      ^  v»   ' 


14)  *=(?"^)  ()g(«»-D-ilg|  (»+4)H  {  1-1/3.  arctg^-J^JJ+G.n.t, 

oder: 

Denkt  man  sich  den  Kanal  über  den  unteren  Endpunkt  hinaus 
bis  ins  Unendliche  sich  fortsetzend,  so  erkennt  man,  dass  mit 
wachsendem  „a>*  die  Geschwindigkeit  v  dem  Grenzwerthe  Null, 
und  demgemäss  die  Wassertiefe  t  dem  Grenzwerthe  oo  sich  nähern 
würde.  Das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  wird  also  in  der 
Richtung  stromabwärts  einer  festen  Horizontalen  asymptotisch  sich 
annähern.  Wenn  diese  Horizontale  als  Niveau-Linie  gewählt  wird, 
von  welcher  aus  das  Gefälle  z  gemessen  werden  soll,  so  nimmt 
die  Grösse  z*  überall  negative  Werthe  an,  insofern  sämratliche 
Punkte  des  Längenprofiles  oberhalb  jener  Horizontalen  liegen.  Für 
2  =  0  würde  alsdann  £  =  oo  und  daher  auch  u>  =  oo  werden. 
Die  Constante  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

IG)    0  =  (a  ~-  7-)  {lg  1  —  J/3  .  arc  tg  oo}  +  Const.,    oder : 

17)     C»nst.=(n-^)}Vä- 

Nach   Substitution   dieses  Wertlies   kann   man   der  Gleichung  15) 
die  folgende  Form  geben: 
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oder : 

Wenn  mit  y  die  Höhe  eines  Punktes  im  Längenprofile  des 
Wasserspiegels  über  jener  Niveau -Linie  bezeichnet  wird,  so  ist 
y  =  —  s  zu  setzen;  also  wird: 

«9  „-(.-uofli,^^)-^«««.^)}, 

und  wenn  die  eingeklammerte  Function  von  o>  abkürzungsweise 
mit  Q  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

21)  y  =  (a  —  2H)Q. 

Um  den  zugehörigen  Werth  der  Abscisse  x  zu  finden,  hat 
man:  dz  =  —  dy  zu  setzen  in  Gleichung  6)  und  hernach  die  Inte- 
gration derselben  auszuführen;  man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen:  ' 

22)  dx  .  sin  a  =  dt  —  dy, 

23)  sin  a  J  dx  =  I  dt  —  J  dy, 

24)  (x2  —  x})sma  =  t2—t]  —  (y,  —  #,), 

welcher  letzteren  man  in  Berücksichtigung  der  den  Buchstaben  o> 
und  y  beigelegten  Bedeutungen  auch  die  folgende  Form  geben 
kann: 

25)  «^— .--aJr {-.--• -O-^)^»- °«| 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  aus  den  gegebenen  (oder 
willkürlich  angenommenen)  Wassertiefen- Verhältnissen  «j1  und  o>2 
die  Länge  derjenigen  Strecke  berechnen,  deren  Endpunkten  jene 
Werthe  entsprechen.  Die  zugehörigen  Werthe  der  Function  Q 
findet  man  aus  der  Gleichung: 

1         /(ü2    r         i    j.  i  /2(u+l\ 

26)    S  =  -.lg(-J^)_F3.arccotg(-j^-), 

aus  welcher  die  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlenwerthe  sich  ergeben: 
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Cl)  = 

> 

0,9 

1,1111 
0,G489 
0,3 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

1 

1,25 

0,4198 

0,2 

1,4286 
0,2883 
0,1 

1,6667 

0,198 

0,01 

2' 

0,1318 

0 

oo 

Q ■  = 

"  1  _ 

CD 
0)  = 

0,4   • 

2,5 

0,0821 

3,3333 

5 

10 
0,005 

100 
0,0001 

Q  = 

0,0455 

0,0201 

0 

Den   Werthen   a  =  lm,.  b  =  IM'*' 


und   Bin  a  =     ^--   entspricht  nach 
1*70 


§  176  für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  die  Geschwindigkeit :  c  =  1  ,4 

1  42 
und  die  Geschwindigkeitshöhe:    //  =  -s~ a^p  =  Ö  ,1. 

6   .   £7,ol 

Wenn  also  z.  B.  in  Folge  eiuer  Stauung  die  Wassertiefe  (nach  einge- 
tretenem Beharrungszustande)  an  einer  bestimmten  Stelle  bis  auf  die  Grösse: 
t2  =  2™  zugenommen  hat,  und  diejenige  weiter  stromaufwärts  gelegene  Stelle 
aufgesucht  werden  soll,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  die  Grösse: 
<i  =  lra,25  hat,  so  ist  cd,  =  1,25  und  <u2  =  2  zu  setzen.  Diesen  Werthen 
entsprechen  nach  obiger  Tabelle  die  Werthe:  Q,  =0,4198  und  Ö2  =  0,1318. 
Hiernach  erhält  man  aus  Gleichung  25)  den  Werth: 

x2  -  x,  =  1270  {2  -  1,25  -  (1  -  0,2)  (0,1318  —  0,4198)}  =  1245m. 

Diejenige  Stelle,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  lra,25  beträgt, 
liegt  also  in  der  Richtung  stromaufwärts  um  1245  Meter  von  derjenigen  Stelle 
entfernt,  an  welcher  die  Wassertiefe  2  Meter  beträgt. 

Den  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gemachten  Voraus- 
setzungen entsprechend  dürfen  die  aus  den  obigen  Gleichungen 
abgeleiteten   Rechnungsresultate   selbstverständlich    nur  dann   als 

gültig  betrachtet  werden,  wenn  das  Verhältniss  -y-  längs  der  ganzen 

Kanalstrecke,  auf  welche  die  Rechnung  angewendet  wurde,  einen 
sehr  kleinen  Werth  hat.  Auf  solche  Fälle,  in  welchen  das  Ver- 
hältniss:  (o  =  —  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  dürfen  die  obigen 

Gleichungen  daher  nur  angewendet  werden  unter  der  Voraussetzung: 
dass  gleichzeitig  die  Wassertiefe  der  gleichförmigen  Bewegung  einen 
sehr  kleinen  Werth  hat.     In  diesem  Sinne  würde  der  in  die  Ta- 
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belle  mit  aufgenommene  Gren^fall :  ü>  =  oo  also  nicht  zu  deuten 
sein  als  derjenige  Fall,  in  welchem  t  —  oo,  sondern  vielmehr  als 
derjenige  Fall,  in  welchem  a  =  0  wird,  wobei  die  Möglichkeit 
nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  die  Wassertiefe  t  einen  endlichen 
und  im  Verhältniss  zu  der  Kanalbreite  immer  noch  sehr  kleinen 
Werth  hat.  Da  jedoch  ausserdem  nach  Gleichung  2)  der  Coefficient 
C  bei  obiger  Rechnung  als  eine  constante  Grösse  behandelt  wurde, 
so  dürfen  die  gefundenen  Werthe  doch  immer  nur  als  vorläufige 
Annäherungswerthe  betrachtet  werden,  und  in  solchen  Fällen,  wo 
eine  genauere  Berechnung  der  Stau-Curve  erforderlich  ist,  würde 
die  Anwendung  der  in  §  182  erklärten  etwas  umständlicheren 
Methode  nicht  wohl  zu  umgehen  sein. 

Die  obigen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  die  verzögerte, 
sondern  auch  für  die  beschleunigte  Bewegung,  bei  welcher  letzteren 
die  Werthe  der  Verhältnisszahl  u>  stets  zwischen  den  Grenzen 
„Eins"  und  „Null»  liegen.  Aus  Gleichung  26)  erhält  man  für  diesen 
Fall  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


«Ü    = 

1 

0,95 
+  0,8624 

0,9 
+  0,6138 

0,8 
+  0,3459 

1 
0,7             0,6 

Q  = 

+  » 

+  0,1711 

+  0,0325 
0 

tu  = 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

Q  = 

-  0,0878 

—  0,1980 

-  0,3025 

—  0,4042 

-0,5046 

-0,6046 

Wenn  man  z.  B.  mit  Beibehaltung  der  bei  dem  vorigen  Beispiele  ange- 
nommenen Zahlenwerthe:  tu,  =0,9  und  <d2  =  0,7  setzt,  so  findet  man  aus 
der  obigen  Tabelle  die  zugehörigen  Werthe:  Qt  =0,6138  und  Q4  =  0,1711. 
Hiernach  erhält  man  aus  Gleichung  25)  den  Werth: 

<c2  —  Xx  =  1270  {0,7  -  0,9  —  (1  -  0,?)  (0,171 1  -  0,6138)}  =  195™,78 
für   die  Länge   derjenigen   Kanalstrecke,   an   deren   oberem   Endpunkte   die 
Wassertiefe:    0"\9,  und  an  deren  unterem  Endpunkte  die  Wassertiefe:  0m,7 
beträgt. 

Bei  dem  hier  angenommenen  Falle  würde  dem  Werthe :  co  =  0,585  der 

Werth :  -j-  =  —  oo   oder  eine  Wassertiefe  entsprechen ,  welche  gleich  der 

doppelten  zugehörigen  Geschwindigkeitshöhe  ist.  Die  obige  Berechnungs- 
methode würde  daher  im  vorliegenden  Falle  nur  auf  solche  Werthe  von  u> 
angewendet  werden  dürfen,  welche  grösser  sind  als  0,585,  insofern  nach  §  181 
die  in  der  Richtung  stromabwärts  allmählich  abnehmende  Wassertiefe  niemals 
kleiner  werden  kann  als  die  doppelte  Geschwindigkeitshöhe. 
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